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1. Bevezetés

A pénziigyi eszk6zok piacainak modellezése a kozgazdasagtan fontos teriile-
tévé valt, mert az utobbi évtizedekben ezek a piacok olyan fejlédésen mentek
keresztiil, hogy mara a vilag gazdasaganak stabilitasat és novekedését dontd
mértékben tudjak befolyasolni. A piacok fejlédését elsGsorban az elektroni-
kus kereskedés elterjedése, a szamitogépek kapacitasanak béviilése és az infor-
méci6 aramlasanak felgyorsuldsa segitették. Az internet terjedésével példaul
egyre tobben tudnak kozvetleniil bekapcsolodni a kereskedésbe, igy az néha egy
hétkoznapi értelemben vett elektronikus jatékhoz hasonlit. Ennek a jatéknak
azonban komoly gazdaséigi kihatésai vannak.

A piacok modellezése 1ényegében két iranyba halad. Az egyik jatékelméleti
modellekkel probélja a piaci szereplk viselkedését leirni, és a kereskedési me-
chanizmusok hatasat vizsgalja az arak folyamatara (1d. pl. Amihud, Mendelson
[1987]). A masik a ,generalo folyamatot” figyelmen kiviil hagyva, pusztan az
adatsorokat probélja sztochasztikus folyamatokkal modellezni. Mindkét eset-
ben az a cél, hogy a megfigyelt idGsorokhoz hasonlé statisztikai tulajdonsagu
idGsorokat tudjunk a modellel szimulalni és elérejelezni.

A tranzakciok elektronikus rogzitése kovetkeztében hatalmas adatbazisok
allnak rendelkezésre, amelyek a kiilonb6z8 piacokon lezajlott Gsszes tranzakciot
tartalmazzak. Ezek szama részben azért nagy, mert sok eszkozzel keresked-
nek, részben pedig azért, mert likvid eszkozokre nem ritkdk az egymast ma-
sodpercenként, vagy még révidebb iddkézonként kovetd tranzakciok. A tranz-
akcionként rogzitett adatok a kovetkezdk: datum, id6 (altalaban méasodperc
pontossaggal), az eszkoz neve, a kotési ar és a kotés mennyisége. A tanzakci-
onkénti adatok (nagy frekvencias) idGsoranak elemzése az adatsor természete
miatt @j problémékat vet fel (Campbell, Lo, MacKinlay [1997|, Goodhart,
O’Hara [1997], Engle [2000]). Altalaban persze a modellel megvalaszolandé
kérdés donti el, hogy az adatbazist milyen mélységig elemezziik. Ha példaul
arra vagyunk kivancsiak, hogy egy ajanlat milyen valdszintiséggel teljesiil az

adott kereskedési napon, vagy napon beliili kereskedési stratégiakat akarunk
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kidolgozni, akkor sziikségiink van a tranzakcionkénti adatokra (beleértve a
mennyiséget). Ha viszont egy befektetési dontést kell hoznunk, akkor minden
esetben a varhaté hozamot és a kockdzatot mérlegeljiik, amelyhez altalaban
elég a hozamok idgsordt modellezni. Ebben dolgozatban csak az utébbi prob-
léméaval foglalkozunk.

A modern pénziigyi elméletek tobbsége azzal a feltevéssel él, hogy a be-
fektetések hozamai normalis eloszlastiak (Campbell, Lo, MacKinlay [1997]). A
hozamok eloszlasdnak ismerete kulcsfontossagu példaul a pénziigyi kockazatok
meérlegelésénél, az opciok arazasanal, vagy optimalis befektetési (pl. fedezeti)
portfoliok kialakitdsandl, de az emlitett problémék megoldasdhoz nem sziik-
séges a normalitas feltevése. Mara szamtalan empirikus tanulmany tamasztja
ala, hogy a hozamok eloszlasa nem normalis (Mandelbrot [1963|, Mantegna
[1991,1995]) a kérdés mar csak az, hogy ez mennyire rossz kozelités: ponto-
sabban, hogy mekkora hibaval alkalmazhatok a fenti elméletek. Ez a kérdés
azért érdekes, mert a gyakorld piaci szakemberek tébbsége még a normélis el-
oszlason alapul6 modelleket hasznalja. Az Gj modellek elterjedését elsGsorban
az akadalyozza, hogy a piac (és a tudoményos kézvélemény) megosztott abban
a tekintetben, hogy a normélis helyett milyen eloszlast hasznaljunk kozelités-
ként. Egyel6re ugyanis nincs olyan modell, amely meggy6z&en jobban irja le
a hozamok idGsorat, mint a tobbi.

Ebben a dolgozatban a stabil eloszlasokat fogjuk hasznalni a hozamok mo-
dellezésére. A stabil eloszlasok - ezek kozé tartozik a normalis is - természetes
modon meriilnek fel a normalis alternativdajaként (altalanositasaként). Ennek
szemléltetéséhez elGszor gondoljuk meg, mivel indokolhaté a normalités fel-
tevése azon tul, hogy a hozamok hisztogramjai haranggérbéhez hasonlitanak.
Gondolkodhatunk tgy, hogy egy adott idGszakban elért hozam sok véletlen
hatas eredménye - ilyen hatés lehet példaul egy piacra érkezé hir. Tegyiik fel,
hogy ezek a hatasok fiiggetlen, azonos eloszlasi, véges szorasu valoszintiségi
valtozokkal irhatok le, tovabba hogy az egymast kovets azonos hossztsagu id6-

szakokra ugyanannyi hatés esik. Ekkor a kozponti hatareloszlas tétele szerint
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a hatasok Osszegei, a hozamok normélis eloszlassal kozelithet6k. A kozelités
annal jobb, minél hosszabb iddskilan mérjiik a hozamokat, hiszen hosszabb
id6 alatt tobb hatast Gsszegziink. A fenti feltevések mindegyike megkérds-
jelezhet6 kozgazdasagi szempontbol (Fama [1965], Mandelbrot, Taylor [1967],
French, Roll [1986], A. H.-L. Lau, H.-S. Lau, Wingender [1990], Pagan [1996]).
A hozamok idGsoranak leirasara sziiletett modellek lényegében aszerint oszta-
lyozhatok, hogy a fenti feltevések koziil melyiket milyen mértékben gyengitik,
illetve melyikre helyezik a hangsulyt. Ugyanakkor megjegyezziik, hogy a fenti
tétel feltevései is gyengithetGk tgy, hogy a kovetkeztetés megmaradjon.

A stabil eloszldsok fogalmahoz a szorasra vonatkozo feltevés elhagyéasaval
jutunk. A stabil eloszlasok definicié szerint fiiggetlen, azonos eloszlasu valo-
szintiségi valtozok normalt Gsszegeinek hatdreloszlasai. Mint emlitettiik, ilyen
a normalis is. A nem normaélis stabil eloszlasokat Pareto stabil, vagy Lévy el-
oszlasoknak hivjuk (Paul Lévy francia matematikus munkéassdga nyoman). A
Pareto stabil elnevezés arra utal, hogy a nem normélis stabil eloszlasok siirt-
ségfiiggvénye aszimptotikusan Pareto tipust hatvanyfiiggvény alaki, és olyan
lassan tart nulldhoz, hogy ezeknek az eloszlasoknak nincs szorasuk. Elsé koz-
gazdasagi alkalmazasuk Benoit Mandelbrot nevéhez fiiz6dik, aki a hatvanas
években a gyapotarak hozamait probalta ezekkel az eloszlasokkal jellemezni
(Mandelbrot [1963]). A nem normadlis stabil eloszlasok a normalishoz képest
két 4j paramétert tartalmaznak: egyik az aszimmetriat méri, a mésik pedig a
stabilitas indexe, amely egy pozitiv, ketténél kisebb szam (normaélis eloszlasra
kettG). A stabilitas indexe a legfontosabb paraméter, az eloszlas lényeges tu-
lajdonsagait ezzel lehet megragadni. A stabil eloszlasok fontos tulajdonsaga
(innen ered a neviik is), hogy Osszegiik szintén stabil: a stabilitas indexe a
konvoliciora nézve invaridns. Ebbd6l az kovetkezik, hogy a kiilonb6z6 idGskala-
kon mért hozamok eloszlasanak azonos az indexe. A stabilitas tovabbi hasznos
kovetkezménye, hogy stabil hozami komponensekbdl 6sszeéllitott portfolio ho-
zamai szintén stabil eloszlasuak.

A stabil eloszlasok alkalmazéasat szamos kritika is éri. Az a feltevés, hogy a
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hozamok szorasa nem véges, sok kdzgazdasz szamara ,a priori” elfogadhatatlan,
és a hatvanas évek oOta vita targyat képezi. Azzal lényegében minden szerzd
egyetért, hogy az empirikus eloszldsok farokrésze vastag, de szdmos tanul-
méany ramutat arra, hogy a Lévy eloszlasok farokrésze til vastag az empirikus
eloszlasokéhoz képest (Akgiray, Booth [1988], Lux, Varga [1996], Varga [1999],
Gopikrishnan, Meyer, Amaral, Stanley [1998]). E jelenség egyik lehetséges
modellje a levagott farka Lévy eloszlas (Mantegna, Stanley [1994], Koponen
[1995], Mantegna [1998]), amelynek van szordsa. Masik lehet&ség példaul az,
hogy Lévy eloszlasok helyett ¢ eloszlasokat hasznalunk (Praetz [1972]|, Britt-
berg, Gorles [1974]). Az adatsorok vizsgalatakor azonban gyakran azt tapasz-
taljuk, hogy a névekvdé mintaelemszambol szamolt szorasértékekben ,ugrasok”
vannak, ami arra utal, hogy a szérds a mintaelemszam fiiggvényében esetleg
nem konvergal. Ennek ellenkezGjére is taldlunk azonban utalasokat (Officer
[1972], Tucker [1992]). Gyakori kifogés a szoras végtelen volta ellen az, hogy
a mért hozamok korlatos tartoményban vannak, igy szérasuk nyilvan véges.
Megjegyezziik, hogy hasonloan érvelhetiink a normalis eloszlas alkalmazasa el-
len olyan alapon, hogy a normalis stirtiségfiiggvény tart6ja nem korlatos. Gya-
korlati szempontbol az a kérdés érdekes, hogy melyik modell illeszkedik jobban
az adatsorra, és melyik ad hasznélhatobb eredményeket. Mésik fontos érv a
stabil eloszlasok ellen az a gyakorlati tapasztalat, hogy a novekvd idgskaldkon
mért hozamok stabilitdsanak indexe nem allandé (ami a stabilitast jelentené),
hanem kett6hoz tart (ez a normalis eloszlasnak felel meg). Ez jelentheti azt,
hogy a hozamok nem fiiggetlenek, nem azonos eloszlastiak, vagy nem stabilak,
de nem zarja ki azt, hogy a hozamokat leir6 modell stabil eloszlasokra épiiljon
(Rachev, Mittnik [2000]).

A stabil eloszlasok gyakorlati alkalmazasainak (Adler, Feldman, Taqqu
[1998]) elterjedését napjainkig tobb tényezs akadalyozta. Mivel stirtiségfiigg-
vényiiknek altalaban nincs explicit kifejezése, numerikusan nehezen kezelhe-
t6k. Ez a koriilmény egyre kevesebb nehézséget okoz egyrészt az 1j, hatékony

algoritmusoknak (Mantegna [1994], McCulloch [1998]), masrészt a szamitoge-
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pek gyorsuldsdnak koszonhetGen. Masik probléma, hogy a normalis eloszlésra
épit6 pénziigyi elméletek altalanositasa stabil eloszlasokra nehéz feladat, és ma
is aktivan kutatott teriilet (Rachev, Mittnik [2000]). A harmadik probléma az
elméletek statisztikai tesztelhet&ségének nehézsége: ez abbol fakad, hogy a
nem normalis stabil eloszldsoknak nincs szorasuk. Ezzel kapcsolatban fon-
tos hangsilyoznunk, hogy a normalis eloszlast hasznalo elméletek statisztikai
tesztjeinek alkalmazhatosiga amugy is ergsen megkérdGjelezhets az empirikus
szoras viselkedésében tapasztalt anomaliak miatt.

Néhany sz6 a dolgozat szerkezetérdl, és a benne taldlhato j eredményekrél.
A masodik fejezetben a stabil eloszlasok matematikai tulajdonsagait foglaljuk
Ossze, kiemelve azokat, amelyek a pénziigyi alkalmazasaikat motivaljak. A
harmadik fejezet a dolgozat téméjaban elért elsé eredményeket tartalmazza
(Palagyi [1999], Palagyi, Mantegna [1999]). Ujdonsagnak szamitott a publiké-
ciok megjelenésekor az, hogy a hozamokat nem a szokasos fizikai idéskaldkon
(perc, ora, nap, honap) tanulméanyoztuk, hanem kotésenként. Ez a megkozeli-
tés teljesen 1j modellek kidolgozasat teszi sziikségessé (Engle, Russell [1994],
[1998], Engle [2000]) elsGsorban azért, mert a kotések kozott eltelt varako-
zasi idGk valtozok, igy egyszerre kell modellezni a hozamokat és a varakozasi
idéket. Ezzel kapcsolatos eredményiink egyel6re nincs, a fejezetben csak a
eloszlasat vizsgaltuk. Az utobbit stabil eloszldsokkal irtuk le. Az indul6 ma-
gyar értékpapirpiac (BET) vezetd részvényeinek hozamait elssként elemeztiik
a fenti modon. Egymaést kivet6 negyedéves adatsorokat vizsgalva a stabilitas
indexének idébeli fejlédését részvényenként kovettiik nyomon. Az eredmények-
bél kitiinik, hogy a piac fejlédésével az index novekvd trendet mutat.

A negyedik fejezetben bemutatott eredmények (Palagyi, Kérosi, Mantegna
[2002]) tomoren a kovetkezSk: bevezetiink egy 1j idéskalat (az arvaltozasok
szamaval mérjiik az id6t), magyar és amerikai piacokon forgalmazott részveé-
nyekre Gsszehasonlitjuk az arvaltozasonkénti és percenkénti hozamok stabili-

tasat, kockaztatott értéket szamolunk napon beliili (day trade) iigyletekhez.
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El6relépés a harmadik fejezethez képest, hogy maximum likelihood modszer-
rel becsiiljiik a stabilités indexét, és a hozamok rovid tava autokorrelaciojanak
leirasara stabil eloszlast innovaciokkal hajtott ARMA modelleket hasznélunk.
A magyar és amerikai piacok Gsszehasonlitasa 6nmagaban érdekes. A percen-
kénti és arvaltozasonkénti hozamok stabilitasanak Osszehasonlitasa 1j megvi-
lagitasba helyezi a Pareto stabil és a sztochasztikus volatilitas modellek kap-
csolatat, és részben elGrevetiti az 6todik fejezet eredményeit. A kockaztatott
érték szamitasokkal kapcsolatban 1jdonsag az, hogy adott kockaztatott érték
eléréséhez sziikséges varakozasi idGket vizsgalunk.

Az 6todik fejezetben részletesen foglalkozunk a GARCH és a Pareto sta-
bil modellek kapcsolataval (az itt ismertetett uj eredmények publikaciojanak
elgkészitése folyamatban van), a fejezet egyes részeiben ismertetjiik a témakor-
rel kapcsolatos irodalmat. A két modell 6tvozetét, a stabil hatvany GARCH
modellt (Mittnik, Paolella, Rachev [2000]) - Magyarorszagon elsdként alkal-
mazva - illesztjiik a CISCO részvény 15, 30 és 60 perces hozamaira, valamint
a MOL részvény 15 perces hozamaira. A fejezet legérdekesebb eredménye
a modellek illeszkedésével kapcsolatos: mindkét részvény 15 perces hozama-
ira illesztett modellek maradéktagjainak aggregdtumaibol becsiilt o indexek
gyorsan tartanak kett6hoz, igy a maradéktagok stabilitasanak hipotézise elvet-
hets. Ugyanakkor a Lévy hatvany GARC H modell mindkét id&sorra jobban
illeszkedik, mint a normélis hatvainy GARC H. Nyitott kérdés marad, hogy a
GARCH modellekben milyen eloszlasi innovaciokat érdemes hasznélni. ElG-
fordulhat, hogy Lévy eloszlast innovaciokkal jobban illeszkedik egy GARC H
modell, mint ¢ eloszlast innovacidokkal, de a maradéktagok stabilitasat a teszt
elveti. TesztelhetGség szempontjabol a Lévy eloszlasok hasznélata ,sebezhe-
t6ébb”, mint a ¢ eloszlasoké.

A GARCH és a stabilitas kérdésének tovabbi vizsgalatan tl szamos irany-
ban folytathato a dolgozat téméjanak kutatasa. Egyik izgalmas irdny a mar
emlitett kotésenkénti hozamok modellezése, amelyt6l a hosszabb idgskaldkon

mért hozamok idGsoranak finomabb megértése varhato.
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2. A stabil eloszlasok tulajdonsagai

Ebben a fejezetben attekintjiik a stabil eloszlasok matematikai tulajdonsagait,
elsGsorban azokat hangsilyozva, amelyek pénziigyi alkalmazésaikat motival-
jak. A definiciokhoz és allitasokhoz ennek megfeleléen magyarazatot fiiziink,
de bizonyitasokat nem kozliink. Az egyvaltozos stabil eloszlasok elméletét az
1920-as és 30-as években Paul Lévy és Alekszandr Jakovlevics Hincsin dolgoz-
tak ki. A részleteket Gnyegyeko és Kolmogorov [1951], Feller [1971], Rényi
[1989], valamint Samorodnitsky és Taqqu [1994] konyveiben taldlhatjuk meg.

Az alabbiakban el6szor a stabil eloszlasok négy ekvivalens definicidjat ad-
juk meg. Az elsG két definicio a stabilitassal kapcsolatos: a stabil eloszlasok

csaladja zart a konvoliciéra nézve.
2.1. definicié Az X val6szintiségi valtozo stabil eloszlasi, ha barmely A, B
pozitiv szamokhoz 1étezik egy pozitiv C' és egy valés D szam, amelyekre
AX, +BX, £ OX + D,
ahol X, Xy, X fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. Az 2 jelolés azt jelenti, hogy

a két oldalon allo valoszintiségi valtozdok eloszlasa megegyezik.

A fenti definici6 szerint fiiggetlen, azonos (stabil) eloszlasu valoszintiségi
valtozok pozitiv szamokkal vett linedris kombinaciojanak eloszldsa nyujtastol
és eltolastol eltekintve megegyezik az eredeti eloszlasukkal. Ez a tulajdonsag

jol hasznalhaté portfolio hozamok eloszlasénak vizsgalatakor.

2.2. definicié Az X valoszintiségi valtozo stabil eloszlasiu, ha barmely n > 2

-re létezik egy C,, pozitiv, és egy D,, valés szam, amelyekre
X, +Xo+ .4+ X, 20, X + D,,

ahol X1, Xs, ..., X, és X fiiggetlenek, és azonos eloszlasuak.
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A fenti definiciokboél azonnal 1lathato, hogy a normalis eloszlas stabil. Mint
a bevezetében emlitettiik, a stabil eloszlasok gyakorlati alkalmazasait (Adler,
Feldman, Taqqu [1998]) a centralis hatareloszlas tétele motivalja. A stabil
eloszlasok csalddja pontosan azokat az eloszlasokat tartalmazza, amelyek fiig-
getlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok normalt 6sszegeinek hatéarelosz-

lasai. Ezt fogalmazzuk meg a kovetkez6 definicioban.

2.3. definicié Az X valoszintiségi valtozo stabil eloszlasi, ha létezik Y7, Yo, ...
fiiggetlen azonos eloszlasi valosziniiségi valtozok sorozata, tovabba léteznek d,,
pozitiv valos és a, valos szamsorozatok, amelyekre

i+Yo+...4Y,
dy,

+an:d>X

A=L jelolés az eloszlasban vald konvergenciat jelenti.

Ha az Y; véaltozok egységnyi szordsuak, és nulla varhato értékiek, akkor
d, = n'/? és a, = 0 mellett a centralis hatareloszlas tételének szokasos alakja
szerint X normalis eloszlasi. Megjegyezziik, hogy a d,, normaléasi tényezdk
szerepe fontos: alkalmas megvalasztasukkal példaul a hatareloszlas akkor is
lehet normalis, ha a szérasok nem végesek.

Az utolsé definicioban megadjuk a stabil eloszlasok karakterisztikus fligg-

vényét.

2.4. definicié Az X valOszintiségi valtozo stabil eloszlasi, ha léteznek o €
(0,2], 0 >0, 3 € [—1,1], és pu valos paraméterek, amelyekkel X karakteriszti-

kus fiiggvénye a kovetkez6 alakban irhato:

exp {—0®|0|*(1 — iB(signf) tanZ2) + ipf} , ha a # 1,

EexpidX =
exp {—ol6|(1 +if2(sign6)log||) +iuf}, haa=1.

Konnyfti ellendrizni, hogy a 2.4. definiciobol kovetkezik (2.2), a forditott ira-

nyu kovetkeztetés azonban mar nem ilyen egyszert (Gnyegyenko, Kolmogorov
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[1951]). Vegyiik észre, hogy az a: = 2 esetben (ez a p varhato értéki, /20 szo-
rast normalis eloszlasnak felel meg) a (3 paraméter szerepe érdektelen (mint
latni fogjuk, ez a paraméter az eloszlas aszimmetriajat irja le). Ettdl elte-
kintve a képletben szereplé paraméterek egyértelmien meghatarozottak (sign
a szignum fiiggvényt jeloli). A fenti karakterisztikus fiiggvényti eloszlasokat a
tovabbiakban S, (o, 3, u)-vel jeloljiik, X ~ S, (o, 3, u) pedig azt jelenti, hogy
X eloszlasa S, (o, 3, ).

A stabil eloszlasok numerikusan viszonylag nehezen kezelhetSk, mert a sti-
riiségfiiggvényiik az @ = 2 (normalis eloszlas), o = 1 (Cauchy eloszléas) és
a = 1/2 (Lévy eloszlas) esetektdl eltekintve nem irhaté zart alakba. (Meg-
jegyezziik, hogy az X = p konstans valoszintiségi valtozo eloszlasa S, (0,0, p)
barmely a € (0, 2] mellett, azonban ezt a trivialis esetet az egységes targyalas-
mod kedvéért érdemes kizarni a stabil eloszlasok koziil.) A szimmetrikus stabil
eloszlasok (X és —X eloszlasa megegyezik, 5 = 0 és p = 0) stirtiségfiiggvénye

a fenti karakterisztikus fiiggvénybdl a kovetkez§ alakban irhato:

f)y=1/n /000 exp(—o®z®) cos(tx)dx.

A dolgozatban csak szimmetrikus stabil eloszlasokat fogunk hasznélni, de
a teljesség kedvéért itt roviden attekintjiik a (2.4)-ben szerepl§ valamennyi

paramétert jelentését.

2.5. allitas Legyen X ~ S, (0, 3, ), és a € R. Ekkor X +a ~ S, (0, 3, u+a).

Eszerint p az eltolési paraméter.

2.6. allitas Legyen X ~ S, (o, 3, 1), és a € R, a #0. Ekkor

aX ~ S(lalo, sign (a)8,ap), ha o # 1,

2
aX ~ Si(|a|o,sign(a)B,ap — —a(logla|)ofB), ha a = 1.
7
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Eszerint o skalaparaméter (mint emlitettiik, normalis eloszlasra /20 a sz6-
ras), bar az elnevezés az o = 1 (és 3 # 0) esetben kissé santit, mert ekkor az
eltolasi paraméter nem linedrisan fiigg a konstans szorzotol. A kovetkezd két

allitas szerint a (8 paraméter az eloszlas aszimmetriajat méri.

2.7. allitas Ha « € (0, 2), akkor
X ~ So(0,8,0) & =X ~ S,(0,—03,0)

2.8. allitas Legyen X ~ S,(o,(, ). X pontosan akkor szimmetrikus, ha
B =0 és u=0. X pontosan akkor szimmetrikus p koriil, ha 5 = 0.

A kovetkezs allitas ravilagit az a paraméter kiemelt szerepére, és megmu-
tatja, hogyan valtoznak az «, o, 3 és pu paraméterek az eloszldsok konvolucidja

soran.

2.9. allitas Legyenek X ~ S, (01, 1, p1) és Xo ~ Sy(09, fa, o) fiiggetlenek.
Ekkor X7 4+ Xy ~ S,(0, 3, 1) a kovetkezs paraméterekkel:

Broy + oo
L =+,
iy or 1 M=t

o= (o] + 03)1/‘1, b=

Mint latjuk, azonos a paraméterii eloszlasok konvolicioja soran a értéke
nem valtozik, ezért a-t a stabilitds indexének hivjuk. Az «a paraméter azért
is fontos, mert lényegében meghatarozza az eloszlas aszimptotikus tulajdonsa-

gait.

2.10. allitas Legyen X ~ Sy (0, 8, 11), a € (0,2). Ekkor

1
lim XP(X > A) =0, e
A—00 2

1 —
lim \*P(X < —)\):C’a—ﬂa“,
A—00 2
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ahol

1—
C, = W(g(m/z), ha a # 1,
2/7T7 haa:l

A fenti allitas alapjan a nem normalis stabil (Lévy) eloszlasok farokrészének
vastagsaga aszimptotikusan hatvanykitevs szerint csokken, azaz ¢;/\* fiigg-
vénnyel kozelithetd, a siirtiségfiiggvény pedig, amelynek zart alakjat egyébként
altalaban nem ismerjiik, co/A*"! szerint tart nulldhoz (c¢; és ¢y konstansok).
Ez az alkalmazasok szempontjabol igen fontos kiilonbség a normalishoz képest,
amelynek farokrésze (P(X > \) = P(X < —)\)) ,vékonyabb”, aszimptotikusan

az

1 (—)\2)
ex
2\/mo A Plys?
fiiggvénnyel kozelithetd, tehat sokkal gyorsabban tart nulldhoz. A pénziigyi

kockézatok szamitasakor a szélsGséges piaci események valdszintiségére, tehat
a hozamok eloszldsanak farokrészére vagyunk kivancsiak. A normaélis elosz-
las farokrésze tal vékony az empirikus eloszlasokéhoz képest (mint latni fog-
juk, a Lévy eloszlasoké viszont egy kicsit tul vastag). A Lévy eloszlasoknak
a farkuk vastagsiga miatt nincs véges szorédsa. Az a < 1 esetben a Lévy
eloszlasoknak varhato értéke sincs, de az empirikus adatokbdl becsiilt a ér-
tékek kivétel nélkiil egynél nagyobbak (ebben az esetben a varhato érték a p
paraméter). Amellett, hogy nincs véges szorasuk, a Lévy eloszlasok gyakor-
lati alkalmazhatosaga intuitive azért is megkérddGjelezhets, mert a folytonos
ideji Lévy folyamatoknak barmely véges iddintervallumban végtelen sok ug-
rdsa van. Az utobbi tulajdonsig els6 latasra természetellenesnek tiinik, de
szimulalt adatsorokbol (stabil eloszlast valoszintiségi valtozo szimulécioja elég
egyszerid, 1d. Chambers, Mallows, Stuck [1976], vagy Samorodnitsky, Taqqu
[1994]) megmutathaté (McCulloch [1978|), hogy az ugrasok kezelhetk, sét
kozgazdasagi szempontbol érdekes értelmezésiik is adhato.

Az 1-2. dbrakon szimmetrikus stabil eloszlasok sitirtiségfiiggvényeit abré-
zoltuk kiilonb6z6 « értékekre (o0 = 1, p =0, f = 0). A két dbra csak abban
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1. dbra. Szimmerikus stabil eloszlasok stirtiségfiiggvényeinek grafikonjai. A
skdlaparaméter (o) értéke 1. A farokrészeken a legalsd gorbe a normaélis, fo6-
16tte csokkend o szerint (o = 1,8;1,5;1,2) jonnek sorban a Lévy gorbék. A

metszéspontokban a sorrend megfordul.

kiilonbozik egyméstol, hogy az egyiken a fiiggéleges tengelyen logaritmikus
skalat hasznaltunk. Ez azért érdekes, mert igy sokkal jobban latszanak a far-
kak, és a normélistol valo eltérés is. A normaélis eloszlas strtségfiiggvénye
logaritmikus skalan lefelé nyil6 parabola, a Lévy eloszlasoknak viszont csak a
kozépso része konkav, a farokrészek konvexek.

Az 1. dbran lathato gorbék négy helyen metszik egymést. A farokrészeken
a legalso gorbe a normalis, f616tte csokkend « szerint (o = 1, 8;1, 5; 1, 2) jonnek
sorban a Lévy gorbék.

A gorbék sorrendje a metszéspontoknal megfordul: kézépen példaul ismét

a normalis halad legalul. Altalaban azt mondhatjuk, hogy minnél kisebb
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2. abra. Szimmerikus stabil eloszlésok stirtiségfiiggvényeinek grafikonjai. A
fiiggGleges tengelyen tizes alapu logaritmus skélat hasznalunk. Az eloszlasok
skalaparaméterének (o) értéke 1. A farokrészeken a legalsd gorbe a normalis
(lefelé fordulo parabola), f6lotte csokkend « szerint (a = 1,8;1,5;1,2) jonnek

sorban a Lévy gorbék.

értéke annal csucsosabb kozépen a gorbe, és annal vastagabb a farka. A pénz-
iigyi eszkozok hozamainak hisztogramjai altalaban hasonlé képet mutatnak:
gyakoriak a nulla koriili értékek (kozépen cstcsos a gorbe), és sok a kilogo
érték is (a farokrész vastag). A normaélistol valo eltérés tehat abban nyilvanul

meg, hogy nagyobb a valosziniisége a kozépre és a farkakba esG értékeknek.
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3. Kotésenkénti hozamok vizsgalata a Budapesti
Ertéktszsdén

3.1. A vizsgalt adatok és valtozok

Ebben a fejezetben a Budapesti Ertéktézsde (BET) néhany vezetd részve-
nyének napon beliili aringadozasait tanulmanyozzuk. Célunk, hogy a tézsde
statisztikai értelemben vett fejlodését a vizsgalt két és fél éves idGszakban nyo-
mon kovessiik. Negyedéves 1épésekkel haladva meghatarozzuk az arvaltozasok
szorasanak skalazési tulajdonsagait, valamint az arvaltozasok empirikus stir-
ségfiiggvényét. Az utobbit stabil eloszlas stirtiségfiiggvényével (a tovabbiakban:
stabil stirtiségfiiggvény) kozelitjiik.

A BET viszonylag fiatal t6zsdének szamit - bar 1864-ben nyitottak meg el6-
szor, 1948-ban bezartak, majd 1990-ben nyitottdk meg djra. Az elektronikus
kereskedés 1993 marciusdban kezd&dott. Mivel eleinte a forgalom meglehetd-
sen kicsi volt, a vizsgalatunkat 1996 januérjaval kezdjiik, ekkor is csak a vezetd
papirokbol volt statisztikailag figyelemre mélto forgalom. Konkrétan a vizs-
galt részvények a MOL és az OTP (mindketts 1996. januar 4-t6l), a MATAV
(1997. november 14-t61) és a TVK (1996. augusztus 6-t6l). Az ebben a feje-
zetben feldolgozott adatbazisunk tartalmazta a fenti részvényekre vonatkozo
Osszes kotést idérendi sorrendben 1998. junius 30-ig. Egy kotés adatai: év, ho,
nap, ora, perc, masodperc, részvény neve, ar, kotésmennyiség.

A t6zsde forgalménak novekedését valamelyest illusztralja a 3. dbra, ame-
lyen a MOL részvény napi kotéseinek szamat abrazoltuk a napok fliggvényében
1996. januar 4. és 1998. junius 30. kozott (Gsszesen 616 nap). A fenti névekedési
tendencia nagyjabol az Gsszes vezetd papirrdl elmondhato - a MOL esetében
a napi kotések szama két- és fél év alatt kb. megtizszerez&dott.

A tovabbiakban a kiilénbo6z6 idGskdlan mért hozamok, pontosabban a
ri(T) = log Py — log P, (1)
valtozo tulajdonsagait vizsgaljuk. P, a részvény ara a t id6pontban, T" pedig

25



3000

2500

2000

1500

1000 -

500

96 97 98 99

3. abra. A napi tranzakciok szamanak idGsora (MOL).

a késleltetési id6. Az id6 mérésének ,megfelel6” modjat a pénzpiacokon nem
kénnyt megvélasztani - valojaban nincs is ,legjobb” modszer. Itt mi a két leg-
kézenfekvébb idGfogalmat hasznaljuk, az egyik egyszeritien a kotések szaméval
meéri az 1d6 mulasat (ezt roviden diszkrét idének fogjuk hivni), a masik a hét-
koznapi fizikai idG. Az els6 esetben t a kotéseket indexeli, a méasodik esetben
pedig egy fizikai id6pontot jelol. Az utobbi valasztas annyiban okoz nehézsé-
get, hogy egy adott id6ponttol régzitett fizikai id6 1épéskozokkel elére haladva
az éppen aktudlis idGpillanatban 4ltaldban nincs kotés, igy nem teljesen vila-
gos, hogy ott mi az ar. Ilyenkor az adott pillanatot megel6zG utolsé kotés arat
vessziik aktualis arnak. (Ehelyett vehetnénk pl. a megel6z6 T' intervallumban
lezajlott kdtések atlagarat, vagy a kdtésmennyiségek szerint silyozott dtlagarat
is, stb.) Egy masik lehetdség pl. az id6 mérésére az, hogy adott kdtésmennyi-

ségenként haladunk el6re: amikor az adott mennyiségii részvény ,megfordul” a
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piacon, akkor vesziink mintat az arbol (Clark [1973], Karpoff [1987], Gallant,
Rossi, Tauchen [1992]). Ebben a fejezetben csak a fenti két lehetGséget hasz-
naljuk. Van még két probléma az id§ mérésével: az egyik az, hogy éjszaka,
ill. hétvégeken hogyan muljon az id§, méasik pedig az, hogy kiilonb6z§ napsza-
kokban (pl. a kereskedés elején, végén, vagy ebédidében) valtozik a kereskedés
intenzitasa, s6t talan az arvaltozasok statisztikai tulajdonsagai is. Az utobbi
kérdést itt figyelmen kiviil hagyjuk - f6leg azért, mert amugy sincs sok adat - az
el6bbit pedig tgy oldjuk meg, hogy csak kereskedési idén beliili arvaltozasokat

vizsgalunk.

3.2. Korrelacié, memoria

Elgszor a kotésenkénti hozamok (r,(1)) valamint ezek abszolut értékének (|r;(1)|)
autokorrelacios fiiggvényét szamoltuk ki harom részvényre (MOL, OTP, TVK).
A MOL-ra vonatkoz6 eredmények a 4. abran lathatok (1998. masodik ne-
gyedév). A tobbi részvényre és idGszakra kvalitative hasonlo eredményeket
kaptunk (v.6. Campbell, Lo, MacKinlay [1997]). Az r,(1) idGsor els6rendi
autokorrelacidja viszonylag nagy negativ érték, a magasabb rendi autokor-
reldciok pedig gyorsan tartanak nullihoz - néhany tranzakcié utan gyakorla-
tilag elhanyagolhatok. A néhany kotés tavolsdgnyira 1évG tranzakciok tehét
lényegében korrelalatlanok, ez azonban nem jelenti azt, hogy fiiggetlenek. A
fiiggetlenséget empirikusan nehéz vizsgalni, mindenesetre erre utalé jel az, ha
ri(1) és |ry(1)] hatvanyainak autokorrelacios fiiggvénye gyorsan tart nulldhoz.
Itt azonban nem ez a helyzet. Amint az abran lathatjuk, az |r,(1)| idgsor
autokorrelacios fiiggvénye lényegesen lassabban tart nulldhoz, mint az 7,(1)
idGsoré. Ezek az eredmények Gsszhangban vannak az irodalommal (pl. Ding,
Granger, Engle [1993]).

Az autokorrelacios fiiggvény nulldhoz tartasanak gyorsasidgaval kapcsolatos
a hossziutavi memoria fogalma (Beran [1994], Adler, Feldman, Taqqu [1998],
Willinger, Taqqu, Teverovsky [1999]). Azt szokds mondani, hogy egy folyamat-

nak hossztutavi memoridja van, ha az autokorrelacidk olyan lassan csékkennek,
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4. dbra. A kotésenkénti hozamok (h), valamint abszolat értékiik (a) és négy-

zetiik (n) autokorrelacios fiiggvénye (MOL, 1998. mésodik negyedév).

hogy az osszegiik nem konvergal. Az ry(1) folyamat hosszitavi memoriaja-
nak vizsgalatdhoz fizikus terminologiaval élve a hozamok szérédsanak skalazési
tulajdonsigait tanulmanyozzuk, vagyis azt vizsgaljuk, hogy a névekvd idéska-
lan mért hozamok szorasa hogyan fiigg a skila egységének hosszisagatol. Ez
a hossziutavii memoria becslésére statisztikabol ismert variancia modszernek

felel meg (Beran [1994]). A T hosszisagu idGskalan mért hozamok szorasa

\/ZZ 1 logPti-I-T — log Pti)Q

n—1

: (2)

ahol i egymast nem atfeds (¢;,¢; +7) idGintervallumokat indexel. Ha az id6t a
kotések szamaval mérjiik, akkor a fenti intervallumokkal gyakorlatilag a teljes
kereskedési id6t le tudjuk fedni, hiszen ekkor az adatsorban T kotésenként 1ép-

kediink elGre, és az éppen aktualis arat vessziik ki a hozam szamitasahoz. Ha
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azonban az id6t masodpercekben mérjiik, akkor egy adott koétéstél pontosan
T masodpercet elérelépve altalaban nem talalunk kotést, ezért ekkor AT tole-
ranciat megengedve T'+ AT tavolsaghan levs kotéseket kerestink. A késleltetés
hibajat (AT) nyilvan szeretnénk minél jobban leszoritani, de ha AT-t kicsinek
valasztjuk, akkor egyrészt kevés intervallumot talalunk a szorés szamitasahoz,
mésrészt el6fordulhat, hogy a teljes kereskedési idének csak toredékét fedik le
ezek az intervallumok. Az utobbi esetben a kapott minta nem reprezentalja
az egészet, és bizonytalan eredményeket kapunk. AT-t ugy valasztottuk meg,
hogy a teljes kereskedési idének minimum 70%-at le tudjuk fedni. Emellett AT
minden esetben kisebb volt, mint 0.17. (Hosszabb idgskalakon a tényleges AT
hiba egyre kisebb 0.17" -hez képest, hiszen ha T nagy, akkor egyre konnyebb
egy adott id6pillanathoz viszonyitva £0.17 tartoméanyban kotést talalni.)

A T késleltetési id6 minimélis értéke egy kotés, illetve 60 masodperc volt.
Mindkét id6meérési modszer mellett gy talédltuk, hogy mindegyik részvényre

és minden idGszakra jo kozelitéssel fennall a
o(T) ~ TH. (3)

relacio. p > 1/2 azt jelenti, hogy a folyamatnak hosszatavi memoridja van.
Log-log skalan abrazoltuk o(T)-t T fiiggvényében, és az illesztett egyenes me-
redekségébdl becsiiltiik p értékét. Az 5-6. abrédkon lathatok az eredmények
MOL-ra. A hibak becsléséhez a T skalatartomanyt (1-800 kotés ill. 1-60
perc) két egyenls részre osztottuk, és kiilon-kiilon illesztettiink egyenest. A
két illesztésbdl arra kovetkeztettiink, hogy p hibaja 0.05-nél kisebb. Lathato,
hogy p kozel van 0.5-hez, ha az id6t kotésekben mérjiik, és kissé 0.5 alatt
van, ha fizikai id6kozoket hasznalunk (az utobbi eredményt negativ hosszi-
tava fliggésnek is szoktak nevezni). Hasonlo eredményeket kaptunk a mésik
két részvényre.

A fenti eredmények inkabb els6 vizsgalodasnak tekinthetdk, hiszen figyel-
men kiviil hagytuk példaul azt a kérdést, hogy az idGsor stacionérius-e. Az

alkalmazott variancia modszer is a heurisztikus statisztikai moédszerek kozé
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5. abra. A p paraméter becslése a o(T) ~ T* relaciobol (MOL, 1998. masodik
negyedév). o(T) a T mésodpercenként mért hozamok szorasa. A fliggsleges
tengelyen log,,o(T), a vizszintes tengelyen pedig log,, T szerepel. u becsiilt
értéke 0.46.

tartozik. Annyit allithatunk, hogy szembeting hosszitavi Osszefiiggést nem

talaltunk a napon beliili arvaltozasok adatsoraban.
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6. abra. A fiiggsleges tengelyen a o(T) ~ T* relaciobol a u paraméter be-
csiilt értékei lathatok negyedévenként. o(T) a T id6kozonként mért hozamok
(MOL) szorasa. Az idot kétféleképp mérjiik: a kotések szamaval (tbt), és
masodpercekben (fiz). Az els6 negyedév 1997 januarjaval kezdddik.

3.3. A kotésenkénti hozamok stirtiségfiiggvénye

Ebben a szakaszban a kotésenkénti hozamok empirikus stirtiségfiiggvényének
alakjarol szeretnénk kozelité képet kapni. A hozamokat legegyszeriibben tgy
modellezhetjiik, ha feltessziik, hogy fiiggetlenek és azonos eloszlastiak. Egyik
feltevés sem igaz, de kiindulasnak hasznosak. (Az utobbi feltevést csak egy
adott negyedéven beliil alkalmazzuk, majd azt vizsgaljuk, hogyan véaltozik ne-
gyedévrdl negyedévre az eloszlast leird paraméterek értéke.)

Mint a bevezet§ fejezetben emlitettiik, szdmos szerzé§ foglalkozott mar a
hozamok empirikus strtiségfiiggvényének modellezésével kiilonb6z6 piacokon,
és sokan (elsdként Mandelbrot [1963], Mandelbrot, Taylor [1967]) felhivtik a
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figyelmet a fenti stirtiségfiiggvények leptokurtikus jellegére. A leptokurtozis azt
jelenti, hogy a hozamok eloszlasanak nagy a kurtozisa, ami szemléletesen azzal
a kovetkezménnyel jar, hogy a stiriiségfiiggvény farka vastag, azaz aszimptoti-
kusan lassan tart nulldhoz. A kurtozis fogalma egyébként egyszert: a standar-
dizalt valoszintiségi valtozo (levonjuk belgle a varhato értékét, majd osztunk
a szoraséval) negyedik hatvinyanak varhato értéke E[((X — E[X])/o)Y]. A
negyedik hatvany kiemeli a nagy (farokrészben levg) értékek sulyat, emiatt a
nagy kurtozis azt jelenti, hogy gyakoriak a szélsGséges értékek, azaz vastag a
farok. A normalis eloszlas kurtozisa 3. Pénziigyi idGsorokban gyakori a 30
feletti érték.

A korabbi tanulméanyok (azok is, amelyek nagy frekvenciaju idGsorokkal
dolgoztak) szinte kizarolag adott fizikai idGintervallumokon vett (napi, 6ran-
kénti, percenkénti) hozamokat vizsgaltak. Mi ebben a fejezetben csak az adott
szami kotésenkénti hozamok eloszlasaval foglalkozunk. Konkrétan a MOL,
OTP, TVK és a MATAV részvények esetében minden olyan negyedéves id6-
szakban, amelyben kereskedtek veliik. Els¢ lépésként vegyiik a kivalasztott
részvényre vonatkozo Osszes kotést egy adott negyedéven beliil idérendi sor-
rendben, majd képezziik a kotési arak logaritmikus kiilonbségeit (r4(1)) - ezek
a kotésenkénti hozamok. Az els6 szembe6tls tény az, hogy a kapott hozamok
kozott sok a nulla (nincs arvaltozas egyik kotéstsl a kovetkezig). A fenti
részvényekre tipikusan a kotésenkénti hozamok 2/3-a nulla. Ez az arany per-
sze papironként és piaconként véltozik, de nagy forgalmu papirokra 1/2-nél
kisebb aradnnyal nemigen lehet taldlkozni. A kotésenkénti hozamok eloszlésa
tehat inkabb tekinthets egy diszkrét (konstans nulla) és egy folytonos eloszlas
keverékének. Egy pillanatra azt gondolhatnank, hogy mivel a legtébb piacon
adott egy minimalis 1épéskoz, amellyel egy papir ara valtozhat, a kotésenkénti
hozamok eloszlasa inkabb diszkréttel kozelithets, ez azonban nem igy van: a
hozamok ko6zott tobb kiilonboz6t talalunk, mint az arvaltozasok kozott, mert
egy adott arvaltozashoz kiilonbéz6 hozamok tartozhatnak. A fenti papirokra

példaul minden negyedévben a nullatol eltérs kotésenkénti hozamoknak leg-
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alabb 10%-a kiilonb6z6 (ez minimum néhény ezer kiilonboz6 érték negyedé-
vente). Hosszabb idgskalan - mondjuk 20 kitésenként - eldrehaladva a nullak
szama csokken, és a hozamok eloszlasa is kezd folytonosra hasonlitani. Amint
azt rogton latni fogjuk, mi feltételezziik, hogy a hozamok eloszlasa kiilonb6z6
idéskaldkon - egy skdlaparamétertdl eltekintve - azonos, ezért a kotésenkénti
hozamok eloszlasara is folytonos eloszlast hasznalunk, ami - legaldbbis grafi-
kusan - még igy is jo kozelitésnek bizonyul, mert a hozamok hisztogramjaban

a nullak elkenddnek egy nulla koriili véges intervallumban. A 7. abran lathato

3
= hisztogram
9 — Levy
— Gauss

—*— 10szigma

7. abra. Kotésenkénti hozamok (logP’-logP) empirikus stiriiségfiiggvénye (hisz-
togram), valamint az illesztett Lévy és normaélis (Gauss) eloszlasok stirtiség-
fiiggvényei. A fiiggGleges tengelyen tizes alapu logaritmus skalat hasznaltunk.
A kiindulasi adatsor: MOL 0Osszes kotés, 1998. masodik negyedév. Az ori-
gbtol jobbra és balra a vizszintes tengelyen megjel6ltiik a minta szorasanak

tizszeresére 16vG pontokat (10szigma).
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hisztogramban a MOL kotésenkénti hozamai (r;(1)) szerepelnek 1998 maso-
dik negyedévében. A fiigg6leges tengelyen logaritmikus skalat hasznalunk -
igy jobban latszik a goérbe farokrésze. A normalis stiriiségfiiggvény képe log
skalan lefelé nyilo parabola, ami konkav gorbe, az dbran lathat6 hisztogram
farokrésze viszont konvexnek latszik - innen kvalitative lathato a normalistol
valo eltérés. Mint emlitettiik, a hisztogramra szimmetrikus stabil (de nem
normalis) stirtségfiiggvényt is fogunk illeszteni. Ennek oka az, hogy a hoza-
mok stabil eloszlasa Osszegyeztethetd azzal a bevezetGben emlitett feltevéssel,
hogy a hozamok kiilonb6z§ idGskélakon - egy skalaparamétertdl eltekintve -
azonos eloszlastiak. Korabbi jel6léstinket alkalmazva ugyanis a ¢ idéponttdél a
t+ T id6pontig elért hozam r,(T') = log P, 7 — log P, a fenti intervallumba esé
kotésenkénti hozamok (r(1)) Osszege, és ha az utébbiak szimmetrikus stabil
eloszlastuak, akkor dsszegiik eloszlasa nytjtastol eltekintve az r,(1) eloszlasaval

egyez6. A szimmetrikus stabil eloszlas stirtiségfiiggvénye

fi(t) =1/ /OOO exp(—yz®) cos(tr)dz,

ahol v egy skilaparaméter, o pedig a stabilitas indexe. n fiiggetlen azonos

(fenti) eloszlast valtozo Gsszegének siirtiségfiiggvénye

fa(t) = 1/7r/ exp(—nyx®) cos(tz)dz.
0
Innen konnyen lathato, hogy

fa(0) =0~ £1(0).

A MOL hozamok 7. dbran lathato hisztogramjara legjobban illeszkedd f(t)
fiiggvény paramétereit most mar a kovetkezGképpen hatarozzuk meg (Man-
tegna [1991,1995]). El6szor képezziik a hozamok mintajanak n-szeres konvo-
licidit - az eredeti minta elemeit n-esével csoportositjuk, a csoportban szerepld
elemeket Gsszeadjuk, majd a kapott 6sszegekbdl hisztogramot készitiink. Le-

olvassuk a hisztogram nullaban felvett értékét - ez egy becslés f,(0) -ra. Ha

34



fn(0)-t n fliggvényében log-log skalan abrazoljuk (8. abra), akkor a fenti &ssze-
fiiggés szerint egyenest kell kapjunk, amelynek meredeksége —1/a, tengelymet-

szete pedig log(f1(0)). A meredekséghdl kiszamitjuk a-t, a tengelymetszethol

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8. abra. A stabilitas indexének () becslése az f,,(0) = n="/®f,(0) relaciobol.
A fiiggtleges tengelyen log,, f,(0), a vizszintes tengelyen log, n. (MOL, 1998.

masodik negyedév.)

pedig f1(0)-t. Az utébbit ugyan kozvetleniil az adatsorbdl is szamolhatnank,
de mint korabban emlitettiik, a kiindulasi adatsor inkdbb kevert eloszldsnak
tekinthetd és a sok nulla miatt f;(0)-ra rosszabb becslést kapnank. Kicsit pon-
tosabban fogalmazva az igy becsiilt paraméterekkel egy olyan eloszlast kapunk,
amelyet megfelelGen felskalazva (T darabot Gsszeadva beléle) a T' kotésenkénti
hozamok siirtiségfiiggvényének jo becslését kapjuk, és amely ugyanakkor elég
jOl kozeliti az egy kotésenkénti hozamok eloszlasat is, bar errdl latjuk, hogy

nem folytonos. Végiil az f,(0) = I'(1/a)/may/* matematikai &sszefiiggéshol
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kiszamitjuk a v skidlaparamétert.

A 7. abran lathato a becsiilt paramétereknek megfelels stabil siirtiségfiigg-
vény. A stabilitasi index o = 1.60 (0.02), a skdlaparaméter v = 4.8 x 10°
(5 x 1077). (A zarojelben az egyenes illesztés hibajat tiintettiik fel.) Lathato,
hogy a fenti stirtiségfiiggvény a minta tizszeres szorasanak (100) megfelels
tartomanyon beliil jol illeszkedik az adatokra, szemben a normalissal, amely
sem a hisztogram csucsossagat, sem a farokrészt nem kéveti. A (—100,+100)
intervallumon kiviil a normalis eloszlés szerint gyakorlatilag nulla val6szinii-
séggel taldlhatnank adatokat, az abran azonban tobb ilyen adat is szerepel.
Az utobbi megfigyelés azért is érdekes, mert a pénziigyi kockazatok becslésére
gyakran a normaélis eloszlast hasznaljak, amellyel a fenti eredmények szerint
alabecsiilhetik a kockazatokat.

A stabil striiségfiiggvények illesztését tobb részvényre és idGszakra elvé-
geztiik, az eredmények a 9. abran lathatok. Az abran megfigyelhets az index
() novekedési trendje, valamint az, hogy a kereskedésbe késébb bekapcsolodo
TVK gyorsan felzarkozik a tobbiekhez, a MATAV pedig eleve magas a-val
kezd. Mivel fejlett piacokon az indexre tipikusan 1.4 és 1.8 kozotti értékeket
mérnek, a fenti trendet értelmezhetjiik gy, hogy a BET ebben az értelemben

fejlett piacnak szamit.
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9. dbra. A stabilitas indexének («) id6fiiggése negyedéves lépéskozonként az
OTP, MOL, TVK és MATAV részvényekre.
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4. Percenkénti és Arvaltozasonkénti hozamok mo-

dellezése

4.1. Adatok, valtozok, vizsgalati modszerek

Az elemzéshez hasznalt adatbéazis a MOL, MATAV és CISCO részvényekre
vonatkozo Gsszes 1998-as kotést tartalmazta a kdvetkezd t6zsdéken: NASDAQ
(CISCO), NYSE (MATAV), BET (MOL és MATAV). A MATAV-ra tehat két
t6zsdérsl is volt adatunk - azt szerettiik volna vizsgéalni, hogy a MATAV hoza-
mainak statisztikai tulajdonsagai mennyire kotédnek a piachoz, ahol keresked-
nek vele, és mennyire magahoz a papirhoz. Sajnos meggy6z6 kovetkeztetésre
ebben a kérdésben nem jutottunk, mert New York-ban joval kevesebb (2798)
kétés volt MATAV-ra, mint Budapesten (62389) - ugyanezek a szamok CISCO-
ra 1575154, MOL-ra pedig 70840. (Itt csak azokat a kotéseket szamoltuk,
amelyekben az el6z6 kotéshez képest valtozott az ar, ezt kés6bb indokoljuk.)
Egy kotés adatai: datum, id6 (masodperc pontossaggal), ar, mennyiség. Az
orankénti kotések szama igy atlagosan 160 (MOL-BET), 2 (MATAV-NYSE),
140 (MATAV-BET), és 964 (CISCO-NASDAQ).

Az el6z6 fejezethez hasonloan itt is az ry(T) = log P.yr — log P, valtozot
vizsgéljuk, ami a ¢ id6ponttol a ¢t + T idGpontig realizalt hozam. Az id§ itt
egyrészt a fizikai id6t jelenti, masrészt azon kotések szamét, amelyeknél az ar
megvaltozott az el6z6 kotés arahoz képest (ez roviden az arvaltozasok szama).
Ez utobbi fontos véltozas az el6z6 fejezetbeli 0sszes kotések szamaval torténd
idéméréshez képest - a kovetkezd szakasz elején részletesen irunk errdl.

Ebben a fejezetben is szimmetrikus stabil eloszldsokkal fogjuk a hozamokat
modellezni. Az eloszlas két paraméterét (o, o) maximum likelihood modszer-
rel becsiiljiik, vagyis adott z1, ..., z, minta esetén a — ) _.log f*7(z;) Osszeget
minimalizalo a, o part keressiik (f®7-val jeloltiik a stabil eloszlas siirtiségfiigg-
vényét). Az optimumkeresési feladat a célfiiggvény bonyolultsaga miatt elég
nehéz. f*%(x;) kiértékelésére McCulloch [1998] modszerét hasznaltuk, ezzel
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a striségfiiggvény kiszamitasa egy pontban egy atlagos PC-n kb. 107° ma-
sodperc, a pontossag pedig kb. 107%. Az optimumot a Nelder-Mead szimplex

modszerrel kerestiik meg. A 10. Abran lathato a és o becslésének hibaja a min-

10 ——alfa

9 1 —&— szigma

. N

0 1000 2000 3000 4000

10. abra. A szimmetrikus stabil eloszlas « és o paramétereinek becslési hibaja

(%) a mintaelemek szamanak fiiggvényében.

taelemek szaménak (n) fiiggvényében. Az abra egy pontjat ugy kaptuk, hogy
adott « és o értékek mellett generaltunk 100 darab n elemii stabil eloszlasu
mintat, mindegyik mintdbol megbecsiiltiik « és o értékét, majd kiszamoltuk

az igy becsiilt értékek szordsat az adott eredeti érték szazalékaban.

4.2. Az arvaltozasonkénti hozamok eloszlasa

Mint az el6z6 fejezetben emlitettiik, a kotésenkéni hozamoknak kb. 2/3-a nulla,
ezért eloszlasuk nem tekinthetd folytonosnak. Feltehetjiik viszont, hogy a ko-

tésenkénti hozamok eloszlasa egy diszkrét (konstans nulla) és egy folytonos
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(szimmetrikus stabil) eloszlas keveréke. Tudjuk, hogy az arvaltozasok elosz-
lasa a piacokon megadott minimalis arvaltozéas lépéskoz miatt diszkrét, igy a
hozamok eloszlasa is diszkrét. Ha az arszint né, akkor a minimalis arlépéshez
tartozé hozam csckken, ezért a nem nulla hozamok elvileg tetsz6legesen kozel
keriilhetnek nulldhoz, a megfigyelt mintdban azonban nyilvan van legkisebb
pozitiv hozam - ezt jeloljiik »-al. Ekkor a stabil eloszlasbol huzott [0, /2]
intervallumba es6 hozamokat nullanak tekinthetjiik. Ugyanez vonatkozik a
negativ oldalrol nulldhoz kozel es6 hozamokra. A kérdés most mar az, hogy a
megfigyelt nulla hozamok koziil hanyat tekintsiink a konstans nulla eloszlasbol
huzottnak, és hanyat a stabil eloszlasbol huzottnak. Mivel a fenti kérdésre
nem tudunk valaszolni, a tovabbiakban feltessziik, hogy a megfigyelt nulla ho-
zamok mind a diszkrét eloszlasbdl szarmaznak. Ugyanakkor szimulalt stabil
eloszlasu adatsorbol megvizsgaltuk, hogy a nullahoz kozeli adatok elhagyésa
milyen mértékben torzitja a paraméterek becslését. Szamitasaink szerint a
torzitas mértéke a becslés hibahataran beliil van, és nem befolydsolja érdem-
ben az alabb ismertetend6 eredményeket. A nullatol kiilonb6zé hozamokat
a tovabbiakban arvaltozasonkénti hozamoknak nevezziik. A nulla hozamok
elhagyasara egyébként gondolhatunk tgy is, hogy 1j iddskalat vezettiink be:
amikor valtozik az ar a piacon, akkor 1ép egyet el6re az 6ra. Masfelsl a nullédk
elhagyasaval azt az informéciot veszitjiik el, hogy egy adott ar mellett hany
kotés volt. Az utobbi nyilvan kapcsolatban van az adott ar mellett megfordulo
mennyiséggel, igy a nulladk meghagyasaval a mennyiség ,bele van keverve” az
id6 mérésébe, mivel azonban a mennyiséget nem probaljuk itt modellezni, is-
mét logikusnak latszik a nulldkat kihagyni. Erre a lépésre gondolhatunk ugy
is, hogy az adott aron véghemené tranzakciokat Osszevonjuk. Végiil még egy
szempont: ha rogzitett fizikai id6kozonként vizsgaljuk az arvaltozasokat, akkor
lényegében a kotésenkénti nemnulla arvaltozasokbol képeziink véletlen Gssze-
geket, tehat a rogzitett id6kozonkénti arvaltozasok folyamatéat a kotésenkénti
nemnulla arvaltozasok ,hajtjak”. A nulla arvaltozasok elhagyasa mellett azon-

ban érdekes lenne késébb modellezni azt a varakozési id6t, ameddig egy adott
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ar ,tartja magat” a piacon, vagyis azt az id6t ameddig egy arvaltozasra varni
kell.

A 11. dbran a CISCO 1998-as arvéaltozasonkénti hozamainak hisztogramja
és az el6z6 szakasz végén ismertetett modszerrel illesztett stabil (Lévy) si-

riiségfiiggvény lathatok. A fiiggleges tengelyen tizes alapu logaritmus skalat

1000000
1UUU.UUU

— hisztogram

— Levy

11. dbra. A CISCO részvény nullatol kiillonbo6z6 kotésenkénti hozamainak
(1998) hisztogramja, és a maximum likelihood moédszerrel illesztett stabil el-
oszlas (Lévy) siirtiségfiiggvénye. A fiiggdleges tengelyen tizes alapu logaritmus

skalat hasznaltunk.

hasznaltunk, igy latszik, hogy az illeszkedés négy nagysagrenden keresztiil elég
jo. A Lévy striiségfiiggvény farokrésze vastagabb, mint az adatsoré - erre a
jelenségre szamos utalast (Gopikrishnan, Meyer, Amaral, Stanley [1998|, Man-
tegna, Stanley [1994], Koponen [1995], A. H.-L. Lau, H.-S. Lau, Wingender
[1990]) talalunk az irodalomban.
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Az a kérdés, hogy az xq, ..., x,, adatsor stabil-e, vizsgalhat6 gy, hogy n-
esével aggregaljuk az adatokat: 1y =21 +...+2p, Yo = Tpy1+ ...+ Top, . . ., €8
az igy kapott yq, ... mintabol Gjra becsiiljiik az « és o paramétereket. Ha az x
adatsor stabil volt, akkor az aggregalt adatsorokbol becsiilt a-k megegyeznek
az x-bdl becsiilttel, o2 pedig aranyos n-el (o, az n-ed rendben aggregalt adat-
sorbdl becsiilt skdlaparaméter). Ha az z-ek a fenti hisztogrambeli hozamokat
jelentik, akkor n-ed rendii aggregaciojuk az a hozam, amit n arvaltozas utan

el lehet érni a piacon. A 12-13. abrakon lathato a értékének alakulasa az
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12. dbra. A CISCO részvény n arvaltozas utan elért hozamaira (1998) illesztett

stabil eloszlas o paramétere n fiiggvényében.

aggregacio fliggvényében a CISCO fenti arvaltozasonkénti hozamaibdl és egy
a = 1.8 indexii szimulalt adatsorbol kiindulva (a szimulalt kiindulasi minta
meérete 200000 volt). Lathato, hogy a szimulalt adatsor a-ja jo kozelitéssel

allando, mig a CISCO-é gyorsan (150 kotés atlagosan tiz percre esik) tart
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13. abra. « = 1.8 indext szimulalt stabil eloszlast minta (az elemszama
200000) stabilitasanak vizsgalata. A fiiggleges tengelyen a minta n-szeres
konvolucioibél maximum likelihood moédszerrel becsiilt o paraméter értéke l1at-

hato n fiiggvényében.

kett6hoz. Az utobbi megfigyelést gy értelmezhetjiik, hogy ha az arvaltoza-
sonkénti hozamok fiiggetlen, azonos eloszlasiak, és véges a szorasuk, akkor
Osszegiik - megfelelGen skdlazva - normalis eloszlashoz tart (ennek « indexe 2).
Az arvaltozasonkénti hozamok egyébként nem fiiggetlenek, rovid tavon erdsen
korreldlnak, ennek tudhatoé be a grafikon elején a becsiilt o ingadozésa. A
hozamok elsérend autokorrelacidja negativ (CISCO-ra kb. —0,3) gyakoriak
a fel-le tipusi mozgasok, ezért amikor az aggregéicié rendje paros, ezek nagy-
jabol kiejtik egymast, és sok nulla keriil az adatsorba. Ett&l csticsosabb lesz az
origbban az eloszlas, ami kisebb « értéket ad. Néhany arvaltozas utan azonban
ez a hatas lényegében eltiinik (1d. kés6bb ARMA).
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A 14-15. 4brakon a o paraméter aggregaciotol valo fiiggését lathatjuk ugyan-
csak a szimulalt adatsorra és CISCO-ra. A fiiggGleges tengelyen o® szerepel,
ez az aggregaciotol linearisan fiigg a szimulalt adatsor esetén (az egyenes jobb
felén tapasztalhato vibraldsok attol vannak, hogy az aggregaci6val a minta
meérete csokken, és igy nagyobb a becslési hiba). A CISCO grafikonja kony-
nyen értelmezhets: az elején a vibralas a révid tava autokorrelacio hatasa, a
vége pedig nagyjabol egyenes, annak megfelelGen, hogy itt o értéke majdnem
allando (ketto).
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0.00000
0 50 100 150 200

14. &bra. of grafikonja n fliggvényében. Szimulalt adatsor.
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15. abra. o grafikonja n fiiggvényében (CISCO).

A 16. és 17. abrakon Osszehasonlitjuk a CISCO-ra kapott eredményeket
a MOL-ra kapottakkal. Lathato, hogy a MOL grafikonja ,zajosabb”, mert
kevesebb adat volt, a rovid tavi autokorrelacié hatasa ugyantigy megvan, mint
CISCO-ra, viszont amig a CISCO a-ja gyorsan tart kettGhoz, addig a MOL
a-ja 1,6 és 1, 8 kozott megrekedni latszik - a hosszabb tavi hatast sajnos nem

latjuk, mert az aggregacié miatt ttl kevés adat marad a megbizhat6 becsléshez.
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16. dbra. A CISCO részvény n arvaltozas utén elért hozamaira (1998) illesz-
tett stabil eloszlas a paramétere n fiiggvényében. Fél napra atlagosan 2000

arvaltozas jut.
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17. abra. A MOL részvény n arvaltozas utan elért hozamaira (1998) illesz-
tett stabil eloszlas o paramétere n fiiggvényében. Fél napra atlagosan 160

arvaltozas jut.

A fenti becslési eljarasok soran feltettiik, hogy a hozamok eloszlasa egy-
mastol fiiggetlen. Lattuk azonban, hogy ez a feltevés nem teljesiil, a hozamok
erGs negativ elsérendd autokorrelaciot, és lényegesen kisebb, de nullatol esetleg
kiilonb6z6 magasabb rendti autokorrelaciot mutatnak. Ezt az autokorrelaciot
is modellezni kell ahhoz, hogy a hozamok eloszlasat meghatarozo paraméterek
konzisztens becslését kaphassuk. Az autokorrelacié leirdsdhoz megprobaltuk a
hozamokat ARMA folyamattal modellezni:

Ty = qﬁlxt,l + ...+ ¢pxt,p “+ z; + 1912,5,1 —+ ...+ ﬁqzt,q

amelyben z; jelenti a hozamokat, 5 = (¢, ..., ¢p, U1, ...,J,) a modell paramé-
terei, z; pedig innovaciok sorozata, amelyek fiiggetlenek és azonos eloszlasiak.

Tegyiik fel, hogy az x1, ..., x,, értékeket a fenti ARMA modellel generaltuk a
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Bo= (@015 ---s bop, Vo1, --., Joq) paraméter értékek mellett. Ekkor a f; parameé-
tervektor egy becslését adja a

m

> o(z(8))

t=1
célfiiggvény B minimumbhelye. A képletben szereplé p egy alkalmasan valasz-
tott fiiggvény (ld. késébb), z,(3) pedig az innovaciok sorozatanak egy becslése.
Adott § paramétervektor és xy, ..., x,, megfigyelések mellett a z1(3), ..., 2 ()
becsléseket iteracios eljarassal kapjuk. Az els6 lépésben a t = 1 id6pont el6tti
p szamu megfigyelés (xo, ..., x_p11) és ¢ szamu innovacio (zo(5), .., 2—g+1(0))
értékét nulldban rogzitjiik, majd a t = 1 id6ponttél indulva novekvs idérendi
sorrendben kiszamitjuk a z;(3) értékeket a fenti ARMA egyenlet atrendezésé-
bél:

zt(/B) =T — ¢lxt71 T e T ¢pxt7p - ﬁlztfl(ﬂ) e T ﬁqzt,q(ﬁ)_

A p fiiggvény kiilonb6z6 megvalasztasaival eltérd becslési modszereket kapunk.
A p(z) = 2? valasztés a legkisebb négyzetek modszerének (LS) felel meg,
p(z) = |z| mellett pedig az innovaciok abszolut értékeinek Gsszegét minimali-
zéljuk (LAD modszer). Ha feltessziik, hogy az innovaciok szimmetrikus stabil
eloszlastak, akkor a p(z) = — log f*7(z) valasztas mellett (f*“az « és o pa-
raméterd szimmetrikus stabil stiriségfiiggvény) a maximum likelihood (ML)
modszert kapjuk. A célfiiggvény minimumbhelyét az utobbi esetben a 3,a, o pa-
ramétertérben keressiik. A stabil stirtiségfiiggvény kiértékeléséhez és a célfiigg-
vény optimalizdlasdhoz a mar fentebb ismertetett algoritmusokat hasznaltuk.
Calder és Davis [1998] szimulalt stabil eloszlastu adatsorokon 6sszeahasonlitot-
tdk a fenti becslési modszerek aszimptotikus tulajdonsagait, és ugy taléltak,
hogy a LAD, valamint a ML jobb eredményeket ad, mint a LS médszer. Az
utobbi a vastag farku eloszldsoknal azért nem el6nyos, mert tilsdgosan érzé-
keny a kilogo értékekre, és egy leptokurtikus eloszlas esetében ezek gyakorisaga

lényegesen nagyobb, mint normalis eloszlas esetén. Tapasztalataink megerdsi-

“, 0,
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értékeinek megkeresését - ugy csinaltuk, hogy p és ¢ Osszes lehetséges paro-
sitasdhoz (mindkettd minimalis értéke 0 maximalis értéke 4 volt) mindharom
modszerrel megbecsiiltiik a modellt, és azt a becslést tartottuk meg, amelyre az
innovéaciok autokorrelacidinak négyzetosszege (a tizedrendii autokorrelacioval
bezarva) a legkisebb volt.

A 18. dbran a MOL hozamokra illesztett MA(1) modell innovacidinak kii-
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18. abra. A MOL részvény nullatol kiilonb6z6 kotésenkénti hozamaira illesztett

MA (1) modell innovécidinak stabilitasa.

16nb6z6 rendi aggregacioibol becsiilt « értékek lathatok az aggregacio fiiggvé-
nyében. Ezzel azt vizsgaljuk, hogy az innovacidk stabilak-e. A 17. dbran sze-
repld grafikonnal dsszehasonlitva lathatjuk, hogy az MA (1) sziirés utan eltiinik
az « vibralasa (kisztrtiik az autokorrelaciot), egyébként a két grafikon hason-
lit egymasra.

A 19-20. abrakon a MATAV aggregalt hozamaibol becsiilt a-k lathatok
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19. abra. A MATAV részvény (BET adatok) n arviltozas utan elért hozamaira

(1998) illesztett stabil eloszlas o paramétere n fiiggvényében.

az aggregacio fiiggvényében: a 19. abran az itthoni, a 20. Abrdn az amerikai
adatok. Mint a bevezets részben emlitettiik, a tranzakciok szdma a két t6zsdén
lényegesen eltér, ezért messzemend kovetkeztetéseket az 6sszehasolitasbol nem
lehet levonni. Mindazonaltal lathatjuk, hogy az a értékek a kinti adatokon
kozelebb vannak kett6hoz. Az itthoni adatok grafikonjan két dolgot érdemes
megfigyelni: az egyik az, hogy rovid idétavon (atlag kb. fél oran keresztiil)
stabilnak latszik az index, a masik pedig az, hogy a MOL-hoz képest jobban

megkozeliti a kettot.
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20. abra. A MATAV részvény (NYSE adatok) n arvaltozas utan elért hoza-

maira (1998) illesztett stabil eloszlas a paramétere n fiiggvényében.

4.3. A percenkénti hozamok eloszlasa

Mint korabban emlitettiik, a percenkénti hozamokat tekinthetjiik az arvélto-
zitett idGkozre) véletlen sok arvaltozas esik, ezért véletlen aggregaciorol van
sz0. Lattuk, hogy az arvaltozdsonkénti hozamok eloszldsa viszonylag ,.barét-
sdgos” abban az értelemben, hogy a hozamok Osszegének eloszldsa gyorsan
tart a normalishoz. Most azt fogjuk vizsgalni, hogyan valtozik a helyzet, ha
ezeknek a ,baratsiagos” hozamoknak véletlen Gsszegeivel allunk szemben. A
21. dbran a CISCO percenkénti (1998) hozamainak hisztogramja, valamint az
illesztett normalis és Lévy eloszlasok grafikonjai lathatok. Kvalitative hasonlo
az abra az arvaltozasonkénti valtozathoz: a Lévy eloszlas a kozépsé tartoma-

nyon jobban irja le az adatokat, mint a normalis (a fiiggsleges tengelyen a
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21. abra. A CISCO részvény percenkénti hozamainak (1998) hisztogramja, a
maximum likelihood modszerrel illesztett stabil eloszlas (Lévy) striségfiigg-
vénye, és a mintara illesztett normalis eloszlas (Gauss) stirtiségfiiggvénye. A

fiiggbleges tengelyen tizes alapi logaritmus skalat hasznaltunk.

Lévy gorbe kb. egy nagysagrenddel tovabb illeszkedik a hisztogram pontjaira,
mint a normaélis), a Lévy eloszlas farokrésze azonban vastagabb, a normaélisé
pedig vékonyabb, mint az empirikus stiriiségfiiggvényé.

Az el6z6 szakaszban leirtakhoz hasonloan itt is vizsgaljuk az « index id6-
fliggését, tehat az adatsor stabilitdsat. Az eredményeket a kovetkezd harom
dbran lathatjuk: CISCO (22. 4bra), MOL (23. abra), MATAV (24. 4bra).
MATAV adatokat ebben az esetben csak a BET-r6l kozliink, mert az ame-
rikai t6zsdén nem volt elég likvid a papir ahhoz, hogy percenkénti hozamait
vizsgaljuk. Mindharom &brén a vizszintes tengelyen az id§ van percekben, a

fiiggGleges tengelyen pedig a stabilitas indexe a. (Igy példaul a 10 perchez
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tartozé « érték a 10 percenkénti hozamokra illesztett stabil eloszlas indexe.)
Vessiik Ossze az abrakat az arvaltozasonkénti hozamokra kapott hasonlo &b-
rakkal (16,17,19. abrak). A NASDAQ-on, ahol a CISCO-val kereskednek, egy
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22. abra. A CISCO részvény n perces hozamaibél (1998) maximum likelihood
modszerrel becsiilt stabil eloszlas a indexe n fiiggvényében. 200 perc kb. fél

napnak felel meg.

atlagos kereskedési nap a vizsgalt idészakban 390 perc volt, igy a 22. dbrén
az utols6 adatok a félnapos hozamokat jelentik. Ennyi id6re atlagosan 2000
arvaltozas jut. A 16. abran viszont lathato, hogy a 2000 arvaltozasonkénti
hozamok a-ja lényegében ketts (valojaban méar az 500-ik arvaltozasnal majd-
nem kett§ az « - ez kb. fél érénak felel meg. A 22. dbran ezzel szemben «
-igen lassti emelkedés mellett- szinte végig 1.8 alatt marad. A jelenség azzal
magyarazhato, hogy a ,baratsigos” arvaltozasonkénti hozamokat egy ,barét-

sdgtalan” eloszlas szerint aggregaltuk. Az adott fizikai idGintervallumra juto
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arvaltozasok szama ugyanis szélsGségesen valtozik a piac aktivitasanak meg-
feleléen. Amint a kivetkez6 szakaszban latni fogjuk, rogzitett id6kozonként
nagyobb lesz a kockdzatunk, mint az adott id6kozre atlagosan jutd arvéltoza-
sonként. Hasonlo jelenséget tapasztalunk a MOL és MATAYV részvények esetén

is, bar az eltérés a két idéskala kozott itt nem annyira kirive. A BET-en a
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23. abra. A MOL részvény n perces hozamaibol (1998) maximum likelihood
modszerrel becsiilt stabil eloszlas « indexe n fiiggvényében. 50 perc kb. fél

napnak felel meg.

vizsgélt id6szakban egy atlagos kereskedési nap kb. 108 perc hosszu volt, igy
a 23-24. abrék utols6é pontjai itt is a félnapos hozamoknak felelnek meg. Fél
napra MOL esetében atlag 160, MATAV esetében pedig atlag 140 arvaltozas
jut. A megfelel « értékek (1d. 17,19. abrak) mindkét részvényre 1,6 koriil
vannak, tehat kicsit magasabbak, mint a félnapos hozamokhoz tartozo alfak

(ezek értéke kb. 1,4 mindkét papirra).
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24. abra. A MATAV részvény n perces hozamaibol (BET, 1998) maximum
likelihood modszerrel becsiilt stabil eloszlas o indexe n fliggvényében. 50 perc

kb. fél napnak felel meg.

Sajnos ahhoz kevés az adatunk, hogy hosszabb fizikai idGskalakon is vizs-
galjuk az a index viselkedését, annyit azonban lesziirhetiink a fenti elemzés-
bél, hogy a fizikai id6k6zonként mért hozamok a-ja alacsonyabb, mint az ar-
valtozasonkénti hozamoké, és lassabban konvergal kettGhoz. A két idgskala
Osszehasonlitasahoz az adott idGtartamra juté arvaltozasok szamanak &tla-
gat hasznéltuk, ez azonban nem igazan j6 jellemz&je a tényleges arvéaltozasok
szaméanak, mert az utobbi egymést kovets iddintervallumonként szélsGségesen
valtozik a piac aktivitasanak megfelelGen. A kovetkezGkben e viselkedésnek a

kockézatokra valo hatésat vizsgaljuk.
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4.4. Kockaztatott érték szamitas napon beliili hozamok-
bol
4.4.1. A kockaztatott érték fogalma

Egy befektetést akkor érziink kockézatosnak, ha szélsGséges piaci aringadozé-
soknak van kitéve. A kockaztatott érték (Value at Risk, VaR) fogalma ezt a
kockazatot szamszerisiti: adott konfidencia szint (pl. 99%) és befektetési id6-
tartam (pl. 1 nap) mellett a VaR az az Osszeg, amelynél tobbet a befektetés
id6tartama alatt a portfolionk 99%-os valoszintiséggel nem veszit az értékébdol.
Ezt az Osszeget szokds a portfolio pillanatnyi piaci értékének szazalékdban
is megadni. Példaul, ha feltesziik, hogy portfélionk napi hozamai fiiggetle-
nek és azonos eloszlastak, akkor a napi kockaztatott értékiink (szazalékban)
maz(—x19,0), ahol z, a hozamok eloszlasfiiggvényének ¢-kvantilise. Nulla
varhato értékii normalis eloszlést feltételezve ez a szam kb. 2.330, ahol o a
napi hozamok szorasa.

Mire hasznalhat6 a VaR fogalma? Egy befektet6 gondolkodhat példaul
ugy, hogy a pénzének egy részébdl egy kockdzatos portfoliot hoz létre, a meg-
marado pénzbdl pedig a portfolio ,mellé teszi” annak kockaztatott értékét.
Ekkor 99% a valoszintisége annak, hogy a befektetés idGtartama alatt a ,port-
folio plusz VaR 0Osszegii készpénz’ Gsszértéke nem megy a portfolio kiindulési
értéke ala. Ha a portfolio mondjuk egy hataridés poziciobol all, akkor 99% a
valészintisége annak, hogy a napi finanszirozashoz a tartalékba helyezett VaR
Osszegi készpénzen til méar nem kell mélyebben a zsebiinkbe nytlnunk. Els6
pillantasra a maradék 1% kockéazat kicsinek tiinik, de ha belegondolunk, ez
atlagban legalabb két kereskedési napot jelent évente, amikor a ,kellemetlen”
esemény bekovetkezhet. A VaR fogalmanak nagyobb hidnyossiga azonban
az, hogy nem mond semmit arrél, hogy mi térténik, amikor bekovetkezik az
1% valoszintiségl kellemetlen esemény. Mennyi lesz ilyenkor a varhat6 vesz-
teségiink? A VaR kétszerese, vagy esetleg a tizszerese? A normalis eloszlas

ilyen szempontbol elég baratsagos: annak a valosziniisége példaul, hogy a VaR
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kétszeresénél tobbet vesztiink, feltéve, hogy a veszteségiink tullépi a VaR-t,
minddssze 0.03%. A tapasztalat szerint azonban az ilyen események lényege-
sen gyakoribbak.

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogyan lehet kockaztatott értéket sza-
molni révid tava (akar arvaltozasonkénti, vagy percenkénti) hozamokbol. Ez
a kérdés egyrészt azért lehet fontos, mert a nap végi adatokbol szamolt VaR
pontatlan, rdadasul ha pusztian a nap végi adatokat hasznaljuk, rengeteg in-
formaciot eldobunk az eredeti idésorbél. A BET-en pédaul mar 1998-ban is
napi atlag 600 — 1000 kotés sziiletett a likvid papirokra, ugyanez a szam a
NASDAQ-on 10000 — 15000, de ennél likvidebb piacok is vannak. Természe-
tesen a nap végi arakra ,,jobban odafigyel” a piac, mint egy napon beliili ktés
arara, igy az el6bbieknek nagyobb a jelent&ségiik, de nem annyival, hogy a na-
pon beliili adatokat érdemes legyen ,eldobni”. Ahhoz, hogy az arak folyamatat
pontosabban modellezziik, érdemes az egész folyamatot vizsgalni, még akkor
is, ha csak hosszabb idGskidlakon érdekelnek minket az eredmények. Egy méasik
ok, ami miatt a rovid tadvi hozamokkal érdemes foglalkozni az, hogy napon
beliili un. day-trade iigyletek kotésekor az egy napnél révidebb idgskalan is
érdemes kockaztatott értéket szdmolni. Amint latni fogjuk, rovidebb id&tavo-
kon a hozamok normalitdsanak feltevése még kevésbé allja meg a helyét, mint

napi szinten, és a VaR becslésével is 6vatosabbnak kell lenniink.

4.4.2. Adott kockaztatott érték eléréséhez sziikséges varakozasi id6k

vizsgalata

A szokésos VaR szamitas ugy torténik, hogy megadunk egy konfidenciaszintet
és egy id6horizontot, majd az adott id6horizonthoz tartozo eloszlas kvantili-
sébdl kiszamitjuk a VaR-t. Ha az id6t fizikai id6ben (pl. percekben) mérjiik,
akkor az el6zd fejezet eredményei alapjan a szdmolas egyszerti: a megfelelg
grafikonrol leolvassuk az adott idGhorizonthoz tartozé « és o paramétereket,
majd kiszamoljuk az igy kapott szimmetrikus stabil eloszlas kvantilisét.

Ebben a szakaszban azt fogjuk vizsgalni, hogy adott VaR érték eléréséhez
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mennyi idére van sziikség. Ez a kérdés - mint rogton latni fogjuk - természetes
modon akkor vetédik fel, ha az id6t a kotések, ill. az arvaltozésok szamaval
mérjiik. Bizonyos esetekben akkor is van értelme a kérdésnek, ha az id6mérésre
a fizikai id6t hasznaljuk, pl. kivancsiak lehetiink arra, hogy adott alapletét
mellett mennyi ideig tarthatunk nyitva egy poziciot gy, hogy a VaR ne haladja
meg az alapletét mértékét. Az is érdekes kérdés - ezzel itt nem foglalkozunk -
hogy a kapott id¢ alatt milyen valoszintiséggel tudjuk zarni a pozicionkat.

Azt a kérdést, hogy adott VaR szint eléréséhez mennyi idére van sziikség,
a kovetkezGképpen vizsgaljuk. Rogzitiink egy VaR értéket, majd nullarél in-
dulva noveljiik a VaR id6horizont hosszat, és az éppen aktudlis id6horizonthoz
tartoz6 « és o paramétereket leolvassuk e fejezet megfelel6 grafikonjairol. Ez-
utan a kapott paraméterekhez tartozo stabil eloszlas kvantilisébdl kiszamitjuk
az aktualis id6horizonthoz tartozo VaR-t. Mint lattuk, a paraméterek valtoz-
nak az idé6 fiiggvényében: o értéke ng, ami adott o mellett csokkend VaR-t
jelentene, o értéke viszont szintén nd, mégpedig ugy, hogy Osszességében no-
vekvd idShorizontokhoz novekvs VaR-t fogunk kapni, amint azt természetesen
vartuk. Végiil azt az idShorizontot jegyezziik fel, ahol elértiik az adott VaR
értéket. Ha az idShorizontot percekben meértiik, akkor készen vagyunk, ha
pedig az arvaltozasok szaméaval, akkor kiszamitjuk, hogy atlagban hany perc
alatt torténik meg az adott szamu arvaltozas.

A 25-28. dbrakon kiilonb6z6 VaR (99% konfidencia szint mellett) értékek
fiiggvényében abrazoltuk az elérésiikhoz szitkséges (fenti modon szamitott)
varakozasi idéket. A ,tbt” jel az arvaltozasok szaméabol konvertalt fizikai id6t
jelenti, a .fiz’” pedig az eleve fizikai idéskidlan mért VaR-t. Mindegyik &bran
az latszik, hogy egy adott VaR értékhez tartozo idGhorizont révidebb, mint
az adott VaR eléréséhez sziikséges arvaltozasok szamanak megfelels atlagos
varakozasi id6. (A ,fiz” jeli gorbék azért érnek véget elébb, mint a ,tht” jeliek,
mert az id6horizontot novelve til kevés adat marad a becsléshez.) Hozza kell

tenniink azonban, hogy a varakozasi id6k szorasa nagy, ezért adott VaR szintet

-----
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25. abra. Adott kockaztatott érték (vizszintes tengely, %) eléréséhez sziikséges
id¢ (fiiggoleges tengely, perc). A ”tbt” jel az arvéaltozasok szamabol konvertalt

atlagos fizikai id6t jelenti, a "fiz” pedig az eleve fizikai id6skalan mért VaR-t.
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26. abra. Adott kockaztatott érték (vizszintes tengely, %) eléréséhez sziikséges
id¢ (fiiggoleges tengely, perc). A ”tbt” jel az arvéaltozasok szamabol konvertalt

fizikai idGt jelenti, a "fiz” pedig az eleve fizikai idGskalan mért VaR-t.
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27. abra. Adott kockaztatott érték (vizszintes tengely, %) eléréséhez sziikséges
id¢ (fiiggoleges tengely, perc). A ”tbt” jel az arvéaltozasok szamabol konvertalt

fizikai idGt jelenti, a "fiz” pedig az eleve fizikai idGskalan mért VaR-t.
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28. abra. Adott kockaztatott érték (vizszintes tengely, %) eléréséhez sziikséges,

az arvaltozasok szamabol konvertalt id6 (fiiggsleges tengely, perc).
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5. A hozamok idGsoranak leirasa stabil GARCH
modellekkel

5.1. El6zmények

A korabbi fejezetekben elsGsorban a hozamok empirikus eloszldsanak vastag
farok tulajdonsagat modelleztiik. Altalaban feltettiik, hogy a hozamok fiig-
getlenek és azonos eloszlasiak, illetve a hozamok autokorrelacidjanak kiszi-
résére stabil eloszlasu innovaciokkal hajtott ARMA modelleket hasznaltunk.
A tapasztalat szerint azonban a hozamok autokorrelacioi - a hatékony piacok
elméletével 6sszhangban - &ltaldban gyorsan nulldhoz tartanak, és figyelmen
kiviil hagyhatok.

Ebben a fejezetben az eddigiekhez képest annyiban lépiink tovabb, hogy

modellezziik a hozamok idGsordnak alabbi két tulajdonsagat is:

1. A hozamok abszolit értékei és négyzetei nagy késleltetések mellett is

szignifikinsan autokorrelaltak.

2. A hasonlo (pl. nagy) abszolut értékd hozamok id6ben kozel vannak egy-

méashoz (csoportosulnak).

A fenti tulajdonsagok leirasara jol hasznalhatok az tn. sztochasztikus volati-
litis modellek (Harvey, Ruiz, Shephard [1994|, Kim, Shephard, Chib [1998],
Varga [2002]), amelyek altalanos alakja

Yo = [ T €,

ahol y,; jeloli a hozamokat, p; a hozamok (a ¢t id6pontot megel6z6 informaciok
melletti) feltételes varhato értéke, e, = o424 A z; valoszintiségi valtozok fiigget-
lenek, azonos eloszlastak, szimmetrikusak, és szorasuk 1. (A z;-ket gyakran
standard normadlis eloszlasinak veszik.) A o, val6szintiségi valtozok nemne-
gativak, és rogzitett ¢ mellett o, fiiggetlen z;-t6l. (A o4-ket a hozamok szto-

chasztikus volatilitdsanak hivjak.) A fenti 2. tulajdonsigot informélisan ugy
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magyarazhatjuk, hogy nyugodt (kis volatilitasi) és ideges (volatilis) idgszakok
valtogatjak egymast a piacon (,yvolatility clustering”).

A sztochasztikus volatilitas modellek csaladjaba tartoznak a (G)ARCH
modellek (Bollerslev, Engle, Nelson [1994], Gourieroux [1997]), amelyekben

definici6 szerint
T S
2 2 2
o, = ¢y + E ci€,_,; + E djoy_; .
i=1 j=1

Az innovéaciok fiiggetlen, standard normalis eloszlasiak, p; altalaban sta-
cionarius ARMA folyamat. A ¢, paraméter pozitiv, ¢;,d; nemnegativak,
r > 1. A folyamat szigoru stacionaritasanak elégséges feltétele (Bougerol,

Picard [1992]), hogy a perzisztencia

i=1 j=1

A volatilitas négyzetére vonatkozo (lényegében ARM A) egyenlet szolgal a ho-
zamok négyzete autokorrelacidinak kisztirésére.

A fenti modellb6l a V' = 1 megszoritas bevezetésével kapjuk az an. integrdlt
GARCH, azaz IGARCH modelleket (Baillie, Bollerslev [1989]). A megszo-
ritds motivacidojat az adja, hogy a pénziigyi idGsorokbdl becsiilt V' értékek
altalaban kozel vannak egyhez.

A GARCH modell szamos altalanositasa latott napvilagot (Bollerslev,
Engle, Nelson [1994]) - a tovabbiakban szamunkra kettd lesz érdekes. Az egyik
kiindulopontja az a megfigyelés (Taylor [1986]), hogy a hozamok abszolut ér-
tékének autokorrelacios fiiggvénye lassan csokkend, és egészen magas rendd
autokorrelaciok is szignifikdnsan pozitivak. Ez a tulajdonsag elég altalanosnak
mondhat6 részvényekre illetve indexekre: Taylor maga 40 id&sort vizsgalt, és
megfigyelését késGbb szadmos tanulméany erdsitette meg. Ding, Granger, Engle
[1993] hasonlo jelenséget figyeltek meg (|r¢|°, § > 0) autokorreldciéira, tovabba
azt talaltak, hogy az autokorrelaciok maximuma (minden késleltetésnél) 6 = 1

kozelében van (Taylor tulajdonsdg). Ez alapjan célszertinek latszik a fenti
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GARCH modellben a o2- re vonatkoz6 egyenletet a kivetkezGvel helyettesi-

T s
o = ¢y + E Ci|€t—i| + E djO't_j .
=1 j=1

Ezzel a modositassal a Taylor-Schwert modellt kapjuk. Ding, Granger és Engle

teni:

az S&P 500 index hozamain Osszehasonlitjak a két modellt, és eredményeik
szerint a GARCH modell likelihood értéke szignifikinsan nagyobb, mint a
Taylor-Schwert modellé. Erdekes, és a GARCH modell esetében kiilondsen
megleps eredmény, hogy mindkét modellel szimulalt idGsor rendelkezik a Tay-
lor tulajdonsaggal. Ding, Granger és Engle egy 1j modellt javasolnak, amely-
nek egyszertisitett valtozata annyiban altalanositasa mindkét fenti modellnek,

hogy a feltételes volatilitésra a

r s
) § : ) § : )
oy = C + Ci|€t7i| + djat—j
i=1 j=1

egyenletet irjuk fel, és a ¢ kitevét is becsiiljiik. Ez a Power ARCH, azaz
PARCH modell. (Az éltalanos modellbe egy aszimmetriat leird tagot is be-
levettek, ez az Asymmetric PARCH, A-PARC H modell, amelyet itt nem
irunk fel, mert késébb tugyis csak a fenti PARC H modellt fogjuk hasznalni.)

A GARCH modell mésik - és a jelen dolgozat szempontjabol érdekesebb
- altaldnositasa a modell innovacidinak eloszlasaval kapcsolatos. A pénziigyi
idGsorokra illesztett GARC H modellek maradéktagjainak eloszlasa gyakran
szignifikdnsan eltér a normalistol (vastag farki), ezért a normalis eloszlas he-
lyett altalanositott exponenciélis (Nelson [1991]), Student ¢ (Bollerslev [1987]),
és ezek kombinacioi (Bollerslev, Engle, Nelson [1994]) is népszeriiek. A sta-
bil eloszlast innovaciokkal hajtott GARC H modellek (McCulloch [1985], Liu,
Brorsen [1995], Panorska, Mittnik, Rachev [1995], Mittnik, Paolella, Rachev
[2000]) egyel6re nem terjedtek el széles korben. Ugyanakkor hangstlyoznunk
kell, hogy a stabil eloszlasoknak itt is kiemelt szerepet ad a kozponti hatérelosz-
las tétele. A modell maradéktagjai ugyanis a modell altal le nem irt véletlen

hatésok ereddi, amelyek a tétel szerint stabil eloszlasokkal kozelithetSk.
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Mint emlitettiik, a GARC H modellek (alapértelmezésben normalis inno-
vaciokkal hajtott modellekre gondolunk) a volatilitas dinamikajanak leiraséara
sziilettek. Ugyanakkor GARC H modellekkel az adatok vastag farok tulajdon-
séga is jol reprodukalhaté. Pontosabban, ha X-el jeloljiik a GARCH modell
stacionarius megoldasat, akkor megfelels feltételek mellett (Davis, Mikosch
[1998], Mikosch, Starica [2000])

Alggo AP(X > )\) =0C,,

azaz a GARCH idéGsor eloszlasanak farokrésze aszimptotikusan hatvanyfiigg-
vény szerint tart nulldhoz (éppugy mint a Lévy eloszlast idGsoré). Konkrétan
példaul ARCH(1) (GARCH(1,0)) idésorra o monoton csokkend fiiggvénye
ci-nek, a(1/v/3) = 4 (¢; > 1/v/3-ra X kurtozisa végtelen), a(1) =2 (¢; > 1-
re X szorésa is végtelen. A gyakorlatban sokszor eléfordulo, kozel integralt (a
perzisztencia kozel van 1-hez) GARCH (1, 1) folyamatok kurtozisa végtelen,
az integralt GARCH (1,1) folyamatokra pedig o = 2, igy a szorés is végtelen.
Masfelsl az tin. Pareto stabil modellek (fiiggetlen azonos eloszlastinak tekint-
jik az adatokat, és a < 2 indexti stabil eloszlast illesztiink rajuk) is jol leirjak
a vastag farok tulajdonségot.

A fentiek alapjan a koztudatban, illetve az irodalomban a GARC'H mo-
delleket és a Pareto stabil modelleket gyakran egymas vetélytarsainak tekintik
(pl. Ghose, Kroner [1995]), és azt vizsgaljak, hogy melyik modell illeszkedik
jobban az adatsorokra. A vizsgalatok kiindulépontja gyakran a szoras véges-
ségével kapcsolatos, tGjra és ujra felbukkan6 kérdés: a vastag farok jelenséget
vajon a ,volatility clustering” (véges szorasu innovéaciokkal hajtott GARCH
folyamat) okozza, vagy a nem véges szorasu Pareto stabil eloszlasok. A két
modell dsszehasonlitdsdnak azonban nincs értelme, ugyanis ha az adatsorban
valoban van GARC H hatéas, akkor az egyrészt torzitja a stabilitas indexének
becslését (I1d. pl. Rachev, Mittnik [2000], vagy ebben a dolgozatban), masrészt
az adatsor autokorreldcids strukturajat figyelmen kiviil hagyo Pareto stabil
modelltsl nem varhato el, hogy jobban illeszkedjen, mint az autokorrelaciot fi-

gyelembe vev6 GARC H (ami rdadésul a vastag farok tulajdonsagot is leirja).
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A helyzetet tovabb bonyolitja, hogy megfelelGen paraméterezett IGARCH
modellekkel (Ghose, Kroner [1995]) szimulalt adatsorokat az aggregacion ala-
pulé stabilitasi vizsgalatok alapjan tévesen stabil eloszlasunak vélhetiink (a
részleteket 1d. késsbb). Igy mivel a valédi adatsorok gyakran jol leirhatok
IGARCH modellekkel, el6fordulhat, hogy azokat pont ezért fogadjuk el téve-
sen stabilnak. Osszehasonlitast tehat a stabil (Lévy), és az egyéb eloszlasokkal
hajtott GARC H modellek k6zott érdemes végezni, stabilitasi tesztet pedig ak-
kor van értelme csinalni, ha az adatsorbél, illetve ennek hatvanyaibol minél
jobban kisztirtiik az autokorrelaciot.

A fejezet tovabbi részeiben elGszor ismertetjiik a stabil hatvany GARC' H
modellt, majd ezt a modellt és két megszoritasat, a normalis hatvany GARC H
és a normalis GARC H modelleket illesztjiik a CISCO és a MOL részvények
hozamaira. Végiil megvizsgaljuk a Lévy hatvany GARC H modellek maradék-

tagjainak stabilitasat.

5.2. A stabil hatviny GARCH modell
5.2.1. A modell leirasa

A stabil hatviny GARCH, azaz S ; GARCH (r,s) folyamat (Mittnik, Pao-
lella, Rachev [2000]) az el6z6 szakaszban leirt Power ARC H folyamat, amely-

ben a z; innovaciok stabil eloszlasuak:

Yi = [ T €,

ahol € = O, 2 Sa(]_,/B,O), és

r s
0 __ § : 0 § : 0
0, = (g + Ci|€t—i| + djat—j .

1=1 j=1

Emlékeztetdiil (részletesen 1d. a 2. fejezetben) az S, (o, 3, i) eloszlas « indexe
a (0, 2] intervallumban van, a § aszimmetria paraméter pedig [—1, 1]-ben. Az

eloszlas skalaparamétere o (a volatilitas elnevezés itt érvényét vesziti, mert a
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szorés o < 2 mellett nem létezik), eltolasi paramétere pedig p (o > 1 esetén
ez a varhato érték). A tovabbiakban mi csak szimmetrikus eloszlasokat hasz-
nalunk (8 = 0), mert a nem szimmetrikus eloszlas stirtiségfiiggvényét egyelére
nem tudjuk kiszdmolni. Alkalmazasainkban p; szigortian stacionarius ARM A
folyamat.

Az Sgﬁ GARCH(r,s) folyamat szigorian stacionarius megoldasa létezé-
sének elégséges feltételei (Mittnik, Paolella, Rachev [2002]) 1 < a < 2 és
0<d<amellettcg>0,¢,>0,i=1,...,r,7>1,d;>0,j=1,...,5, s >0,

r> s, 6s
V= E|Zt|6zci+2dj S 1.
i=1 j=1

Az1<a<2é0<§<aesetben Elz|’ a kivetkezs zéart alakban irhato:

1 ) )
E|zt|5 = Ao s = %F(l — a)(l + Tgﬁ)% COS(E arctan 7,.5),

ahol 7, 5 := (3 tan(an/2) és

e = I'(1—-6)cos %, had #1,
° /2, ha § = 1.

Ha o < 2 és 6 > «, akkor E|z|° = o (ha a < 2 és § — «, akkor
Aaps — 00). Mittnik, Paolella és Rachev [2002] a § = a < 2 esetet Monte
Carlo szimuléaciokkal vizsgalva arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy ekkor a
folyamat nem stacionarius: egy bizonyos mintamérettsl (7y) kezdve minden
hataron til né (legalabbis gyakrolati értelemben). Ez a jelenség annal kisebb
Ty-nal kovetkezik be, minél kézelebb van V' értéke 1-hez. V < 0.9 mellett
még 5000-es méret mintak is staciondriusnak tiinnek. Ez azért érdekes, mert
Liu és Brorsen [1995] éppen a § = « megszoritas mellett becsiiltek stabil
hatvany GARCH (1,1) modelleket kiilonb6z6 valutak napi arfolyamaibol (10
éves adatsort hasznaltak, igy a mintaik bGven kisebbek voltak, mint 5000),
a ~ 1.8 — 1.9 koriili értékeket becsiiltek, és 5% illetve 1% konfidencia szinten
elvetették a stabil hatvainy GARC H modellt. Ez az eredmény azonban lehet

a hibas § = « specifikacié kovetkezménye.
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Mivel a modell becslése sorédn a szigord stacionaritasra vonatkozé feltéte-
leket folyamatosan alkalmazzuk, fontos tisztazni, hogy mi torténik ezekkel az

a — 2, 6 — 2 hataresetben, vagyis amikor az optimalis modell a normalis
GARCH. Konkrétan a

T s
)‘a,ﬂ,é ZCZ' + Zdj S 1
i=1 j=1

feltétel érdekes, amelyben ekkor A, s — 2. Ez annyiban kiilonbozik a nor-
malis GARC H paramétereire vonatkozo stacionaritasi feltételtsl, hogy a > ¢;
el6tt van egy kettes szorz6. Ez az eltérés abbol adodik, hogy a stabil eloszlasok
altalunk hasznalt paraméterezése mellett az o = 2 esetben z;, szorasa V2. Az
S8 5 GARCH (r, s) modell egyenleteit (az o = § = 2 esetet nézziik) kénnyen
4t lehet frni egységnyi szorasi innovaciokra a 2 = z,/v/2, o) = /20, transz-
formaciokkal. Ekkor y, = uy + oyz = e + 0,2, (e ARMA struktarajat
valtozatlanul hagytuk), igy az y, idGsor valtozatlan, a volatilitasra vonatkozo

egyenletet pedig kettdvel szorozzuk:
(0> =200+ 2 cilail” + Y di(o)_;)*.
i=1 j=1
Innen a normélis GARC H stacionaritasi feltétele szerint
T S
V=2 c¢+» di<1,
i=1 j=1

amely megegyezik a stabil hatvany GARC H stacionaritési feltételével az a2 — 2,
0 — 2 atmenet mellett.

5.2.2. A fiiggetlenség vizsgalata, identifikacid

A modell becslése el6tt megvizsgéaljuk, hogy az adatsor, illetve négyzete szig-
nifikdnsan autokorrelalt-e. Lévy eloszlasokkal szeretnénk modellezni az adato-
kat, igy a nullhipotézisiink lehet az, hogy az adatok fiiggetlen, azonos, szim-

metrikus, 1 < a < 2 indext Lévy eloszlastak. Az a > 1 feltétel pénziigyi
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idGsorokbol becsiilt a indexekre mindig teljesiil, ezért gyakorlatilag nem jelent
megszoritast, viszont biztositja a varhato érték létezését. Mivel Lévy eloszlasu
valoszintiségi valtozoknak nincs szorasuk, ezért korrelaciojuk sincs, igy felmeriil
a kérdés, hogy a mintaatlaggal (X) korrigalt autokorrelacios fiiggvény

n—h

pux(h) =D (X; = X)(Xpyn — /Z (X: —

t=1

becsiil-e valamit? A valaszt a kovetkezs allitasbol (Adler, Feldman, Taqqu
[1998], 142. 0.) kapjuk meg: a nullhipotézis mellett

(n/lnn)"* p, x(h) = UV,

ahol U ~ S,(C"%,0,0) és V ~ Soo(CLY

a/Q ,1,0) fliggetlen stabil eloszlasu

valoszintiségi valtozok, és
11—«
['(2 — ) cos(ma/2)

Co =

A 2. fejezet jeloléseit hasznaljuk, V' un. pozitiv stabil eloszlas. Az elneve-
zés onnan szarmazik, hogy o < 1, f = 1 és p = 0 mellett az S,(o, 3, 1)
eloszlas stirtiségfiiggvényének tartoja RT. A hivatkozott tétel (1d. még Emb-
rechts, Kliippelberg, Mikosch [1997|, 372.0.) szigoruan stacionarius lineéris
Lévy folyamatok minta autokorrelacios fliggvényének konvergencidjara vonat-
kozik, nekiink itt csak a fenti specialis esetre van sziikségiink.

A fenti allitas szerint p, x(h) nullahoz tart, és a konvergencia sebessége
(n/lnn)~'/%, ami lényegesen gyorsabb, mint a normalis eloszlast adatoknal
(n=Y2). pnx(h) kritikus értékeinek meghatarozasahoz ki kellene szdmolnunk
U/V kvantiliseit. Ez csak Monte Carlo szimulacioval (Adler, Feldman, Taqqu
[1998], 143. 0.), vagy numerikus integralassal (Brockwell, Davis [1991], 539. o.)
végezhetd el.

Miel6tt tovabb 1épnénk megjegyezziik, hogy a nullhipotézisiinknek meg-
felel6 adatok négyzeteinek autokorrelacios fiiggvényének konvergencidjara vo-
natkozo, a fentihez hasonlo elméleti eredmények tudomasunk szerint nincse-

nek, ezért eléfordulhat, hogy a p, x2(h) statisztika nem becsiil semmit.
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Autokorrelaciok helyett Ljung-Box statisztikiakat szamoltunk az adatokbol
(ill. ezek négyzeteibdl), a kritikus értékeket pedig Monte Carlo szimulacioval
hataroztuk meg (4. tablazat). Ennek soran 1000, az adatsoréval megegyezd
mérett, fiiggetlen, és az adatsorbol becsiilt a indexii stabil eloszldsti mintat
generaltunk, az egyes mintakbol (ill. ezek négyzeteibdl) kiszamoltuk a statisz-
tikdkat, majd meghataroztuk a statisztikdk 99%-os kvantilisét. Az igy kapott
kritikus értékek - a tablazat ¢ (Lévy) sorai - annyiban tajékoztato jellegiiek,
hogy fliggnek a-tol, amelynek becslése viszont torzitott lehet, ha az adatsor-
ban van autokorrelaci6. Konkrétan példaul tegyiik fel, hogy egy « indexii sta-
bil eloszlassal hajtott GARCH mintabol visszabecsiilt « értéke 0.2-vel kisebb,
mint a generald folyamat a-ja. Ez az eltérés (ami elég tipikus) az elsérendii
Ljung-Box statisztikikhoz tartozo kritikus értéket kb. 2-vel (a négyzetekhez
tartozot 0.5-el) noveli, igy nagyobb eséllyel fogadjuk el az adatsort fiigget-
lennek. Ehhez a bizonytalansaghoz képest azonban az adatsorbol szamolt
statisztikdk tobbsége b&ven a kritikus értékek alatt, az adatok négyzeteibdl
szamolt statisztikdk tobbsége pedig béven a kritikus értékek felett van. Ki-
vételek a 30 perces adatsorbodl szamolt harmad- és negyedrendd statisztikak,
amelyek nagyobbak a kritikus értékeknél, és a 60 perces adatok négyzeteibdl
szamolt harmad- és negyedrendi statisztikdk, amelyek kisebbek, mint a kriti-
kus értékek. Az utobbi nem érdekes, az el6bbibdl esetleg kovetkeztethetnénk
egy magasabb rendi ARM A folyamatra, de az illeszkedések vizsgélata ezt nem
igazolta: a 30 perces adatokra legjobban illeszked6 ARM A(0,0) GARCH (1,1)
modell maradéktagjaibdl szamolt ugyanezen statisztikik mér kisebbek, mint
a megfelels kritikus értékek (ezeket az adatokat nem kozoltiik). A tablazat
- ¢ (normalis) - soraiban az o = 2 indexhez (normalis eloszlas) tartozé kri-
tikus értékek szerepelnek, amelyek a megfelels szabadsagi fokt x? eloszlasok
percentiliseihez (6.63 - 9.21 - 11.34 - 13.28) kozeli értékek. A Lévy kritikus
értékek egyrészt tipikusan nagyobbak, mint a normalishoz tartozok, méasrészt
az eltérés a négyzetekbdl szamolt kritikus értékeknél jelentGsebb.

A fenti eredmények alapjan a CISCO részvényre vonatkozo stabil hatvany
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G ARC H modellekbdl elhagytuk az ARM A részt (u; =konstans). A GARCH
rész identifikiciojaval nem probélkoztunk, mert nem ismerjiik p,, x5 (h) elosz-
lasat - erre tudomasunk szerint még nincsenek elméleti eredmények. Mikosch
és Starica [2000] kozoltek p, x2(h) eloszlasara vonatkozé eredményeket abban
az esetben, ha X véges szorasa innovaciokkal hajtott GARCH (1, 1) folyamat.
Ezek szerint pl. kozel integralt GARCH(1,1) folyamatra p,, x2(h) nem kons-

tanshoz tart, igy ez a statisztika nem becsiil semmit.

5.2.3. Becslés, eredmények

A stabil hatvany GARC H modell becslését maximum likelihood modszerrel
végeztiik. A becslés soran numerikus nehézséget a stabil stiriiségfiiggvény ki-
szamitasa (McCulloch [1998]), és a feltételes optimum megkeresése jelentettek
(ezek mellett szamos apro idegborzolo numerikus probléma adodott, amelyeket
itt nem részleteziink). Az optimum kereséséhez a Nelder-Mead féle algoritmust
hasznaltuk. A keresést a paraméterek terének olyan tartomanyan végeztiik,

ahol a modell stacionaritasi feltételei teljesiilnek. Ezek koziil a perzisztenciara

1=1 j=1

okozta a legtobb nehézséget, mert az optimélis pont gyakran a V' = 1 hata-

vonatkozd

ron volt. Mivel V' elég bonyolult fiiggvénye a-nak és d-nak, az optimumkeresd
eljaras gyakran leallt a hatarfeliilet olyan pontjaban, amely még nem volt opti-
malis. Ezért egyrészt tobb véletlen pontbol tjrainditottuk a keresést, méasrészt
egy optimalisnak vélt pontot csak akkor fogadtunk el optimumnak, ha onnan
kicsit kilokve ugyanoda konvergdlt vissza az eljarads. A fenti Gjrainditasok
mellett egy ARM A(p, q)-GARCH (r,s) -roviden pgrs- modell becslését min-

1.0 !

den olyan p'¢'r’'s’ modell becslésébdl elinditottuk, amelyre a p' < p, ¢ < ¢,
r' <r, s <sfeltételek teljesiiltek. A bonyolultabb modell plusz paraméterei-
nek kezdgértékét nullanak vettiik.

Az el6z6 szakaszban emlitettiik, hogy a modellek GARC H részének identi-
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fikdciojaval nem foglalkoztunk, ezért tobb kiilonb6z6 pgrs konfiguracié mellett
becsiiltiink modelleket, majd kivalasztottuk a legjobban illeszked6t. 0000-tol
2222-ig minden pqrs konfiguraciot kiprobaltunk (r > s), kivéve azokat amelyek
nyilvanvaléan tulspecifikaltak voltak. Az esetek tobbségében az autokorrela-
cios fiiggvény elGzetes vizsgalata alapjan elég lett volna a p = ¢ = 0 konfigura-
ciokkal foglalkozni, de kivancsisagbol megnéztiik a tobbit is. A modellvalasztas
elsGsorban az AICC kritérium szerint tortént, ami a nagy mintaméretek miatt
ugyanazt a valasztast adja, mint a legnagyobb likelihood érték. Ha ez a va-
lasztas egy olyan modellre esett, ami tulspecifikilt volt, akkor az egyszertibb
modellt valasztottuk.

A becslésekhez a CISCO és a MOL részvények 15, 30 és 60 perces hozamait
hasznéltuk a teljes 1998. évbdl. A stabil (Lévy) hatviany GARC H modell mel-
lett a paraméterekre tett megszoritasokkal elallo normaélis hatvany GARC H
(v = 2 megszoritas), és normdlis GARCH (o = § = 2 megszoritas) mo-
delleket is becsiiltiik. Valamennyi adatsorra az ARMA(0,0) GARCH (1,1)
modellek illeszkedtek a legjobban - a magasabb rendii folyamatok ezektsl nem
kiilonboztek szignifikansan.

Az 1-3. tablazatokban (CISCO) és az 5. tablazatban (MOL) taldlhatok a
modellek becsiilt paraméterei, a standard hibak, a paraméterek 99%-os kon-
fidencia intervallumainak also és fels6 hatarai, a perzisztencia (V') és a log
likelihood fiiggvény értéke (loglik). A MOL részvényre a kis mintaméret mi-
att csak 15 perces hozamokbol végeztiink becsléseket. A standard hibakat és a
konfidencia intervallumokat a modellek Monte Carlo szimulaci6ibol szamoltuk.
A szimulaciok szama 1000 volt, a szimulalt mintdk mérete pedig megegyezett
annak az adatsornak a méretével, amelybdl a modellt becsiiltiik. A fenti eljaras
sok gépidét igényel: 450-800Mhz-es PIIT-as PC-ken elsGsorban a mintaméret-
t6l és a paraméterek szamatol fiiggGen néhany percig fut egy becslés, igy ezer
becslés 1-3 napig fut egy gépen. A tablazatokban talalhatd eredményekhez
kapcsolodd Monte Carlo szimulaciok tobb fenti tipusi PC-n kb.egy hétig fu-

tottak gy, hogy a nagyobb mintaméretd szimulaciok két-harom gépre elosztva
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futottak.

Az eredményeket attekintve megallapithatjuk, hogy novekvs iddskalakon
a CISCO hozamokbol becsiilt a indexek értéke a GARCH hatas figyelembe
vétele mellett is ng, igy kérdéses, hogy a maradéktagok valoban stabil eloszla-
stiak-e (err6l bvebben késébb). Ugyanakkor a Lévy GARC H modell minden
adatsorra jobban illeszkedik, mint a normalis GARCH - a likelihood értékek
kiilonbsége a MOL adatokon a legjelentGsebb. Az utobbiakbol becsiilt « index
lényegesen kisebb, mint a CISCO adataibdl becsiilt, ami arra utal, hogy a ma-
gyar papir hozamai kozott gyakoribbak a kilogo értékek. Ennek lehetséges okai
koziil mindenekel6tt a vizsgalt idGszakra esé orosz valsagot emlitenénk. Mésik
lehetséges ok a piac mérete: kisebb piac konnyebben reagal kiils6 hatésokra.

A CISCO adatokbol ugy tiinik, hogy a ¢ paraméter értéke szintén né az
aggregacioval, de mindeniitt szignifikinsan kisebb, mint « becsiilt értéke. ¢
becslésének eloszlasa ferde. Még egy érdekesség, hogy a CISCO 30 és 60 perces
hozamaira illesztett normalis hatvany GARC H modellben 0 értéke kettGhoz
konvergalt, igy ez a modell egybeesik a normélis GARC H-al.

A perzisztencia értéke a Lévy hatvany GARC H modellekben 1, a tébbi
modellben is kozel van egyhez, de kicsit kisebb. A magas perzisztencia érték

azt jelenti, hogy a piacot éré sokkok hatésa lassan mulik el.
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1. tablazat. Lévy hatvany GARCH paraméterek becslése, CISCO

idgskila | mintaméret | p o 1) Co 1 dy Vv loglik
15 perc | 6548 0.000069 | 1.75 | 1.50 | 0.000014 | 0.107 | 0.721 | 1.000 | 26719.1
0.000045 | 0.02 | 0.06 | 0.000010 | 0.008 | 0.016
0.000182 | 1.80 | 1.58 | 0.000072 | 0.130 | 0.760
-0.000058 | 1.71 | 1.22 | 0.000009 | 0.088 | 0.681
30 perc | 3274 0.000091 | 1.77 | 1.54 | 0.000006 | 0.036 | 0.905 | 1.000 | 12137.9
0.000099 | 0.02 | 0.07 | 0.000004 | 0.005 | 0.009
0.000347 | 1.84 | 1.68 | 0.000029 | 0.049 | 0.926
-0.000152 | 1.72 | 1.27 | 0.000003 | 0.024 | 0.874
60 perc | 1637 0.000141 | 1.83 | 1.66 | 0.000008 | 0.034 | 0.899 | 1.000 | 5448.2
0.000198 | 0.03 | 0.12 | 0.000051 | 0.008 | 0.018
0.000670 | 1.91 | 1.82 | 0.000143 | 0.063 | 0.937
-0.000343 | 1.75 | 1.15 | 0.000003 | 0.018 | 0.841

Egy adott idéskéla sordban a paraméterek becsiilt értékei taldlhatok. A becslések alatt a standard

hibdkat, és a 99%-os konfidencia intervallum fels§ és also hatarait tiintettiik fel.
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2. tablazat. Normalis hatvany GARCH paraméterek becslése, CISCO

idGskala | mintaméret | p 1) Co c1 dy % loglik
15 perc | 6548 0.000060 | 1.69 | 0.000007 | 0.129 | 0.685 | 0.894 | 26496.4
0.000050 | 0.16 | 0.000013 | 0.011 | 0.020
0.000174 | 2.00 | 0.000076 | 0.155 | 0.731
-0.000069 | 1.28 | 0.000001 | 0.103 | 0.632
30 perc | 3274 0.000070 | 2.00 | 0.000001 | 0.035 | 0.901 | 0.971 | 12026.0
0.000109 | 0.09 | 0.000001 | 0.005 | 0.014
0.000343 | 2.00 | 0.000010 | 0.052 | 0.932
-0.000213 | 1.47 | 0.000000 | 0.024 | 0.861
60 perc | 1637 0.000072 | 2.00 | 0.000002 | 0.044 | 0.873 | 0.960 | 5409.1
0.000218 | 0.15 | 0.000010 | 0.010 | 0.028
0.000588 | 2.00 | 0.000070 | 0.076 | 0.920
-0.000453 | 1.32 | 0.000001 | 0.025 | 0.780

Egy adott idgskala sordban a paraméterek becsiilt értékei taldlhatok. A becslések alatt a
standard hibékat, és a 99%-os konfidencia intervallum felss és alsé hatarait tiintettiik fel.
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3. tablazat. Normalis GARCH paraméterek becslése, CISCO

idGskala | mintaméret | o c1 dy V loglik
15 perc | 6548 0.000061 | 0.000001 | 0.113 | 0.671 | 0.898 | 26494.0
0.000049 | 0.000000 | 0.007 | 0.020
0.000173 | 0.000002 | 0.133 | 0.718
-0.000065 | 0.000001 | 0.094 | 0.617
30 perc | 3274 0.000070 | 0.000001 | 0.035 | 0.901 | 0.971 | 12026.0
0.000109 | 0.000000 | 0.005 | 0.013
0.000331 | 0.000001 | 0.047 | 0.930
-0.000229 | 0.000000 | 0.022 | 0.862
60 perc | 1637 0.000071 | 0.000002 | 0.044 | 0.873 | 0.960 | 5409.1
0.000216 | 0.000001 | 0.008 | 0.022
0.000627 | 0.000004 | 0.065 | 0.923
-0.000483 | 0.000001 | 0.024 | 0.800

Egy adott iddskala sordban a paraméterek becsiilt értékei taldlhatok. A becslések
alatt a standard hibédkat, és a 99%-os konfidencia intervallum fels és alsé hatarait

tiintettiik fel.
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4. tablazat. Ljung-Box teszt statisztikdk és kritikus értékek, CISCO

15 perc 30 perc 60 perc
n 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Yt 0.16 | 0.85 [ 0.93 | 0.93 || 0.44 | 3.20 | 15.3 | 21.5 || 0.04 | 0.49 | 0.55 | 1.25

¢ (Lévy) 6.60 | 10.1 | 14.6 | 182 || 7.78 | 10.6 | 13.7 | 16.5 || 6.07 | 11.4 | 14.8 | 16.7
¢ (normalis) | 6.53 | 8.94 | 10.8 | 13.0 || 6.64 | 8.84 | 11.7 | 12.6 || 7.56 | 9.47 | 11.5 | 12.6

y? 501 | 781 | 994 | 1208 || 59.3 | 92.6 | 419 | 426 || 12.8 | 25.4 | 27.0 | 32.6
¢ (Lévy) 2.65 | 17.2 | 20.6 | 47.7 || 2.35 | 14.0 | 19.0 | 34.0 || 6.16 | 23.3 | 33.2 | 39.5
¢ (normalis) | 6.87 | 877 | 11.1 | 13.0 || 6.28 | 9.08 | 11.3 | 12.5 || 6.85 | 8.32 | 11.0 | 12.6

Lévy hatvany GARCH maradéktagok

|2 |° 0.24 | 0.29 | 041 | 0.51 || 6.09 | 29.0 | 35.5 | 42.0 || 7.78 | 8.73 | 14.4 | 14.4
c 5.56 | 18.6 | 29.3 | 47.5 || 4.74 | 15.8 | 21.6 | 37.4 | 7.35 | 23.1 | 30.8 | 37.8
th 0.43 | 043 | 1.01 | 1.18 || 2.88 | 46.2 | 52.4 | 55.6 || 8.25 | 8.83 | 11.7 | 11.8
c 2.65 | 17.2 |1 20.6 | 47.7 || 2.35 | 14.0 | 19.0 | 34.0 || 6.16 | 23.3 | 33.2 | 39.5

Normalis hatviny GARCH maradéktagok

AR 0.05|0.16 | 0.19 | 0.20 || 1.41 | 9.60 | 17.3 | 22.5 || 1.42 | 2.97 | 10.2 | 10.6
c 721 19.05|11.2 | 13.3 || 6.28 | 9.08 | 11.3 | 12.5 || 6.85 | 8.32 | 11.0 | 12.6
Zt2 0.07 { 0.10 { 0.29 | 0.34 || 1.41 | 9.60 | 17.3 | 22.5 || 1.42 | 2.97 | 10.2 | 10.6
c 6.87 | 877 | 11.1 | 13.0 || 6.28 | 9.08 | 11.3 | 12.5 || 6.85 | 8.32 | 11.0 | 12.6

Normalis GARCH maradéktagok

22 0.50 | 0.51 | 0.72 | 0.87 || 1.41 | 9.59 | 17.3 | 22.5 || 1.42 | 2.97 | 10.2 | 10.6

c 6.87 | 877 | 11.1 | 13.0 || 6.28 | 9.08 | 11.3 | 12.5 || 6.85 | 8.32 | 11.0 | 12.6

n a statisztika rendje. yy, 47, |%|°, 27 sordban az adatsor (y;) és a maradéktagok (z;) megfelels
hatvanyaibol szamolt statisztikdkat, ezek alatt pedig a 99%-os valoszintiségi szinthez tartozo
kritikus értékeket (c) tiintettiik fel (I1d. szoveg).



5. tablazat.
GARCH és normalis GARCH modellek paraméterei, valamint a modellek ma-
radéktagjaibol szamitott Ljung-Box teszt statisztikdk és kritikus értékek.

A MOL részvény 15 perces hozamaibol becsiilt Lévy hatvany

A Lévy ill. normalis sorokban a modellek paramétereinek becsiilt értékei, a
becslések alatt a standard hibak, és a 99%-os konfidencia intervallum felsé

és also hatarai taldlhatok. Az |z]° és 22

sorokban a modellek maradéktagja-
inak (z;) megfelel§ hatvanyaibol szamolt Ljung-Box statisztikdk szerepelnek
negyedrendig bezarolag, zarojelekben a 99%-os valoszintiségi szinthez tartozo

kritikus értékeket tiintettiik fel. A minta mérete 1798.

1 o ) Co C d; \% loglik
Lévy | 0.000129 | 1.38 | 0.85 | 0.000125 | 0.054 | 0.911 | 0.998 | 6426.3
0.000061 | 0.03 | 0.07 | 0.000087 | 0.008 | 0.009
0.000297 | 1.47 | 1.03 | 0.000583 | 0.077 | 0.936
-0.00003 | 1.31 | 0.64 | 0.000045 | 0.034 | 0.885
2 0.00 (9.41) 0.03 (32.7) 0.05 (35.9) 0.07 (36.8)
EAR 0.02 (11.5)  0.03 (29.7) 0.03 (33.6) 0.03 (38.1)
22 0.00 (3.69) 0.00 (19.7)  0.00 (21.0) 0.00 (21.7)
normaélis | 0.001574 0.000005 | 0.039 | 0.805 | 0.883 | 5947.0
0.000214 0.000002 | 0.010 | 0.063
0.002109 0.000014 | 0.065 | 0.911
0.001028 0.000002 | 0.014 | 0.559
2 2.80 (6.18) 2.81 (8.43) 2.95 (11.1) 3.08 (12.2)
22 0.79 (6.35) 2.01 (3.46) 2.80 (10.4) 2.97 (12.6)
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5.2.4. [Illeszkedés vizsgalat

Az el6z6 szakaszban becsiilt GARC H modellek illeszkedésének vizsgilata so-
ran két kérdéssel foglalkozunk: egyik az, hogy a modellek maradéktagjainak
(z;) hatvanyai szignifikinsan autokorrelaltak-e, a mésik pedig az, hogy a Lévy
hatvany GARC H modellek maradéktagjai stabil eloszlasuak-e.

Az elsé kérdés megvalaszolasahoz Ljung-Box teszt statisztikiakat szamol-
tunk a 2, |2]° és 22 adatsorokbol. A § kitevé értéke a modell § paraméterének
becsiilt értéke volt. Az eredményeket a 4-5. tablazatokban lathatjuk. A kri-
tikus értékeket - a tablazatok c sorai - Monte Carlo szimulacioval hataroztuk
meg. Ennek sordan 1000 olyan fiiggetlen, szimmetrikus stabil eloszlast x; min-
tat szimulaltunk, amelyek « indexe megegyezett a modell becsiilt indexével (il-
letve normaélis eloszlas esetén kettével), mérete pedig ugyanakkora volt, mint
az adatsoré, amibsl a modellt becsiiltiik. Ezutan az zy, |7;]° és 27 mintak-
bol Ljung-Box statisztikdkat szamoltunk, végiil meghataroztuk a statisztikak
empirikus eloszlasanak 99%-os kvantiliseit.

A CISCO részvény (4. tablazat) 15 perces adataibol szamolt statisztikak
béven a kritikus értékek alatt vannak - ilyen szempontbdl ezekre az adatokra
illeszkednek legjobban a modellek. A 60 perces adatoknél a Lévy hatvany
GARCH maradéktagokbol szamolt els6rendii statisztikik egy kicsit nagyob-
bak, mint a megfelels kritikus értékek. Erdekes modon a normalis GARCH
modelleknél mar nem ez a helyzet. A CISCO 30 perces adataira a Ljung-Box
statisztikdk alapjan egyik modell illeszkedése sem mondhato jonak. CISCO-
ra csak a maradéktagok hatvanyainak statisztikéit kozoltiik, a maradéktagok
statisztikdi minden modell és idGskala esetén messze a kritikus értékek alatt
voltak. A MOL részvény esetén (5. tablazat, 15 perces adatok) valamennyi
statisztika joval a kritikus értékek alatt van. Ugy tiinik, a Lévy modell egy
kicsit jobban teljesit, mint a normélis.

A fenti GARCH modellek illeszkedésének vizsgalatakor fontos meggy6-
z6dni arrol, hogy egy illeszett GARC H modell maradéktagjai stabil (normélis
ill. Lévy) eloszlasnak-e. Egy adatsor stabilitasat ellendrizhetjiik gy, hogy az
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adatokat n-esével Gsszeadjuk, és az igy kapott mintabol tjra becsiiljiik az «
indexet (ezt tettiik tobb alkalommal az el6z6 fejezetben). Az adatsort SuS (sta-
bility under summation) tulajdonsagunak mondjuk, ha a fenti becslés (&(n))
nem fiigg n-t6l. Szimulalt stabil eloszlastit mintdkban ez jo kozelitéssel tel-
jesiil (13. abra), valodi adatsorokon &(n) kiilénbézé {itemben tart kettShoz
(16. ill. 22. abra). Az SuS tulajdonség formaélisan is tesztelhetd (Fama, Roll
[1971], Hsu, Miller, Wichern [1974], Paolella [2001]). A Fama és Roll altal ja-
vasolt teszt az &(n) — &(1) kiillonbségen alapszik, mig Paolella egyenest illeszt
az &(n) gorbére (ebben az esetben & az index Hill [1975] féle becslését jelenti),
és a meredekség nullatol valo eltérését vizsgalja.

Az alabbiakban néhany példat mutatunk az irodalombol olyan adatsorokra,
amelyeken a fenti SuS tesztek hamis kovetkeztetésre vezethetnek. Hsu, Miller
és Wichern olyan mintakat szimulalnak, amelyek két kiilonb&z6 szorasi, nulla
varhato értéki, normalis eloszlasi részmintabol allnak (a részmintak egymaés
utan vannak flizve, igy a kiilonb6z6 szorasu részek nem keverednek), majd
megmutatjak, hogy a fenti mintéakat Roll tesztje stabilnak fogadja el (a be-
csiilt a-k atlaga 1.5 volt). Ezutén a fenti mintakat permutaljak (a részmintakat
osszekeverik), és az igy kapott mintak stabilitdsat a Roll teszt alapjan elve-
tik. A piaci adatokon hasonlo jelenséget tapasztalnak: a permutalatlan piaci
adatsort a teszt stabilnak fogadja el, a permutaltat viszont nem. A fenti vizs-
galat azért tanulsagos, mert ramutat arra, hogy az SuS tesztek alkalmazasakor
iigyelni kell arra, hogy a mintank azonos eloszlasu elemekbdl alljon. A fentiek
szerint ugyanis, ha a mintank példaul kiilonb6z6 stabil eloszlast részmintédk
Osszeftizésébdl all, akkor ezt a teszt alapjéan tévesen stabilnak vélhetjiik, mert
az aggregacié lényegében a részmintakon beliil marad, amelyek stabilak. Ez
a példa talan mesterkéltnek tiinik els¢ pillantasra, de ha egy val6di piacon
kisebb és nagyobb volatilitasu idGszakok véltogatjak egymast tgy, hogy egy
idgszakon beliil a volatilitas kb. allando, akkor a piaci adatok pontosan a fenti
mesterséges mintédkra fognak hasonlitani.

Az SuS teszt alkalmazhatésdganak mésik fontos feltétele az adatok fiig-
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getlensége. Szamos tanulmény (pl. Akgiray, Booth [1988]) arra hivatkozva
utasitja el a Pareto stabil modellt, hogy a napi, heti, havi hozamokbol becsiilt
a-k nének. Ez a jelenség azonban az Osszefiiggdség kovetkezménye is lehet,
igy a fenti tanulmanyok kovetkeztetése megkérdGjelezhets. Amint a kdvetkezd
példaban latni fogjuk, eléfordul az is, hogy egy Osszefiiggs adatsor (IGARCH
modellel szimulalt adatok) stabilnak latszik. Ghose és Kroner [1995] normé-
lis és t5 (0t szabadséagfoki t) eloszlast innovaciokkal hajtott GARCH(1,1) és
IGARCH (1,1) modelleket szimulalnak, majd azt vizsgaljak, hogy rogzitett n
mellett a mintdk hany szézalékanal éri el &(n) kettt. Az eredmények szerint
&(n) konvergenciaja lassabb a t5 eloszlast innovaciok mellett, mint normaélis
innovaciokkal, tovabba a konvergencia adott eloszlasi innovaciok mellett an-
nél lassabb, minnél nagyobb a perzisztencia (V = ¢; + dy, Id. fent). A V =1
esetben (IGARCH) azokban a modellekben lassubb a konvergencia, ahol ¢;
nagyobb. Az IGARC H modelleket részletesen megvizsgalva Ghose és Kroner
arra a kovetkeztetésre jutnak, hogy ezekben a modellekben &(n) egyaltalan
nem konvergal kett6hoz, hanem kozelit6leg konstans! Ez az eredmény kiilono-
sen érdekes azért, mert az IGARC H modellek a pénziigyi idésorok tobbségénél
jol hasznalhatok (Baillie, Bollerslev [1989], Hsieh [1989], Lumsdaine [1995]),
és pontosan ezeknél a modelleknél vélhetjiik tévesen az SuS tesztek alapjan az
adatsort Pareto stabilnak. Igy megkérdgjelezheték azoknak a tanulmanyoknak
az eredményei, amelyek az adatsorban esetleg meglévé GARCH hatas figyel-
men kiviil hagyasaval, SuS tesztek alapjan nem vetették el a Pareto stabil
hipotézist.

Ezzel elérkeztiink a fejezet, és egyben a dolgozat egyik legérdekesebb kérdé-
séhez: a CISCO és MOL adatokra illesztett Lévy hatvany GARCH modellek
maradéktagjai stabil eloszlastiak-e? A kérdést mindkét részvény esetében a
15 perces hozamokon fogjuk vizsgalni, mert ezekbdl van a legtébb, és mert
ezek maradéktagjai kiilonb6zé hatvanyaibol szamitott Ljung-Box statisztikak
joval a kritikus értékek alatt voltak, igy fiiggetlennek tekinthetjiik ¢ket. Fl6-

szOr a maradéktagokat n-esével aggregaljuk, és az « indexet tjrabecsiiljiik az
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6. tablazat. A Lévy hatvainy GARC H modell maradéktagjainak stabilitasa
n 1 2 3 4 5) 6
CISCO | 1.75{1.89 | 1.94 | 1.96 | 1.98 | 2.00
1.75 | 1.75 | 1.75 | 1.75 | 1.75 | 1.75
1.79 | 1.81 | 1.82 | 1.84 | 1.85 | 1.87
1.70 | 1.68 | 1.66 | 1.65 | 1.65 | 1.64

MOL | 139|143 | 158 |1.75|191]1.95
1.39 1 1.39 | 1.39 | 1.39 | 1.39 | 1.40
1.49 1151 | 1.55 | 1.58 | 1.61 | 1.63
129 11.26 | 1.24 | 1.21 | 1.20 | 1.18

n az aggregéci6 rendje, a CISCO és MOL sorokban a maradéktagokbdl illetve aggre-
gatumaikbol becsiilt « indexek, alattuk a szimuldlt mintakbol illetve aggregédtuma-
ikbol becsiilt « indexek atlaga, majd a konfidencia intervallumok felsg és als6 hatarai
szerepelnek.

aggregatumokbol. Ezutan ugyanezt elvégezziik olyan fliggetlen, szimmetrikus
stabil eloszlast szimulalt mintakbol kiindulva, amelyek a indexe megegyezik
a maradéktagokbol becsiilt o értékével, mérete pedig a maradéktagok min-
tdjanak méretével. 1000 kiindulasi mintabol minden aggregacios szinten ki-
szamitjuk az aggregatumokbol becsiilt o indexek atlagat, valamint a 99%-os
konfidencia intervallumok felsé és als6 hatarait. Az eredményeket a 6. tab-
lazat tartalmazza. Itt n az aggregacio rendje, a CISCO és MOL sorokban a
maradéktagokbdl illetve aggregatumaikbol becsiilt o indexek, alattuk a szi-
muléalt mintakbol illetve aggregatumaikbol becsiilt « indexek atlaga, majd a
konfidencia intervallumok felsG és als6 hatérai szerepelnek. Lathato, hogy a
maradéktagok aggregatumainak indexei gyorsan tartanak kettGhoz, és mind a
konfidencia intervallumokon kiviil esnek (kivétel: MOL, n = 2). Ezzel szemben
a szimulalt mintak aggregdtumaibol becsiilt indexek atlaga lényegében allandé.
A konfidencia intervallumok az aggregacioval szélesednek, ami a mintaméret
csokkenésének tulajdonithatd. Végeredményben tehat a fenti modellek mara-

déktagjainak stabilitasat elvethetjiik.
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Erdemes lenne sok id@sorra elvégezni a fentiekhez hasonld vizsgalatokat,
hiszen az irodalomban talalunk olyan példat is (Mittnik, Paoclella, Rachev
[2000]), amelyben a Lévy hatvany GARCH modell maradéktagjainak stabi-
litdsa nem vethet§ el. Hangsilyoznunk kell tovabba, hogy a Lévy hatvany
GARCH modell mindkét idésorra jobban illeszkedik, mint a normalis hat-
vany GARCH. Nyitott kérdés marad azonban, hogy a GARC H modellekben
milyen eloszlasi innovéaciokat érdemes hasznalni. El6fordulhat, hogy Lévy el-
oszlast innovaciokkal jobban illeszkedik egy GARC H modell, mint példaul ¢
eloszlast innovéciokkal, de a maradéktagok stabilitasat a teszt elveti. Tesztel-
hetGség szempontjabol a Lévy eloszlasok hasznalata ,sebezhet6bb”, mint a ¢

eloszlasoké.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatban a stabil eloszlasok alkalmazhatosagat vizsgaltuk pénziigyi id6-
sorokat leir6 modellekben. A stabil eloszldsok a normaélis eloszlas éltalano-
sitasanak tekinthet6k abban az értelemben, hogy ezek az eloszlasok definicio
szerint fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok normalt Gsszegeinek
hatéreloszlasai. A normaélis eloszlas (amely a stabil eloszlasok csaladjanak
tagja) éppen e tulajdonsiga révén jatszik kiemelt szerepet idGsorok modelle-
zésében, pénziigyi elméletekben, és az ezek érvényességének vizsgalatara al-
kalmazott statisztikai tesztekben. Valahanyszor ugyanis olyan valtozokat kell
modellezniink, amelyek értékét sok egymastol fliggetlen véletlen koriilmény be-
folyasolja, a centralis hatéreloszlas tétele alapjan a normalis eloszlas meriil fel
els jeloltként. A nem normalis stabil eloszlasok (Lévy eloszlasok) azonban a
fenti tétel szerint ugyanigy alkalmazhatok, mint a normaélis.

A Lévy eloszlasok hasznalatanak elterjedését a kozgazdasagi gyakorlatban
tobb koriilmény akadalyozta: nem létezik szorasuk, a stirtiségfiiggvényiiknek
egy-két specidlis esettdl eltekintve nincs explicit alakja, numerikusan viszony-
lag nehezen kezelhetGk, hasznalatuk soran a szokasos statisztikai tesztek egy
része nem alkalmazhato, alkalmazasukhoz a pénziigyi elméletek egy részét tjra
kell gondolni. E helyen is szeretnénk hangsilyozni, hogy a fenti problémak
tobbsége mar megoldott, illetve aktiv kutatasok targya. FKEzzel a dolgozat-
tal szeretnénk e kutatasi folyamathoz hozzajarulni, és a Lévy eloszlasok koz-
gazdasagi alkalmazasainak hazai elterjedését inspirdlni. Sok kozgazdasz eleve
idegenkedik attol a gondolattol, hogy egy kozgazdasagi valtozo szérdsa nem
véges. ,,A priori” azonban a normalis eloszlast is elvethetnénk, hiszen annak
ugyan van szorasa, de a siriségfiiggvényének tartoja nem véges. A Lévy el-
oszlasok numerikus kezelhetGségének kérdése lényegében megoldott: szamos
algoritmus, és (akar az internetrdl ingyenesen let6lthets) szoftver all rendel-
kezésre, amelyekkel a Lévy siirtiségfiiggvény pontjai gyorsan kiszamithatok, a

gorbék kirajzolhatok, és paramétereik gyorsan becsiilhet&k.
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A dolgozatban olyan részvények hozamainak idGsorat modelleztiik, ame-
lyekkel a magyar (BET), és az amerikai piacokon (NYSE, NASDAQ) keres-
kednek. Megvizsgaltuk, hogy a fejlett piacokon mér alkalmazott, stabil eloszla-
sokra épiil6 modellek mennyire hasznalhatok a magyar piacon. A kivalasztott
részvények hozamainak statisztikai tulajdonsigai alapjan 6sszehasonlitottuk a
magyar és a kiilfoldi piacokat, tovabbé vizsgaltuk a magyar piac idGbeni fej-
16dését. A hozamokat kiilonbozs idgskalakon (kotésenként, arvaltozasonként,
és percenként) modelleztiik, és 6sszehasonlitottuk a kiilonb6zé modellek telje-
sitményét. Eredményeinkkel Gj megviladgitasba helyeztiik a pénziigyi piacokon
tapasztalhato ,yvastag farok” jelenséget.

A pénziigyi idGsorok elemzésének fontos alkalmazasi teriilete a piaci kocka-
zatok kezelése. A piaci kockdzatokat mérg VaR (Value at Risk) szamitasanak
szokasos minimalis idShorizontja egy nap. A dolgozatban azt vizsgaltuk, hogy
napon beliili hozamokbol hogyan lehet egy napnél révidebb id6horizontra koc-
kiztatott értéket szdmitani. Erre vonatkoz6 eredményeink a gyakorlatban az
un. ,day trade” poziciokhoz sziikséges alapletétek megéllapitdsakor hasznél-
haték. A napon beliili hozamok modellezésének eredményei az egy napnél
hosszabb idGhorizonti VaR szamitésok soran is alkalmazhatok.

Az eredményeket attekintve gy gondoljuk, hogy érdemes tovabb vizsgalni
a stabil eloszlasok hasznalhatosdgat pénziigyi idGsorokat leir6 modellek ,épi-
t6koveiként”. A stabil eloszlasok hasznalatanak szép elméleti hatteret ad a
centrélis hatareloszlés tétele, és alkalmazéasuk a pénziigyi 6konometriaban var-

hatoan érdekes 1j kutatasi teriiletekre vezet majd.
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