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La Teoria de Juegos

La teoria de juegos estudia situaciones de decisién interactiva
caracterizadas por:

m Un conjunto de agentes.

m Cada agente tiene que adoptar una decision.

m El resultado depende de las decisiones de todos los agentes.

m Cada agente tiene sus propias preferencias sobre el conjunto
de resultados.
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La Teoria de Juegos

La teoria de juegos estudia situaciones de decisién interactiva
caracterizadas por:

m Un conjunto de agentes.

m Cada agente tiene que adoptar una decision.

m El resultado depende de las decisiones de todos los agentes.

m Cada agente tiene sus propias preferencias sobre el conjunto
de resultados.

En palabras de Aumann (2005)

Game theory is optimal decision making in the presence of others
with different objectives.
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Modelos no cooperativos y modelos cooperativos

m La teoria de juegos no cooperativos supone que todos los
elementos del juego y todas las posibilidades de accién se pueden
describir con precisidn e incluirse formalmente en el modelo. Se
consideran estrategias y pagos. Se supone que los agentes adoptan
las estrategias que maximizan sus pagos individuales.

m La teoria de juegos cooperativos supone que los agentes pueden
adoptar acuerdos vinculantes. Considera coaliciones y asignaciones.
Supone que los grupos de agentes asignan los beneficios derivados
de la cooperacién seglin distintas nociones de justicia y equidad.

m Juegos en forma coalicional

m Juegos de utilidad transferible (Juegos TU).
m Juegos de utilidad no transferible (Juegos NTU).

m Juegos de negociacién (son de utilidad no transferible).
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Origenes y desarrollo

m Precursor: Equilibrio de Cournot (1838).

m Primer resultado importante: Teorema Minimax de von Neumann
(1928).

m Trabajo seminal: " The Theory of Games and Economic

.

s

Behavior”von Neumann y Morgenstern (1944).
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Origenes y desarrollo

= Equilibrio de Nash (1950).
m Solucién de negociacién de Nash (1950):

John Nash
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Origenes y desarrollo

= Equilibrio de Nash (1950).

m Solucién de negociacién de Nash (1950):
|
One states as axioms several properties that would seem

natural for the solution to have and then one discovers that
the axioms actually determine the solution uniquely.

m Implementacién de soluciones cooperativas (1953).

John Nash
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Premios Nobel

m Nash, Harsanyi, Selten (1994): Por sus andlisis pioneros del equilibrio
en la teoria de los juegos no cooperativos.

m Aumann, Schelling (2005):
Por sus aportaciones a la comprensién de los conflictos y la cooperacién
por medio del anélisis de la Teoria de Juegos.

m Hurwicz, Maskin, Myerson (2007):
Por sentar las bases de la teoria del disefio de los mecanismos.

= Roth, Shapley (2012):

Por su trabajo en la teoria de las asignaciones estables y el disefio de
mercado.
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1. Juegos cooperativos de utilidad transferible

1. Juegos cooperativos de utilidad transferible



Un proyecto conjunto

Ana, Berta, Carlos, David y Elena

Ana, Berta, Carlos, David y Elena, deciden asociarse para montar un negocio.
Cada uno puede aportar a la empresa ciertas habilidades y un determinado
capital. Después de estudiar la situacién, llegan a la conclusién de que podrian
obtener un beneficio anual de 100(en miles de euros) que tendria que repartirse
entre todos.
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Un proyecto conjunto

Ana, Berta, Carlos, David y Elena

Ana, Berta, Carlos, David y Elena, deciden asociarse para montar un negocio.
Cada uno puede aportar a la empresa ciertas habilidades y un determinado
capital. Después de estudiar la situacién, llegan a la conclusién de que podrian
obtener un beneficio anual de 100(en miles de euros) que tendria que repartirse
entre todos.

m En principio, un reparto de 20 cada uno podria parecer razonable.

m David y Elena han hecho sus célculos, y solos obtendrian un beneficio de
45.

®m Ana, Berta y Carlos, también han hecho sus cuentas, y juntos sélo
obtendrian 25, por lo que les interesa mantener a David y a Elena en el
grupo. Le ofrecen a David y Elena 46, y se repartirian los 54 restantes.

m Carlos, David y Elena analizan su situacién: podrian obtener 70
(> 46 + 18). Ana y Berta no tienen bastante capital para empezar por su
cuenta, deciden cederle 71 a Carlos, David y Elena, y dividir el resto entre
las dos.
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Un proyecto conjunto

m Si Carlos, David y Elena también deciden dividir los 71 a partes
iguales, resulta que Berta, David y Elena pueden obtener
conjuntamente un beneficio de 65, que es mas que lo que el dltimo
reparto les asigna (65 > 2 x 71/3 + 29/2).

Mientras tanto estan perdiendo la oportunidad del negocio, pues ninguno
de ellos quiere actuar sin saber antes cémo se van a repartir los beneficios.
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Un proyecto conjunto

m Si Carlos, David y Elena también deciden dividir los 71 a partes
iguales, resulta que Berta, David y Elena pueden obtener
conjuntamente un beneficio de 65, que es mas que lo que el dltimo
reparto les asigna (65 > 2 x 71/3 + 29/2).

Mientras tanto estan perdiendo la oportunidad del negocio, pues ninguno
de ellos quiere actuar sin saber antes cémo se van a repartir los beneficios.

La teoria de juegos cooperativos proporciona herramientas para
analizar de manera sistematica la situacion teniendo en cuenta el
beneficio potencial de todas las coaliciones.
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Un proyecto conjunto

La siguiente tabla representa el juego completo del ejemplo anterior.

LS v s [vS] S [vO] S [uS)]

{1} 0 {15} | 20 [ {124} ] 35 {3,4,5} 70
{2} 0 {23} | 15 | {125} | 40 {1,2,3,4} | 60
{3} 0 {24} | 25 | {1,3.4} | 40 {1,235} | 65
{4} 5 {25} | 30 | {1,35} | 45 {1,2,45} | 75
{5} | 10 {34} | 30 | {145} | 55 {1,345} | 80
{12} 0 {35} | 35 | {234} | 50 {2,345} | 90
{13} ] 5 {45} | 45 | {235} | 55 || {1,2,3,45} | 100
{1,4} | 15 || {1,23} | 25 | {24,5} | 65 0 0
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Juegos de Utilidad Transferible

Un juego cooperativo de utilidad transferible se representa por un par
(N, v):

m N=1{1,2,...,n} es el conjunto de jugadores,

m v es la funcidén caracteristica, asocia a cada coalicion S C N un nimero
real v(S), con v(0)) = 0.

v(S) es el valor de la coalicién S, representa lo que la coalicién S puede

conseguir sin ayuda de los jugadores fuera de la coalicién. A v(N) se le
denomina valor del juego.
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Juegos de Utilidad Transferible

Un juego cooperativo de utilidad transferible se representa por un par
(N, v):

m N=1{1,2,...,n} es el conjunto de jugadores,

m v es la funcidén caracteristica, asocia a cada coalicion S C N un nimero
real v(S), con v(0)) = 0.

v(S) es el valor de la coalicién S, representa lo que la coalicién S puede
conseguir sin ayuda de los jugadores fuera de la coalicién. A v(N) se le
denomina valor del juego.

I ——
m (N, v) es superaditivo si, para S, T C N tales que SN T = () se verifica:
v(SUT) > v(S)+ v(T).
m (N, c) es subaditivo si, para S, T C N tales que SN T = (), se verifica:

c(SUT)<c(S)+c(T).
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Repartos

Una de las cuestiones fundamentales es el reparto del resultado de la
cooperacion.

Un reparto del juego (N, v) es un vector x = (x1,X2,...,Xn), Xi > 0 Vi, tal
que:

ZX,‘ = v(N).

ieN

I(N, v) denota el conjunto de repartos del juego (N, v).

X; representa la parte que se le asigna en el reparto al agente J.
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Ejemplos

El juego del guante

Tres jugadores desean repartir los beneficios de la venta de un par de guantes.
El jugador 1 tiene un guante de la mano izquierda y los jugadores dos y tres
tienen cada uno un guante de la mano derecha. El par de guantes se vende por
100 euros.
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Ejemplos

El juego del guante

Tres jugadores desean repartir los beneficios de la venta de un par de guantes.
El jugador 1 tiene un guante de la mano izquierda y los jugadores dos y tres
tienen cada uno un guante de la mano derecha. El par de guantes se vende por
100 euros.

La situacién puede representarse como un juego TU, (N, v):

donde N = {1, 2,3},

v(1) =v(2) =v(3) = v(23) =0, y v(12) = v(13) = v(N) = 100.
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Ejemplos

El juego del guante

Tres jugadores desean repartir los beneficios de la venta de un par de guantes.
El jugador 1 tiene un guante de la mano izquierda y los jugadores dos y tres
tienen cada uno un guante de la mano derecha. El par de guantes se vende por
100 euros.

La situacién puede representarse como un juego TU, (N, v):

donde N = {1, 2,3},

v(1) =v(2) =v(3) = v(23) =0, y v(12) = v(13) = v(N) = 100.

Reparto del millon

Un hombre rico muere y le deja un millén de euros a sus tres sobrinos, con la
condicién de que al menos dos de ellos deben de estar de acuerdo en cémo
hacer el reparto entre los tres. En otro caso el millén de euros serd donado a
una institucion.
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Ejemplos

El juego del guante

Tres jugadores desean repartir los beneficios de la venta de un par de guantes.
El jugador 1 tiene un guante de la mano izquierda y los jugadores dos y tres
tienen cada uno un guante de la mano derecha. El par de guantes se vende por
100 euros.

La situacién puede representarse como un juego TU, (N, v):

donde N = {1, 2,3},

v(1) =v(2) =v(3) = v(23) =0, y v(12) = v(13) = v(N) = 100.

Reparto del millon

Un hombre rico muere y le deja un millén de euros a sus tres sobrinos, con la
condicién de que al menos dos de ellos deben de estar de acuerdo en cémo
hacer el reparto entre los tres. En otro caso el millén de euros serd donado a
una institucion.

La situacién puede representarse como un juego TU, (N, v):

donde N = {1,2,3},

v(1) =v(2) =v(3) =0, y v(12) = v(13) = v(23) = v(N) = 1.
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2. Conceptos de solucién

La cuestién fundamental es la seleccién para cada juego, de un reparto o de
un conjunto de repartos que sea admisible para todos los jugadores.

Soluciones y Valores

m Una solucidn para juegos de utilidad transferible es una aplicacidn, ¢,
que a cada juego (N, v) le asigna un subconjunto de repartos:
o(N,v) CI(N,v).

m Un valor es una solucién que a cada juego (N, v) le asigna un dnico
reparto: (N, v) € I(N,v).
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Conceptos de solucién

Los conceptos de solucidn se basan en dos ideas fundamentales.

m Soluciones basadas en nociones de estabilidad:

m El Nicleo (Gillies (1953))
m Conjuntos estables (von Neumann and Morgenstern (1944))
m Conjunto de negociacién (Aumann and Maschler (1964)).

m Soluciones basadas en nociones de justicia y equidad. Proponen
repartos que representan compromisos justos para los jugadores.

m El valor de Shapley (Shapley (1953))
m El nucleolo (Schmeidler (1969))
m El valor de Tijs(Tijs (1981)).
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El Nucleo

Estabilidad:

Ningun jugador, ni ninguna coalicién tiene incentivo para abandonar el
juego pues lo que obtiene con el reparto es al menos lo que puede
garantizarse por si mismo.

Z x;i > v(S), VS C N (Racionalidad colectiva).
i€s
El nicleo del juego (N, v) se define como

C(N,v)={xeR]: ZX,' = v(N),Z xi > v(S), VS C N}

ieN i€S
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El Nucleo

Estabilidad:

Ningun jugador, ni ninguna coalicién tiene incentivo para abandonar el
juego pues lo que obtiene con el reparto es al menos lo que puede
garantizarse por si mismo.

Z x; > v(S), VS C N (Racionalidad colectiva).
i€s

El nicleo del juego (N, v) se define como
C(N,v)={xeR]: ZX,' = v(N),Z xi > v(S), VS C N}
ieN ies

El ndcleo de un juego es un poliedro (compacto y convexo). Puede ser
vacio, tener un Unico elemento o un ndmero infinito de elementos.
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El Nucleo

El Nucleo del Juego del Guante

C(N,v)={x¢€ Ri D xo+x3 > 0, xi+x2 > 100, x1+x3 > 100, x1+x+x3 = 100}

2.1. El nicleo



El Nucleo

El Nucleo del Juego del Guante

C(N,v)={x¢€ Ri D xo+x3 > 0, xi+x2 > 100, x1+x3 > 100, x1+x+x3 = 100}

C(N,v) = {(100,0,0)}
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El Nucleo

El Nucleo del Juego del Guante

C(N,v)={x¢€ R‘j’r D xo+x3 > 0, xi+x2 > 100, x1+x3 > 100, x1+x+x3 = 100}
C(N,v) = {(100,0,0)}
El Nucleo del Juego Reparto del Millon

CINV)={xeRl:x+x>1,x+x>1l,xi+x3>1xi4+x+x=1
+
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El Nucleo

El Nucleo del Juego del Guante

C(N,v)={x¢€ R‘j’r D xo+x3 > 0, xi+x2 > 100, x1+x3 > 100, x1+x+x3 = 100}
C(N, v) = {(100,0,0)}
C(N,v)={x¢e Ri txtxs>lxit x>l xit+x3>1x+x+x =1}

C(N,v) = {0}

2.1. El nicleo



El Nucleo

Otro Juego

v({1}) =0, v({2}) = v({3}) =0,
v({1,2}) =5, v({1,3}) =7, v({2,3}) =4,
v({1,2,3}) = 10.

C(Nw):{xERi:xl—l—XQZS, x1+x3>7, x0+x3>4,x1+x+x3=10}

(00,10)

AN
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El valor de Shapley (1953)

Justicia:

Cada jugador debe recibir un pago en funcién de su aportacién global al
juego.

Los jugadores pueden llegar al juego en orden aleatorio, aportando una
cantidad distinta a la coalicidén en cada caso, su contribucién marginal a
dicha coalicién.

Valor de Shapley de un jugador: media del valor de las aportaciones en
todos los posibles 6rdenes de llegada de los jugadores a las coaliciones.

2.2. El valor de Shapley



Valor de Shapley

Juego del guante Reparto del millén

1 2 3 1 2 3

123 0 100 0 123 | 0 1 0
213 | 100 0 0 213 1 0 0
132 0 0 100 132 | 0 0 1
231 100 0 0 231 | 0 0 1
312 100 0 0 312 1 0 0
321 100 0 0 321 | 0 1 0
200/3 100/6 100/6 1/3 1/3 1/3
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El valor de Shapley (1953)

El valor de Shapley para el jugador i en el juego (N, v) es

ai(v) = 32 =D 6y - (s — i)

SHES

|S|: ndmero de elementos de la coalicién S.

En general, el reparto que proporciona el valor de Shapley no tiene por
qué pertenecer al ntcleo.

2.2. El valor de Shapley



Caracterizacion axiomatica del valor de Shapley

i € N es un jugador nulo en el juego (N, v) si para todas las coaliciones S C N
se cumple que v(SU{i}) = v(S).

Dos jugadores i,j € N son intercambiables si para toda coalicién
S C N\ {i,j}, se cumple que v(SU {i}) = v(SU {j}).

Axiomas

m Eficiencia: Un valor ¢ cumple eficiencia si ), ¢i(v) = v(N).

m Propiedad del jugador nulo: Una valor ¢ cumple la propiedad de jugador
nulo si para todo jugador nulo i € N, ¢;(v) = 0.

m Simetria: Un valor ¢ cumple simetria si para todo par de jugadores
intercambiables i, j € N, i(v) = @;(v).

m Aditividad: Un valor ¢ cumple aditividad si para todo par de juegos
(N,v), (N, w), se cumple (v + w) = p(v) + p(w).

2.2. El valor de Shapley



Caracterizacion axiomatica del valor de Shapley

i € N es un jugador nulo en el juego (N, v) si para todas las coaliciones S C N
se cumple que v(SU{i}) = v(S).

Dos jugadores i,j € N son intercambiables si para toda coalicién
S C N\ {i,j}, se cumple que v(SU {i}) = v(SU {j}).

Axiomas

m Eficiencia: Un valor ¢ cumple eficiencia si ), ¢i(v) = v(N).

m Propiedad del jugador nulo: Una valor ¢ cumple la propiedad de jugador
nulo si para todo jugador nulo i € N, ¢;(v) = 0.

m Simetria: Un valor ¢ cumple simetria si para todo par de jugadores
intercambiables i, j € N, i(v) = @;(v).

m Aditividad: Un valor ¢ cumple aditividad si para todo par de juegos
(N,v), (N, w), se cumple (v + w) = p(v) + p(w).

Teorema (Shapley, 1953)

El dnico valor que cumple Eficiencia, Propiedad del jugador nulo, Simetria y
Aditividad es el valor de Shapley.
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El nucleolo (Schmeidler, 1969)

Solucién socialmente justa:

El jugador o coalicién mas descontento con el reparto no puede estar mejor, el
segundo jugador o grupo mas descontento, también estd lo mejor posible, y
asi sucesivamente.

2.3. El nucleolo



El nucleolo (Schmeidler, 1969)

Solucién socialmente justa:

El jugador o coalicién mas descontento con el reparto no puede estar mejor, el
segundo jugador o grupo mas descontento, también estd lo mejor posible, y
asi sucesivamente.

El exceso de la coalicion S C N con respecto al reparto x € I(N, v) se define

como:
e(S,x) =v(S) = > xi.
ics
Es una medida del grado de descontento de la coalicién con el reparto.
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El nucleolo (Schmeidler, 1969)

Se busca minimizar conjuntamente los descontentos (excesos) de
todas las coaliciones.

Orden lexicografico:

x € R™ es lexicograficamente menor que y € R™ ( x <. y), si x4 < yn
para la primera componente h € {1,2,..., m} en que x e y son distintos.
X2 ysix=yox=<y.

|
x=(1,2,7,4,-20) <, (1,3,7,—4,4) =y

2.3. El nucleolo



El nucleolo (Schmeidler, 1969)

Vector de excesos en orden decreciente: 0(x) € R
0(x) = (e(51,x), ..., e(San—2,x)): contiene los excesos de la coaliciones.

El nucleolo del juego, (N, v), es el reparto que minimiza lexicograficamente el

vector de excesos ordenado.

n(N,v) ={x € I(N,v) : 0(x) 2. 0(y), Vy € I(N,v)}.

Debido a la convexidad y compacidad del conjunto de repartos el nucleolo del

juego se reduce a un Gnico reparto que pertenece al nicleo si éste es no
vacio.

2.3. El nucleolo



El nucleolo

El nucleolo del juego del guante

El nucleolo: (100, 0, 0).
Vector de excesos para este reparto es: (—100,0,0,0,0,0).
Por tanto 6(x) = (0,0,0,0,0,—100) y el maximo exceso de las coaliciones es 0.

El valor de Shapley: (4/6,1/6,1/6).

Los excesos de las coaliciones son: (—4/6,—-1/6,—1/6,1/6,1/6,—2/6),

6(y) =(1/6,1/6,—-1/6,—1/6,—2/6,—4/6).

En el valor de Shapley las coaliciones mas descontentas, {1,2} y {1, 3}, pierden
1/6 con respecto a lo que podrian conseguir por si mismas.

2.3. El nucleolo



El nucleolo

El nucleolo del juego del guante

El nucleolo: (100, 0, 0).
Vector de excesos para este reparto es: (—100,0,0,0,0,0).
Por tanto 0(x) = (0,0,0,0,0, —100) y el maximo exceso de las coaliciones es 0.

El valor de Shapley: (4/6,1/6,1/6).

Los excesos de las coaliciones son: (—4/6,—-1/6,—1/6,1/6,1/6,—2/6),

0(y) = (1/6,1/6,—1/6,—1/6,—2/6,—4/6).

En el valor de Shapley las coaliciones mas descontentas, {1,2} y {1, 3}, pierden
1/6 con respecto a lo que podrian conseguir por si mismas.

El nucleolo del reparto del millén

El nucleolo: (1/3,1/3,1/3).

Los excesos son: (—1/3,-1/3,-1/3,1/3,1/3,1/3).

Q(X) = (1/37 1/3’ 1/37 _1/37 _1/37 _1/3)

Las coaliciones mas descontentas son las coaliciones de dos jugadores, su
exceso es: 1 —2/3=1/3.

2.3. El nucleolo



Para calcular el nucleolo(Maschler, Peleg y Shapley, 197

m Se resuelve, en primer lugar, el problema de minimizacién del maximo

exceso:
min i
s.a: V(S)—ZX,’ <ai, VSCN,S#0
s . 1
ZX,' = v(N) 1)
ienN

x>0, i=1,2,...n.
m Si la solucién éptima, (x*,a), del problema es tnica, x* es el nucleolo;

« . & *

m En otro caso, las restricciones, v(S) —3,.¢ xi < of, para algunas
coaliciones S, en las que dichas restricciones son activas para cualquier
solucién éptima del problema (1), se sustituyen por igualdades,
v(S5) — > ;ceXi = o, y se resuelve el problema resultante.

m Tras un ndmero finito de iteraciones, se obtiene el nucleolo del juego.

Puede probarse que existen coaliciones que alcanzan el maximo exceso en todas
las soluciones 6ptimas del problema. Son aquellas con variables duales no nulas.

laplicando el algoritmo de Kopelowitz(1967).

2.3. El nucleolo



PARA LOS CALCULOS, EL TUGlab
http://193.146.47.208/ TUGlabWEB

2.3. El nucleolo



Con TUGIab

Otro Juego

v({1}) =0, v({2}) = v({3}) =0,

v({1,2}) =5, v({1,3}) =7, v({2,3}) =4,

v({1,2,3}) = 10.

C(Nw):{xERi:xl—l—XQZS, x1+x3>7, x0+x3>4,x1+x+x3=10}

(0,0,10)

AN = nucleolus

shapley

\
\
\
b
\
\
\
\
\
\
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\
\
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/
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2.3. El nucleolo



El profesor visitante. Un juego de costes.

______________________________________________________________________|]
Tres grupos de investigacion pertenecientes a las Universidades de Malaga,
Sevilla y Oviedo invitan a un profesor americano a impartir un curso de Teoria
de Juegos en sus centros respectivos. Para minimizar el coste de la visita
deciden coordinar los cursos y compartir los gastos.

Se trata de proponer repartos del coste total del viaje.
El coste estimado de visitar las posibles coaliciones es:

LS [ [ [6[{L23][{L3}[{23] N |
[ c(S) [] 1500 | 1600 [ 1900 [ 1600 | 2900 [ 3000 | 3000 |

(N, c) es un juego de costes. Es subaditivo.
C(N,c) = {x € R% : g <1500, x, < 1600, x3 < 1900, x -+ x, < 1600,

x1 + x3 < 2900, x2 + x3 < 3000, x1 + x> + x3 = 3000 }

3. Aplicaciones



El profesor visitante. Un juego de costes.

Puede tratarse como un juego de ahorro (N, v), definiendo para S C N,

v(§) = c(i) = c(S).

i€eS
LS [{p [ {2 {3 [{1.2}[{1,3}[{23}| N |
c(S) [ 1500 | 1600 | 1900 | 1600 | 2900 | 3000 | 3000
v(iS) [ o 0 0 | 1500 | 500 | 500 | 2000

3. Aplicaciones



El profesor visitante. Los repartos.

[ S [ [{3]8 [{1.2[{L3}[{23] N ]
c(S) ] 1500 | 1600 | 1900 | 1600 | 2900 | 3000 | 3000
v(S)| 0 | 0 | 0 | 1500 | 500 | 500 | 2000

L 6N, v) [ (N, c) [ ¥(N,v) | v(N,c) |
1] 83333 | 66666 || 875 625
2 || 83333 | 766’66 | 875 725
3 || 33333 | 156666 | 250 1650

3. Aplicaciones
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