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Povzetek

V magistrskem delu se ukvarjamo s problemom doloc¢anja neodvisnostnega stevila
grafa. S pomocjo prevedbe problema 3 — SAT na pripadajoci odlo¢itveni problem
o obstoju neodvisnostne mnozice dane velikosti najprej pokazemo, da ga uvrséamo
med tako imenovane N P-polne probleme. Nato se osredotocimo na dolocanje neod-
visnostnega stevila za razlicne grafe. Dolo¢imo ga za nekatere dobro znane druzine
grafov, kot so polni grafi, polni vecdelni grafi, cikli, hiperkocke itd. Posvetimo se
tudi znani druzini posplosenih Petersenovih grafov GP(n, k). Glede na konstrukcijo
te druzine je jasno, da je zgornja meja neodvisnostnega Stevila za G P(n, k) najve¢
n, ce pa je n liho stevilo, pa celo najve¢ n — 1. V magistrskem delu raziskujemo,
kaksna je prava vrednost neodvisnostnega stevila za razlicne vrednosti parametra k
in s tem ugotavljamo, kako dobra (oziroma slaba) je omenjena zgornja meja.

Kljucne besede: neodvisnostna mnozica, neodvisnostno stevilo, NP - polnost, po-
sploseni Petersenovi grafi
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Abstract

In the master’s thesis we are dealing with the independence number of a graph. We
show, that the well-known problem 3-SAT is reducible to the corresponding decision
problem, the so-called independent set problem, which proves that the independent
set problem is NP-complete. We then determine the independence number for diffe-
rent graphs, including some very well known infinite families of graphs like complete
graphs, multi-partite complete graphs, cycle graphs, hypercube graphs, etc. In the
last part of the thesis we focus on the family of generalized Petersen graphs GP(n, k).
Based on their construction it is clear, that n is the upper bound for the indepen-
dence number for GP(n, k). Moreover, if n is odd, the upper bound is n — 1. In
the master’s thesis we determine the exact value of the independence number for
different values of parameter k.

Key words: independent set, independence number, NP-completeness, the gene-
ralized Petersen graphs
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Poglavje 1
Uvod

Magistrsko delo pripada zanimivemu podro¢ju matematike - teoriji grafov. Ceprav
je ta teorija v svoji osnovi dokaj abstraktna, ima lepo lastnost. Na naraven nacin
lahko grafe (strukture, s katerimi se le-ta ukvarja) konkretno upodabljamo, recimo
na list papirja. Zagotovo pa v prid privla¢nosti tej teoriji govori tudi dejstvo, da
se ta dobro povezuje z realnimi problemi, ki jih na prvi pogled ne bi uvrstili na
matematicno podrocje.

minimalno stevilo “zelenih” intervalov, da bomo skozi krizis¢e spustili vse smeri (v
teh intervalih), pri cemer smeri, ki se krizata, nimata zelene luéi ob istem intervalu
[15]. Bralca vabimo, da poisc¢e primerno interpretacijo tega problema v jeziku teorije
grafov. Namignemo mu lahko, da je povezan z barvanjem vozlis¢ grafa.

Realne probleme, opisane v matematicnem jeziku, pa pokriva tudi teoreti¢no
racunalnistvo - ukvarja se z algoritmi, ki te probleme resujejo. V magistrskem delu
nekaj pozornosti namenimo tudi vprasanju, kako se le-to povezuje s teorijo grafov
(oziroma obratno).

V (diskretni) matematiki je graf diskretna struktura, predstavljena z mnozico
vozlis¢ in povezav med njimi. Formalno ga definiramo kot urejen par dveh mnozic,
I'=(V(I), EI)), kjer V(I') predstavlja neprazno mnozico vozlis¢, F(I") pa mnozico
povezav [16]. Teorija se je zacela razvijati v 18. stoletju, precej stran od danasnjega
formalnega matematicnega jezika. Njen zacetnik je Leonhard Euler, s ¢lankom So-
lutio problematis ad geometriam situs pertinentis [17]. V ¢lanku je objavil resitev,
za tisti Ccas aktualnega, problema Konigsbergskih mostov. Konigsberg (danes Kali-
ningrad) je bilo mesto v takratni Vzhodni Prusiji, razdeljeno na stiri dele in le-te je
povezovalo sedem mostov.

Mescani so zaman skusali najti obhod po mestu tako, da bi preckali vsak most
natanko enkrat in se za tem vrnili na zacetno tocko. Da tezava mescanov nima
resitve, je Leonhard Euler dokazal v zgoraj omenjenem ¢lanku. Ceprav ¢lanek ni
napisan v (danasnjem) jeziku teorije grafov, lahko med njegovimi idejami in to te-
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Slika 1.1: Zemljevid mesta Konigsberg in sedem mostov, ki ga povezuje.

Vir slike: [19]

orijo najdemo veliko vzporednic. Zato Leonhard Euler velja za zacetnika te teorije
[17]. Danes bi rekli, da je Euler v svojem ¢clanku dokazal, da lahko v grafu naredimo
obhod po vseh povezavah tako, da gremo ¢ez vsako povezavo samo enkrat, natanko
tedaj, ko je graf povezan in so vsa njegova vozlis¢a sode stopnje.

Ce problem Konigsbergskih mostov posplosimo in formalno definiramo, re¢emo,
da nas zanima, ali ima dan graf I' Eulerjev obhod. To je samo eno izmed mno-
gih vprasanj, ki si jih lahko zastavimo, ko studiramo grafe. V tem magistrskem
delu nas na primer zanima moc¢ najvec¢je neodvisnostne mnozice v danem grafu.
Neodvisnostna mnozica je mnozica vozlis¢, v kateri nobeni dve vozlisc¢i nista pove-
zani. NajveCja neodvisnostna mnozica je tista, ki ima med vsemi neodvisnostnimi
mnozicami najvecjo velikost. Moc¢ take mnozice imenujemo neodvisnostno stevilo
grafa I" in ga oznacimo z «(I') [16]. Neodvisnostno stevilo podrobneje obravnavamo
v Poglavju 3, kjer se (med drugim) ukvarjamo s tem, kako se neodvisnostno stevilo
povezuje z drugimi karakteristikami grafa, kot recimo dominacijsko ali kli¢no stevilo.
Zanima nas tudi, kaksne so zgornje meje neodvisnostnega stevila nekaterih dobro
znanih druzin grafov in koliko predstavnikov teh druzin jo tudi doseze. Pri polnih
grafih, ciklih ali zvezdah je to zelo trivialna naloga, spet druge druzine zahtevajo
nekoliko ve¢ razmisleka.

Naslednje poglavje (Poglavje 4) je namenjeno vprasanju, kako tezek (v algo-
ritmi¢nem smislu) je problem dolocanja neodvisnostnega stevila grafa. Ko govorimo
o kompleksnosti odlo¢itvenih problemov, obic¢ajno najve¢jo pozornost namenimo
razlikovanju med tako imenovanima razredoma P in NP, pri ¢emer je razred P
vsebovan v razredu N P. Razred P pokriva probleme, za katere poznamo determini-
sti¢ne algoritme, ki jih resijo v polinomskem ¢asu (glede na “velikost” konkretnega
primera oziroma vhodnih podatkov). V njem se nahaja tudi zgoraj omenjena po-
splositev Konigsbergskih mostov na poljubne grafe. Razred NP je razred tistih
problemov, za katere poznamo nedeterministicne polinomske algoritme. V njem
(poleg vseh problemov iz razreda P) najdemo Se veliko ve¢ problemov, ki jih obrav-
nava teorija grafov. Med bolj znane sodijo recimo obstoj Hamiltonovega cikla v
grafu, problem trgovskega potnika, dolocanje kromaticnega stevila grafa, dolocanje
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kromati¢nega indeksa grafa .... Najpomembnejsi problem razreda NP je zagotovo
problem izpolnljivosti izjavnih izrazov (angl. Boolean Satisfiability problem - krajse
SAT), ki ga je v letu 1971 prouceval Stephen Cook. Dokazal je, da lahko vsak pro-
blem, ki se nahaja znotraj N P, v polinomskem ¢asu prevedemo na problem SAT, s
¢imer problem SAT postane tako imenovan N P-poln problem. To je prvi problem,
za katerega je bilo dokazano, da je N P-poln. Ce torej najdemo deterministiéni poli-
nomski algoritem, ki bi resil problem SAT (s ¢imer bi torej dokazali, da je ta problem
v resnici v razredu P), smo nasli deterministi¢ni polinomski algoritem za poljuben
problem iz NP [5, 6]. Z drugimi besedami to pomeni, da je problem SAT vsaj tako
zahteven, kot kateri koli drug problem iz razreda N P. Taksnega algoritma do danes
Se ni nasel nih¢e, vendar to ne dokazuje njegovega neobstoja. Za nas problem SAT
ne bo tako pomemben kot njegova poenostavljena razlicica 3-SAT, za katero je tudi
dokazano, da je N P-poln problem. Kaj vse to pomeni za problem dolocanja neod-
visnostnega stevila, ki ga tematiziramo v tem magistrskem delu? Ce nam uspe najti
prevedbo polinomske ¢asovne zahtevnosti problema 3-SAT na problem dolo¢anja
neodvisnostnega Stevila grafa (hkrati pa pokazemo, da je nas problem sploh res v
razredu N P), s tem pokazemo, da je tudi ta N P-poln.

Zadnje poglavje (Poglavje 5) je najobseznejse poglavje tega magistrskega dela.
Pod drobnogled smo vzeli eno izmed druzin grafov, za clane katere je dolocitev ne-
odvisnostnega stevila nekoliko tezja naloga. To je druzina posplosenih Petersenovih
grafov, ki smo jo obravnavali tudi v diplomskem delu [11]. Ni tezko pokazati, da
je zgornja meja neodvisnostnega Stevila za to druzino najve¢ n (kjer je red obrav-
navanega grafa 2n), ¢e pa je n liho Stevilo, pa celo najve¢ n — 1 [4]. Preveriti,
koliko predstavnikov to mejo dejansko doseze, in ugotoviti, kaksna je v vseh ostalih
primerih prava vrednost neodvisnostnega Stevila, zahteva nekoliko vec¢ dela.



Poglavje 2

Osnovni pojmi

V tem poglavju bomo spoznali kljuéne pojme in rezultate, pomembne za nase ma-
gistrsko delo. Opiramo se na literaturo [7], [11], [14] in [16].

2.1 Teorija grup

Osnovno o grupah

Definicija 2.1. Naj bo G neprazna mnozica in - notranja operacija na G (to je, za
poljubna g1,92 € G je g1 - g2 € G). Tedaj je (G,-) grupa, ¢e velja:

- Operacija - je asociativna, to je, za Vg1, g2, 93 € G je (91 “G2) g3 = g1 (92 “93),
- V mnozici G obstaja nevtralni element e, da za Vg € G veljag-e=e-g =g,

- Vsak g € G ima inverzni element glede na nevtralni element e, to je:
VgeG:(Fg'eG:g-gt=gt-g=e).

Ce dodatno velja Se, da je operacija - komutativna, to je, ¢e za Vg1, g, € G velja
g1 g2 = g2 - g1, je grupa (G,-) komutativna. Kadar gre za komutativno grupo, se
namesto znaka - obi¢ajno uporablja znak +, pri inverznem elementu pa namesto ¢—*
pisemo kar —g.

V splosnem znak za operacijo opuscamo, torej namesto g; - go piSemo gigo in
govorimo kar o grupi G namesto o grupi (G, -).

V grupah velja pravilo krajsanja z leve in z desne strani, to je, za poljubne
T, 91,92 € G velja: £g1 = xg2 = g1 = g2 In 1T = GoT = g1 = G-

Definicija 2.2. Naj bo G grupa in g € G. Tedaj je red grupe G, ki ga oznac¢imo
z |G|, enak stevilu elementov, ki jih G premore. Red elementa g je definiran kot
najmanjse naravno stevilo 7(g) = r € N, da je ¢" = e. Ce tak r ne obstaja, ima ¢
neskoncen red.

Definicija 2.3. Naj bo (G, -) grupa in H C G neprazna podmnozica. Ce je tudi
(H,-) grupa, je H podgrupa grupe G, kar ozna¢imo s H < G.

Dobro znano dejstvo je, da je v konc¢ni grupi G neprazna podmnozica H njena
podgrupa natanko tedaj, ko je H zaprta za podedovano operacijo.

4
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Definicija 2.4. Naj bo G grupa in () # S C G poljubna neprazna podmnozica.
Tedaj je (S) najmanjsa podgrupa grupe G, ki vsebuje S. Mnozico S imenujemo
mnozica generatorjev podgrupe (S), podgrupo (S) pa imenujemo podgrupa grupe
G, generirana s S. Ce je G taka grupa, da obstaja g € G, za katerega je ({g}) = G,
potem je G ciklicna grupa, elementu g pa recemo generator grupe G.

Nekatere druzine grup

Spoznajmo druzini grup, pomembni za to magistrsko delo.

Definicija 2.5 (Ciklicna grupa Z,). Cikli¢cna grupa Z, je komutativna grupa (Z,,
+), kjer je Z,, mnozica ostankov pri deljenju z n, seStevamo pa po modulu n. Grupa
je reda n, nevtralni element grupe je 0, inverzni element elementa 7 pa je n —i. Vsak
k € Z,, za katerega je D(k,n) = 1, je generator grupe Z,.

Zgled. V (Zs,+) je r(2) =4 in r(3) = 8.

Definicija 2.6 (Diedrska grupa D,,). Diedrska grupa (D,, ), kjer je n > 3, je grupa
simetrij pravilnega n-kotnika z operacijo komponiranja preslikav. V¢asih jo zapisemo
kot D, = (r,z:r"=1,22=1,2rz=r"Y = {1,r,r% ... ;r" Lz zr 2r? . 2r™ 1)
kjer r predstavlja “osnovno” rotacijo, z pa eno od zrcaljenj pravilnega n-kotnika.
Ta grupa je reda 2n in ni komutativna.

2.2 Teorija grafov

Osnovno o grafih

Definicija 2.7. Enostaven neusmerjen graf I' = (V(I"), E(I")) je urejeni par dveh
mnozic V(I') in E(I"), kjer V(I') predstavlja neprazno mnozico vozlis¢, E(I') pa je
podmnozica mnozice neurejenih parov razliénih vozlic iz V(T'). Ce je jasno, za kateri
graf gre, namesto I' = (V(I'), E(I")) pisemo kar I' = (V, E). Elementom mnozice
E(T") pravimo povezave grafa. Povezavo {u, v} krajse zapisemo kot uv, kar pomeni,
da uv predstavlja isto povezavo kot vu. Povezavam, ki se stikajo v skupnem vozliscu,
pravimo incidenéne povezave. Ce sta u,v € V(I') taki vozlisci, da je uv € E(T),
potem sta to sosedni vozliséi, kar oznacimo z u~rv oziroma u ~ v, Ce je jasno, za
dvema vozlis¢éema. Kardinalnosti mnozice V(I') pravimo red grafa I" in jo ozna¢imo
z |V (T')| oziroma kar z |T'|.

Dogovor. Dogovorimo se, da bomo v nadaljevanju namesto enostaven neusmerjen
)
graf pisali samo graf in s tem vedno mislili na enostaven neusmerjen graf. Nasi

povezav (med dvema razlicnima vozliséema obstaja ve¢ povezav).

Definicija 2.8. Naj bo I' = (V| E) graf in naj bo v € V. Tedaj mnozici vozlis¢
N@w) = {u € V : vu € E(I')} pravimo odprta okolica (tudi soses¢ina) vozlisca
v, mnozici Njv] = {u € V : vu € E(I')} U {v} pa zaprta okolica vozlisca v. Za
podmnozico vozlis¢ V' C V je N(V') mnozica vseh vozlis¢, ki niso v V', so pa
sosedna z vsaj enim vozlis¢em iz V. Mnozica N[V'] je tako definirana kot N[V'] =
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v

Slika 2.1: Primer upodobitve enostavnega neusmerjenega grafa.

N(V') U V', Kardinalnosti |N(v)| pravimo stopnja (tudi valenca) vozliséa v in jo
ozna¢imo z deg(v). Minimalno stopnjo vozlis¢ v I' oznac¢imo z §(I"), maksimalno
pa z A(T). Ce je §(T') = A(T), je graf regularen in tedaj lahko govorimo o stopnji
grafa. Ce je 0(I') = A(T') = k, je graf k-regularen oziroma stopnje k. Ce je k = 3,
recemo, da je I' kubicen.

Lema 2.1 (Lema o rokovanju). Naj bo I' = (V| E) graf. Tedaj je vsota stopenj vseh
njegovih vozlis¢ enaka dvakratniku stevila njegovih povezav.

Posledica 2.2. Naj bo I' poljuben koncen graf. Tedaj ima I' sodo mnogo vozlisc lihe
stopnje. Ce je torej I' reqularen graf lihe stopnje, je sodega reda. Tako so torej vsi
kubicni grafi sodega reda.

Definicija 2.9. Naj bo I' = (V| E) graf. Zaporedje vozlis¢ (vg, vy, ...,v,) grafa I je
sprehod v I, ¢e za poljuben 1 < i < n veljav;_; ~ v;, to je, ¢e sta poljubni zaporedni
vozlis¢i v tem zaporedju sosednji. Vozliscu vy pravimo zacetno, vozliséu v, pa konéno
vozlisce tega sprehoda, dani sprehod pa je dolzine n. Ce so vse pripadajoce povezave
tega sprehoda paroma razliéne, je to enostaven sprehod, ¢e so paroma razli¢na tudi
vozliséa, gre za pot. Ce je vy = v, je to obhod. Obhodu, v katerem sta enaka samo
Vg in v,, ostala vozlis¢a pa so paroma razlicna, pravimo cikel. Cikel dolzine n se
imenuje n-cikel.

Definicija 2.10. Naj bo I' = (V| E) graf. Tedaj ciklu dolzine |V| v T pravimo
hamiltonski cikel grafa I'.

Povedano drugace, hamiltonski cikel je cikel, ki obisce vsa vozlisca v grafu, zato
je dolzine |V|. Za zgled vzemimo kar graf na sliki 2.1. Slednji vsebuje hamiltonski
cikel, eden izmed njih pa je z rdeco barvo oznacen na sliki 2.2.

Definicija 2.11. Naj bosta I'y = (V4, Ey) in Ty = (V3, Ey) grafa. Tedaj je T'y
podgraf grafa I'y, ¢e je Vi C V5 in Fy C FEj. Ce je Vi = V5, je I'y vpet podgraf
grafa I'y. Ce velja, da je By = {uv € Ey : u,v € Vi}, je graf T'; podgraf grafa I'y,
induciran na V;. V tem primeru ga obi¢ajno oznacimo z oznako I'y[V;].

Definicija 2.12. Naj bo I' = (V, E) graf. Tedaj je I' dvodelen, ¢e lahko mnozico
vozlis¢ V razbijemo na dve neprazni podmnozici V; in V5 tako, da ima vsaka povezava
grafa I' po eno krajisce v V; in drugo v V5.
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Slika 2.2: Hamiltonski cikel.

Izrek 2.3. Naj bo I' = (V, E) graf. Tedaj so naslednje trditve ekvivalentne:
i. Graf T je dvodelen.

1. Vozlisca grafa T’ je mogoce obarvati z dvema barvama tako, da mobeni dve

1s. Graf I' ne premore nobenega cikla lihe dolZine.

Definicija 2.13. Naj bo I' = (V, E) graf. Komplement grafa I", ki ga oznac¢imo z
I'“, je graf z mnozico vozlis¢ V', razliéni vozliséi u in v pa sta v njem sosednji natanko
tedaj, ko nista sosednji v I'.

Definicija 2.14. Naj bo I' = (V, E) graf in naj bo v € V. Komponenta povezanosti
grafa I', ki vsebuje vozlisce v, je mnozica vseh tistih vozlis¢ u € V', za katere v grafu
I obstaja vsaj en sprehod med « in v. Ce ima I' samo eno komponento povezanosti,
kar pomeni, da med poljubnima dvema vozliStema v tem grafu obstaja sprehod,
recemo, da je I' povezan.

Definicija 2.15. Naj bo I' = (V| E) graf. Graf povezav grafa I, katerega oznacimo
z L(T), je graf z mnozico vozlis¢ E, pri tem pa sta dve razliéni povezavi iz E sosednji
vozliséi v L(T"), ¢e imata v I" skupno krajisce (¢e sta incidenéni).

Definicija 2.16. Naj bosta I'y = (V4, Ey) in 'y = (V3, Ey) grafa. Preslikava ¢ :
Vi — V4 je izomortfizem grafov, ¢e je bijektivna in za poljuben par vozlis¢ uq, v, € V4
velja:

up ~r, v1 <= p(u1) ~r, p(v1).

Grafa I'y in I'y sta izomorfna, kar oznacimo z I'y = I'y, ¢e med njima obstaja kak
izomorfizem grafov.

Definicija 2.17. Naj bo I' = (V, E) graf. Avtomorfizem grafa I' je tedaj vsaka
bijekcija ¢ : V' — V| ki ohranja sosednost. Za poljuben par vozlis¢ torej mora
veljati

u ~ v = pu) ~ o).
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Mnozico avtomorfizmov grafa I' oznacimo z Aut(I") in ji reCemo grupa avtomor-
fizmov grafa I, kar je, glede na sledeco trditev, upraviéeno poimenovanje.

Trditev 2.4. Naj bo T' = (V, E) graf. Tedaj je mnozica Aut(T") za obicajno kompo-
niranje preslikav grupa.

Definicija 2.18. Naj bo I' = (V, E)) graf. Podmnozica povezav M C E je prirejanje
v grafu I', ¢e so te povezave paroma neinciden¢éne. V tem primeru za v € V re¢emo,
da je z M nasiGeno, ¢e je krajisée kaksne povezave iz M. Ce je M taksno prirejanje
v grafu I', da so z M nasicena vsa vozlisca v grafu, je M popolno prirejanje.

Slika 2.3: Primer popolnega prirejanja v grafu.

Nekatere druzine grafov
Spoznajmo nekaj osnovnih druzin grafov, ki jih omenjamo v tem magistrskem delu.

Definicija 2.19 (Polni grafi K, in prazni grafi N,;). Naj bo n > 1 naravno Stevilo.
Tedaj je polni graf reda n graf z mnozico vozlis¢ V- = {1,2,...,n}, v katerem med
poljubnima dvema vozlis¢ema obstaja povezava. Oznacimo ga s K,,. Komplementu
polnega grafa, torej K,°, pravimo prazen graf. To je graf brez povezav, obicajno pa
ga oznacimo z N,,.

Slika 2.4: Polna grafa K3 in Kjy.

Definicija 2.20 (Pot P,). Naj bon > 1 naravno stevilo. Tedaj je pot dolzine n—1,
ki jo ozna¢imo s P,, graf z mnozico vozlis¢ V' = {vy,vs,...,v,} in mnozico povezav
E = {v1vg, 0903, ..., 010, }.
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Slika 2.5: Poti P3 in Py.

Definicija 2.21 (Cikli C,,). Naj bo n > 3 naravno stevilo. Tedaj je cikel dolzine n,
ki ga oznac¢imo s C),, graf reda n z mnozico vozlis¢ Z,, edine povezave pa so oblike
{i,i+ 1}, za vse i € Z,. Ce je n sodo §tevilo, je C,, sodi cikel, oziroma cikel sode
dolzine, ¢e pa je n liho Stevilo, je C, lihi cikel, oziroma cikel lihe dolzine.

Slika 2.6: Cikla C5 in Cy.

Ocitno je grupa avtomorfizmov cikla C), izomorfna diedrski grupi D,,. Rotacijsko
simetrijo obi¢ajno ozna¢imo z p, s ¢imer imamo v mislih avtomorfizem, ki vozlisce
i preslika v vozliscée ¢ + 1. Avtomorfizem, ki graf za sodi n zrcali preko osi, ki po-
teka skozi vozisce 4 in njemu nasprotno vozlisce i + 4 , za lihi n pa preko osi, ki
poteka skozi vozlisce i in razpoloviste njemu nasprotne povezave {i + "T_l, 1+ "TH},
pa ozna¢imo s 7.

Opomba. Bralec lahko iz slik 2.4 in 2.6 razbere, da je cikel C3 izomorfen polnemu
grafu Kj.

Definicija 2.22 (Polni ve¢delni grafi K, n,..n, ). Najbodo 1 <ny <mp < --- < my
poljubna naravna stevila. Polni vecdelni graf K,,, , . n, je graf reda ni+ng+- - -+ny,
ki ima nq vozlis¢ “tipa 17, ng vozlis¢ “tipa 27, itd., do n; vozlis¢ “tipa k”. Poljubni
dve vozliséi sta sosednji natanko tedaj, ko nista istega tipa.

Definicija 2.23 (Zvezde S,). Polni dvodelni grafi K ,, s posebno oznako S, so
grafi, imenovani zvezde.

Definicija 2.24 (Hammingovi grafi H(n,q)). Naj bosta n in ¢ poljubni Stevili.
Hammingov graf H(n,q) je tedaj graf, katerega mnozica vozlis¢ sestoji iz vseh n-
teric elementov iz Z,. Dve n-terici (dve vozliséi) sta sosednji natanko tedaj, ko se
razlikujeta v eni komponenti.
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Slika 2.7: Polni vecdelni graf K, 53 in zvezda Sg.

Definicija 2.25 (Hiperkocke Q(n)). Hammingovim grafom H(n,2) re¢emo hiper-
kocke. Ti grafi imajo oznako Q(n).

Izrek 2.5. Hiperkocka Q, je graf reda 2", mnoZica povezav pa je moéin - 21,

Dokaz. Ocitno gre za graf reda 2", saj so vozlisca sestavljena iz vseh n-teric iz Zs.
Da pa ima graf Q,, res n-2""! povezav, pokazemo s pomocjo leme o rokovanju (lema
2.1). Graf premore 2" vozlis¢ in je, ker sta poljubni dve vozliséi povezani natanko
tedaj, ko se razlikujeta v natanko eni komponenti, n-regularen. Po lemi je torej
|E(Q,)] = ®2, kar pa je ravno n - 2"7'.

O

Opomba. V naslednjih poglavjih nas bodo od Hammingovih grafov zanimale samo
hiperkocke.

Slika 2.8: Hiperkocki Q(3) in Q(4).

Naj na tem mestu predstavimo Se enega izmed moznih nacinov konstrukcije
grafov imenovanih hiperkocke. Poljuben graf (), konstruiramo tako, da zdruzimo
dva grafa (),,_1; na nacin, da med seboj povezemo korespondenc¢na vozlis¢a. Primer
taksne konstrukcije grafa @3, ki je “sestavljen” iz dveh grafov @2 (in povezav med
koresponden¢nimi vozlisci), lahko vidimo na sliki 2.9. Povezave parov korespon-
dencnih vozlis¢ so obarvane z rde¢o barvo. Ta predstavitev konstrukcije grafa @),
za n > 2, jasno pokaze, da ima vsak tak graf popolno prirejanje. To dejstvo bomo
uporabili v dokazu izreka 3.8.
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Slika 2.9: Konstrukcija grafa Q3.

Za nas najpomembnejSa druzina je druzina posplosenih Petersenovih grafov.
Najvec pozornosti ji namenimo v Poglavju 5, zato na tem mestu definicijo opuséamo.



Poglavje 3

Neodvisnostno stevilo grafa

V tem poglavju obravnavamo pojem neodvisnostnega Stevila grafa. Bralcu predsta-
vimo, kaj sploh neodvisnostno stevilo je, ga ilustriramo z nekaj zgledi in pokazemo,
kako se to povezuje z nekaterimi drugimi karakteristikami grafa. Za nekatere dobro
znane druzine, ki smo jih spoznali v prejsnjem poglavju, ga tudi teoreti¢no doloc¢imo.
Tudi na tem mestu izpuscamo druzino posplosenih Petersenovih grafov, ki se ji bolj
posvetimo v Poglavju 5. Dotaknemo se tudi vprasanja, kako tezko je dolociti, ozi-
roma izracunati neodvisnostno Stevilo poljubnega grafa, kar bolj natan¢no obdelamo
v naslednjem poglavju (Poglavje 4). Opiramo se na literaturo [2], [6], [16] in [20].

Definicija 3.1. Naj bo I' = (V| E) graf. Podmnozica S C V je neodvisnostna
mnozica grafa I', ¢e za poljubni dve vozliséi u,v € S velja uv ¢ E.

Graf I' ima lahko vec¢ razlicnih neodvisnostnih mnozic. Slika 3.1 prikazuje tri
razlicne neodvisnostne mnozice v istem grafu. Vozlisca neodvisnostne mnozice so v
posameznem primeru obarvana z rdeco barvo.

Slika 3.1: Razlicne neodvisnostne mnozice v istem grafu.

Definicija 3.2. Naj bo S neodvisnostna mnozica v grafu I'. Mnozica S je najvecja
neodvisnostna mnozica grafa I', ¢e v I' ne obstaja neodvisnostna mnozica S’ C V,
za katero je |S’| > |S|. Mnozica S je maksimalna neodvisnostna mnozica grafa I,
¢e v I' ne obstaja neodvisnostna mnozica S’ CV, daje S C 5.

Bralec lahko na sliki 3.1 opazi, da prva neodvisnostna mnozica prikazanega grafa
ni niti maksimalna niti najvecja. V poljubnem grafu I' je vsaka najvecja neodvi-
snostna mnozica tudi maksimalna, ni pa vsaka maksimalna neodvisnostna mnozica

12
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tudi najvec¢ja. Maksimalne neodvisnostne mnozice ne moremo povecati tako, da bi
ji dodali e eno vozlisce (¢e bi, bi dve vozlisci v njej predstavljali povezavo). Kadar
pa govorimo o najvecji neodvisnostni mnozici, pa s tem mislimo, da v obravnavanem
grafu ne obstaja nobena druga neodvisnostna mnozica, ki bi bila vecja od te. Druga
neodvisnostna mnozica na sliki 3.1 je maksimalna, v kar se ni tezko prepricati, saj
vanjo ne moremo dodati nobenega vozlis¢a ve¢ (Ce bi, bi dve vozlis¢i v njej pred-
stavljali povezavo). Tretja neodvisnostna mnozica je najvecja, kar bomo pokazali
v razdelku 3.2. Ker smo spoznali pojem neodvisnostne mnozice, lahko vpeljemo
pojem neodvisnostnega Stevila.

Definicija 3.3 (Neodvisnostno stevilo grafa). Naj bo I' = (V| F) graf in naj bo S
poljubna najvec¢ja neodvisnostna mnozica grafa I'. Kardinalnosti mnozice S pravimo
neodvisnostno stevilo grafa I' in ga oznac¢imo z «(T").

Opomba. Vozliscem, ki so vsebovana v dani neodvisnostni mnozici, pravimo tudi
med seboj neodvisna vozlis¢a. Poudarimo, da se namesto izrazov neodvisnostna
mnozica in neodvisnostno Stevilo uporabljata tudi termina neodvisna mnozica in
neodvisno stevilo. Odlocili smo se za uporabo izrazov neodvisnostna mnozica in
neodvisnostno stevilo.

Oglejmo si precej enostaven primer konkretne situacije, povezane z neodvisnostnim
Stevilom pripadajocega grafa.

Zgled. Srednja Sola organizira Sportno tekmovanje za dijake zakljucnih letnikov. Iz
vsakega izmed §tirih zakljuénih letnikov se lahko prijavita po dva dijaka (upora-
bljamo generi¢ni moski spol). Dijaki se na tekmovanje prijavijo tako, da se odlocijo,
v katerih dveh izmed petih disciplin (plavanje, tek, skok v daljino, met Zogice in
met na kos) bodo tekmovali. Njihovo odlocitev predstavlja tabela 3.1. Sola zeli
dijakom omogociti udelezbo v vseh disciplinah, za katere so se prijavili, vendar ima
stisko s ¢asom. Zeli si, da bi bilo v prvem dnevu tekmovanja izvedenih ¢im veé
razlicnih disciplin, ob tem pa predpostavimo, da lahko dijak v enem dnevu tekmuje
samo v eni disciplini. Odgovoriti Zelimo na vpraSanji, koliko in katere discipline naj
se odvijajo v prvem dnevu tekmovanja. Izbor aktivnosti dijakov prikazuje spodnja
tabela. Imenom disciplin dodelimo naslednje okrajsave: A = plavanje, B = tek, C
= skok v daljino, D = met Zogice in E = met na kos.

Na vprasanje lahko odgovorimo s pomocjo teorije grafov. Tabelo izborov pre-
tvorimo v graf, kjer vsaka disciplina predstavlja svoje vozlisce. Dve vozlisci sta med
seboj povezani, ¢e je (vsaj) en dijak prijavljen na obe pripadajoc¢i disciplini. Iskanje
optimalnega izbora moznih aktivnosti v prvem dnevu ustreza iskanju najvecje neod-
visnostne mnozice v tem grafu. Elementi taksne neodvisnostne mnozice so aktivnosti
(oziroma vozlisca, ki pripadajo tem aktivnostim), ki se bodo izvajale v prvem dnevu,
neodvisnostno stevilo grafa, torej moc te mnozice, pa nam pove najvecje Stevilo ak-
tivnosti, ki jih lahko izvedemo na ta dan. Slika 3.2 prikazuje eno mozno resitev. Ni
tezko videti, da je neodvisnostno stevilo tega grafa res 2. Prvi dan se torej lahko
izvajata dve disciplini, na primer plavanje in met na kos.
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Disciplina alslcelple
Dijaki

1 X | X

2 X | x

3 X | x

4 X X

) X X

6 X X

7 X | X

8 X | X

Tabela 3.1: Izbor aktivnosti osmih dijakov na Solskem tekmovanju.

B

E D

Slika 3.2: Ena mozna resitev zgleda o sestavljanju urnika za Solsko tekmovanje.

Zgornji zgled prikazuje realno situacijo, pri kateri se ob ustreznem modeliranju
v jeziku teorije grafov pojavi koncept neodvisnostnega stevila. Glede na to, da je
Sola ¢asovno omejena in zeli tekmovanje zakljuciti v najkrajSsem moznem casu, nas
lahko zanima tudi, najmanj koliko dni Sola potrebuje, da zakljuci celotno tekmova-
nje. Preden se posvetimo temu vprasanju, spoznajmo Se nekaj dodatnih definicij in
izrekov.

Definicija 3.4. Naj bo I' = (V| E) graf. Preslikava ¢ : V(I') — N je dobro barvanje
vozlise grafa T', Ge za poljubni sosednji vozliséi u ~ v velja c(u) # c(v). Ceje £ € N
najmanjse taksno stevilo, da obstaja v € V| za katerega je c(v) = ¢, je ¢ {-barvanje
vozlis¢ grafa I’

Opomba. Ko studiramo grafe manjsih redov, naravna stevila pogosto nadomestimo
z barvami.

Lema 3.1. Za vsak koncen graf I' = (V, E) obstaja | € N, tako da obstaja dobro
[-barvanje njegovih vozlisc.
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Dokaz leme je precej ociten, saj je v najslabsem primeru [ = |V (I')|, kar pomeni,
da vsako vozlis¢e obarvamo s svojo barvo.

Definicija 3.5. Naj bo I' = (V| E) graf. Najmanjse stevilo k, da obstaja kaksno
dobro k-barvanje vozlisé grafa I, je njegovo kromaticno stevilo. Oznacimo ga z x(I').

Resitev nadaljevanja zgleda o poteku Solskega Sportnega tekmovanja je sedaj
precej enostavna. Bralec lahko opazi, da v tem primeru iS¢emo kromatic¢no Stevilo
grafa iz slike 3.2. Vsak barvni razred (vozlis¢a obarvana z isto barvo) vsebuje tista
vozlisca, ki jim pripadajo aktivnosti, ki se lahko izvajajo v istem dnevu. Ni tezko
videti, da je kromatic¢no Stevilo pripadajocega grafa enako 3, torej Sola potrebuje
3 dni, da izpelje Solsko tekmovanje. Drugi dan se (glede na nas prvi izbor) lahko
izvajata tek in met Zogice, tretji dan pa skok v daljino. Primer ustreznega barvanja
vozlis¢ s tremi barvami prikazuje slika 3.3.

E D

Slika 3.3: Ustrezno barvanje vozlis¢ grafa iz slike 3.2.

Ocitno je kromaticno stevilo povezano s pojmom neodvisnostne mnozice, saj je
vsak barvni razred v resnici neodvisnostna mnozica. Ninujno, da je le-ta najvecja, je
pa zagotovo neodvisnostna. Predstavimo Se zadnji izrek, ki povezuje neodvisnostno
in kromati¢no stevilo grafa in pravzaprav temelji na zgornjem razmisleku.

Izrek 3.2. Naj bo I' = (V, E) koncen graf. Tedaj je x(I') > %

Dokaz. Vseh vozlis¢ je |V(I')|, vsak barvni razred pri poljubnem dobrem barvanju
vozlis¢ grafa I' pa je velikosti najve¢ «a(I'). Od tod torej sledi, da je |V(G)| <
X(I)a(T), od koder dobimo zgornjo neenakost.

[l

Ko studiramo neodvisnostno stevilo grafa, skupaj z njim zelo pogosto obravna-
vamo tudi klicno stevilo grafa.

Definicija 3.6. Naj bo I' graf. Polnemu podgrafu grafa I' pravimo klika, velikosti
najvecjega polnega podgrafa v I" pa njegovo kli¢no stevilo. Ozna¢imo ga z w(T).

Bralec lahko opazi, da je iskanje najvecje neodvisnostne mnozice v grafu I pov-
sem ekvivalentno iskanju najvecje klike v komplementu I'. Neodvisnostni mnozici
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vozlis¢ zato recemo tudi antiklika. Naloge s sestavljanjem urnika za Solsko Sportno
tekmovanje bi se tako lahko lotili tudi na drugacen nacin. Iskali bi najvecjo kliko v
komplementu grafa iz slike 3.2. Ta pristop nam torej prav tako pove, najve¢ koliko
aktivnosti se lahko izvede prvi dan. Komplemet I'“ je prikazan na sliki 3.4, njegov
najvecji polni podgraf pa je K5, kot je bilo tudi pricakovano, saj smo ze pokazali,
da se lahko prvi dan izvajata najvec¢ dve aktivnosti.

B

Slika 3.4: Komplement grafa iz slike 3.2.

Pokazali smo, da se neodvisnostno stevilo povezuje s kar nekaj drugimi karak-
teristikami grafa, povezava s klicnim Stevilom pa je tako moc¢na, da skoraj lahko
recemo, da govorimo o isti stvari. Nekaj besed o tej povezavi dodamo Se v Poglavju
4.

3.1 Neodvisnostno stevilo nekaterih znanih druzin
grafov

V prejsnjem poglavju smo spoznali nekatere druzine grafov, v tem razdelku pa bomo
za vsako izmed teh druzin teoreticno dolocili njihovo neodvisnostno stevilo.

Izrek 3.3. Naj bo n naravno stevilo. Tedaj je o(K,) =1 in a(N,,) = n.

Dokaz. Dokaz tega izreka je precej preprost. Ker so v polnem grafu K, vsa vozlisca
med seboj povezana, je lahko v neodvisnostni mnozici natanko eno vozlisée. V
praznem grafu NN, nimamo povezav, zato je neodvisnostno Stevilo kar enako redu
tega grafa - torej n.

O

n . o
5, nje sodo stevilo,

nl nje liho stevilo.

Izrek 3.4. Naj bon > 3 € N. Tedaj je o(C,,) = {
2

Dokaz. Naj bo S poljubna najvecja neodvisnostna mnozica grafa C,. Ocitno je
1SN {i,i+1}| < 1zavsaki € Z,. Tedaj je torej 2|S| = S0 [SN{i,i+1}| < n, saj
smo v tej vsoti vsako vozlisce steli natanko dvakrat. To pa pomeni, da je |S| < §

oziroma ker je [S| € N, kar |S| < |5]. Za sodi n je torej a(C,) < %, za lihi
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L) [ ]
\A/ .
Slika 3.5: Primer najvecje neodvisnostne mnozice grafa Ky in njegovega komple-
menta (K)® = Np.

n—1

n pa a(C,) < "5=. Naj bo n sodo stevilo. Mnozica vozlisc {0,2,...,n — 2} je
neodvisnostna, saj vsebuje samo soda vozlisca, vsa soda pa so povezana le z lihimi

vozlisci. Vseh sodih vozlisc je natanko %, zato za sodi n velja kar a(C,) = 5. Naj
bo n liho Stevilo. Mnozica vozlisé {0,2,...,n — 3} je (zaradi podobnega razloga

kot tista prej) neodvisnostna mnozica moci %51, zato je to tudi spodnja meja za

2
neodvisnostno stevilo teh predstavnikov in lahko zapisemo o(C,) = %52

]

Slika 3.6: Primer najvecje neodvisnostne mnozice v grafih Cg in C5.

‘ o . =, n je sodo Stevilo,

Izrek 3.5. Naj bo n naravno Stevilo. Tedaj je a(P,) = { % " je liho stevilo.
Dokaz. Naj bo n sodo stevilo. Iz vsakega para vozlis¢ {v;, vi11}, kjer je ¢ liho stevilo
in je 1+ 1 < n, lahko v neodvisnostno mnozico S vzamemo najve¢ eno vozlisce - ker
je m sodo stevilo imamo ravno 7 taksnih parov. Ker s tem upostevamo vsa vozlisca
grafa P,, je a(P,) < 4. Mnozica {vi,vs,vs,...,v,—1} je neodvisnostna, saj vsebuje
samo vozlisca lihega indeksa, ta pa so povezana samo s tistimi sodega. Ker premore
vsa “liha” vozlisca, je moci 3. S tem je za sodi n dolocena tudi spodnja meja za
neodvisnostno stevilo, zato je a(P,) = 3.
Naj bo n liho stevilo. Podobno lahko tudi na tem mestu iz vsakega para vozlis¢
{vi,viz1}, Kjer je i liho Stevilo in je i + 1 < m, v neodvisnostno mnozico S vzamemo

n—1

najvec eno vozlisce. Ker je n liho stevilo, je takih parov “7=, vendar pa s tem ne
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upostevamo vseh vozlisé. Ostane nam Se vozlisée v,. To pomeni, da je a(P,) <

2 Al ) < B Zi 1 c,Up vozlisé
”21 + 1 oziroma a(FP,) < ”;1 Mnozica {vq,vs3,vs, ..., 0 remore samo vozliSéa

lihega indeksa in ker je poljubno tako povezano samo s tistimi sodega indeksa,
je ta mnozica neodvisnostna. Ker premore vsa “liha” vozlis¢a, je moci ”T“ S

tem je postavljena spodnja meja tudi za grafe P, z lihim indeksom n. Velja torej
a(P,) = "T“

m
9 ————0—
Slika 3.7: Primer najvecje neodvisnostne mnozice v grafih Ps in F;.
Izrek 3.6. Naj bodo ny,ns,...,n; taka naravna stevila, da je ny < ng < -+ < ny.

Tedaj je a(Kp, ny...np) = maz({ny,na, ..., ng}).

Dokaz. To dejstvo sledi neposredno iz definicije grafa K, ,,  n», (definicija 2.22).
Ker ima ta graf n, vozlis¢ “tipa 17, ny vozlis¢ “tipa 2”7 ... do ny vozlis¢ “tipa k”
in sta poljubni dve vozlis¢i sosednji natanko tedaj, ko nista istega tipa, so pari
nesosednjih vozlis¢ ravno pari vozlisc istega tipa. Z drugimi besedami lahko re¢emo,
da je poljubno vozlis¢e posameznega tipa povezano z vsemi vozlisci, razen s tistimi,
ki so istega tipa. Vsak tip vozliS¢ torej tvori neodvisnostno mnozico. Poljubna
neodvisnostna mnozica grafa K, n, . sestoji izkljuéno iz vozlis¢ posameznega
tipa, zato je a(Ky, ny,..m,) = mazx({ni,na, ..., ng}).

O

Posledica 3.7. Naj bo n naravno stevilo. Tedaj je a(S,,) = n.

Dokaz. Grafi zvezde S, so v resnici polni ve¢delni grafi K ,, (oziroma polni dvodelni
grafi K ,), zato ta posledica sledi neposredno iz izreka 3.6. ]

Slika 3.8: Najvecja neodvisnostna mnozica grafa Kso; in Ss.
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Izrek 3.8. Naj bo n naravno stevilo. Tedaj je a(Q,) = 2" 1.

Dokaz. Najprej pokazimo, da je graf ), dvodelen z razbitjem mnozice vozlis¢ na
dva enako velika dela. Razbitje ozna¢imo z A U B. Spomnimo se, da je graf dvode-
len natanko tedaj, ko lahko njegova vozlisca obarvamo z dvema barvama tako, da
sta poljubni dve sosednji vozliséi obarvani z razlicno barvo. Vozlis¢a grafa predsta-
vljajo n-terice, kjer je na vsaki komponenti le-te 0 ali 1. Ce vse komponente n-terice
sestejemo po modulu 2, lahko vsakemu vozliséu priredimo stevilo 0 ali 1. Vozlis¢em,
pri katerih na ta nacin dobimo vrednost 1, priredimo rdec¢o barvo, vozliS¢em, pri
katerih na ta nacin dobimo vrednost 0 pa modro. Trdimo, da je to dobro 2-barvanje
vozlis¢ grafa @),. Dve vozlisci grafa sta povezani, ko se razlikujeta v natanko eni
komponenti, torej se vsota njunih komponent razlikuje (za 1). To pomeni, da je
zgoraj definirano barvanje vozlisé res dobro 2-barvanje. Graf (),, ima natanko pol
vozlis¢, ki imajo vsoto komponent po modulu 2 enako 1 (druga polovica vozlis¢ pa
jo ima 0), zato je res tudi to, da je graf @,, dvodelen z razbitjem mnozice vozlis¢ na
dva enako velika dela.

S tem smo pokazali, da je a(Q,) > 2"7!, saj lahko za neodvisnostno mnozico
vzamemo kar eno od mnozic A in B. Pokazati moramo Se, da je to tudi zgornja meja
za a(Qy,). Velja |@Q,| = 2. Spomnimo se, da lahko poljuben graf @,, konstruiramo
tako, da dve “kopiji” grafa ),_; “zdruzimo” na nacin, da med seboj povezemo
korespondenc¢na vozlisca. Oc¢itno je mnozica povezav, ki “zdruzijo” korespondencna
vozlisca dveh (locenih) kopij grafa @),,—1, ravno popolno prirejanje grafa @, in da je
le-to velikosti 2" (kolikor je red grafa @,,_;). Ker lahko v neodvisnostno mnozico
grafa (), oc¢itno od vsake povezave tega popolnega prirejanja vzamemo po najvec
eno vozlisce, tako sledi a(Q,,) < 2", Ker je zgornja meja za neodvisnostno Stevilo
grafa (), enaka spodnji, je s tem izrek dokazan.

[]

Slika 3.9: Primer najvecje neodvisnostne mnozice v grafih ()3 in Q.

3.2 Neodvisnostno stevilo poljubnega grafa

Ce je graf vsebovan v eni izmed druzin, za katero smo neodvisnostno stevilo ze
teoreti¢no izpeljali, je dolocitev neodvisnostnega stevila tega grafa seveda trivialna
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naloga. Na tem mestu nas zanima tezavnost te naloge v primeru, ko nek dani graf ni
vsebovan v kateri izmed znanih (oziroma zgoraj predstavljenih) druzin. Za zacetek
si oglejmo grafa na sliki 3.10. Trdimo, da je neodvisnostno stevilo levega grafa
2, desnega pa 3. Primer ene mozne najvecje neodvisnostne mnozice za oba grafa
predstavlja omenjena slika. Dejstvo, da gre res za najvecji neodvisnostni mnozici,
utemeljimo s pomocjo naslednjega razmisleka.

Naj bo I' = (V, E) graf, S njegova poljubna najvecja neodvisnostna mnozica
in naj bo V=V, UV, U--- UV, ne nujno disjunktna unija, sestavljena iz pod-
mnozic mnozice vozlis¢ grafa I'. Poljubno najvecjo neodvisnostno mnozico pod-
grafa, induciranega na V;, i € {1,2,...,n}, ozna¢imo s S;. Zaradi dejstva da je
V=ViulaU---UV,, ocitno velja S = (VN S)U (VonS)U...U(V,NS) in tako
|S] < |Vin S|+ [VanS|+...+|V,NS|. Ker pa je S neodvisnostna mnozica za cel T,
je V; N S neodvisnostna mnozica za podgraf, induciran na V; in zato [V; N S| < |S;].
To pa pomeni, da je |S| < |Si|+|S2|+ -+ |S,|. Seveda predstavljena zgornja meja
v splosnem ni zelo natancna, saj na S vpliva celotna mnozica povezav E, mi pa
na tem mestu upostevamo samo tiste, ki so vsebovane v podgrafih, induciranih na
vozliscih Vi, i € {1,2,...,n}. Kljub temu se zgoraj opazeno dejstvo v nadaljevanju
(in tudi v naslednjih poglavjih) izkaze za koristno.

Se enkrat si oglejmo sliko 3.10. Naj bo levi graf T'y in desni graf T's. Ty je se-
stavljen iz dveh 3-ciklov, ki ju povezuje ena povezava. Ker vemo, da je a(C3) = 1,
lahko glede na zgornji razmislek z gotovostjo trdimo «(I';) < 2. Ker pa smo po drugi
strani nasli neodvisnostno mnozico take velikosti, je «(T';) = 2. S pomocjo istega
razmisleka lahko dolo¢imo tudi neodvisnostno stevilo grafa I's. Ker je a(C5) =2 in
a(Ks) =1, je a(l'y) < 3. Neodvisnostno mnozico take velikosti smo prav tako nasli,
zato je a(I'y) = 3.

Slika 3.10: Dva grafa in primera njunih najvecjih neodvisnostnih mnozic.

Spomnimo se tudi grafa iz slike 2.1 oziroma 3.1. Bralec lahko opazi, da ta graf,
recimo mu kar I'3, premore hamiltonski cikel (ki je dolzine 8), zato lahko trdimo, da
je a(T's) < 4. Ker smo zanj nasli neodvisnostno mnozico moé¢i 4, je o(I'3) = 4.
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Pri vseh treh zgornjih grafih je za to, da smo dolocili neodvisnostno stevilo grafa,
zadoscal zgornji razmislek. Oglejmo si Se grafa na sliki 3.11. To sta skeletna grafa
ikozaedra in dodekaedra, dveh izmed petih dobro znanih platonskih teles. Posku-
simo dolo¢iti Se njuni neodvisnostni stevili. Naj bo graf ikozaedra I'y (levi graf na
sliki 3.11), graf dodekaedra pa I's (desni graf na sliki 3.11).

Slika 3.11: Grafa ikozaedra in dodekaedra.

Zacnimo z grafom ikozaedra. Vozlisca in povezave vsake izmed prikazanih stirih
barv (rumene, rdec¢e, modre in zelene) predstavljajo induciran podgraf Cs. Bralec
lahko opazi, da smo na ta nacin obarvali vsa vozlisca grafa, ne pa tudi vseh povezav.
Ker smo uporabili §tiri barve, zagotovo velja a(T'y) < 4. Zgornjo mejo smo postavili,
v nadaljevanju pa jo bomo skusali doseci. Da bi jo dosegli, mora biti v (najvecji)
neodvisnostni mnozici, recimo ji S, natanko eno vozlis¢e vsake posamezne barve.
Predpostavimo torej, da je to res (S premore vozlisce vsake posamezne barve). Ker
I’y premore rotacijsko simetrijo reda 3, ki cikli¢no rotira rumena vozlisca, lahko brez
skode za splosnost vanjo damo poljubno rumeno vozlisée, recimo levo spodnje. V
naslednjem koraku nam, glede na povezanost grafa, na izbiro ostane eno modro vo-
zlisce, dve zeleni in tri rdeca, zato je edino modro vozlisée v S natanko doloceno.
V zadnjem koraku imamo na izbiro samo Se po eno zeleno in rdece vozlisce, ker
pa med njima obstaja povezava, pridemo do protislovja, ki pokaze, da velja celo
a(I'y) < 3. Da v resnici tu velja enakost, se prepricamo tako, da poiséemo konkre-
ten primer neodvisnostne mnozice velikosti 3. Ena mozna resitev je prikazana na
sliki 3.12. Postavljena zgornja meja po nasem razmisleku s prejsnje strani tokrat ni
bila natanc¢na, saj pri tem razmisleku nismo upostevali vseh povezav, ampak samo
obarvane.

Oglejmo si se graf I's. Rumena vozlisca in povezave predstavljajo induciran pod-
graf (5, modra induciran podgraf (g, zelena pa prav tako induciran podgraf Cs.
Bralec lahko opazi, da tudi pri tem grafu ne obarvamo vseh povezav. Glede na raz-
mislek, ki smo ga uporabili pri grafu I'y, lahko zapisemo a(T;) < 9. Ce zelimo, da
je ta meja dosezena, mora najvecja neodvisnostna mnozica - ponovno jo oznac¢imo
s S - vsebovati dve rumeni, dve zeleni in pet modrih vozlis¢. Bralec lahko opazi da,
¢e zelimo v S dodati 5 modrih vozlisé, s tem izlo¢imo ali vsa rumena, ali pa vsa
zelena vozlisca. To pa pomeni, da postavljena zgornja meja nikoli ne bo dosezena, s
¢imer dobimo boljso mejo, in sicer a(I's) < 8. Neodvisnostno mnozico s tako moéjo
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zlahka najdemo, zato je a(I's) = 8. Ena mozna resitev je prikazana na sliki 3.12.

Slika 3.12: Grafa ikozaedra in dodekaedra ter primera njunih najvecjih neodvisno-
stnih mnozic.

V splosnem je neodvisnostno stevilo tezko dolociti. Ce graf premore veliko vo-
zlis¢, lahko iskanje postane precej zapleteno. Za grafe I'y, I'y in I's je bila zgornja
meja, predstavljena v zacetku razdelka, dovolj, pri grafih I'y in I'5 pa je bil potreben
Se dodaten razmislek. Kako je z grafi, ki imajo Se ve¢ vozliS¢ in povezav? In s
tistimi, ki ne premorejo oc¢itnih simetrij? Taksen je recimo graf na sliki 3.13. Bralec
se bo najbrz hitro preprical, da je doloc¢itev neodvisnostnega Stevila za ta graf precej
zahtevna naloga.

Slika 3.13: Poljuben graf.

Zapisimo Se, da smo za namen tega magistrskega dela napisali preprost racunalniski
program, ki preverja ali (dani) graf I' premore neodvisnostno mnozico velikosti k.
Vhodna podatka sta torej dva, graf I' in parameter k. Program smo napisali v pro-
gramu Python, ta pa deluje kar po principu “brute-force”, kar pomeni, da preverja
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ustreznost vseh moznih k-elementnih podmnozic mnozice vozlis¢. Program najprej
generira mnozico povezav in mnozico vozlis¢ grafa. V drugem koraku iz mnozice vo-
zliS¢ generira vse mozne podmnozice velikosti k, za njih kreira vse mozne povezave
se, mnozica torej ni neodvisnostna. Za grafe I'y, I'y, I'3 in I'y iz tega poglavja smo z
nasim programom dobili isti rezultat, kot smo ga teoreticno dokazali, program pa je
resitev vrnil takoj. Zelo hitro smo dobili resitev tudi za graf I's (graf dodekaedra).
Program smo najprej zagnali za vrednost parametra k = 9. Zagnali smo ga veckrat,
za odgovor, da takih neodvisnostnih mnozic v grafu ni, je potreboval 6 — 8 sekund.
Da je vrnil primere neodvisnostnih mnozic velikosti 8, je potreboval 4 — 6 sekund.
Za graf, prikazan na sliki 3.13, je program potreboval malce ve¢ ¢asa. Program
smo za vsak parameter k zagnali samo enkrat. Da je potrdil, da graf ne premore
neodvisnostne mnozice moci 15, je potreboval priblizno 12 minut, da pa je poiskal
neodvisnostne mnozice moci 14, pa priblizno 5 minut. Bralec se najverjetneje stri-
nja, da bolj kot je graf zapleten (v smislu velikosti mnozice vozlis¢ in povezav), ve¢
¢asa bo nas program potreboval, da vrne resitev. Na tem mestu se je torej smiselno
vprasati, kako zahteven je problem doloc¢itve neodvisnostnega Stevila za poljuben
graf I'. Odgovoru na to vprasanje namenimo celotno naslednje poglavije.



Poglavje 4

NP-polnost problema dolocitve
neodvisnostnega Stevila grafa

Kot napovedano, se v tem poglavju ukvarjamo z vprasanjem, kako zahteven je pro-
blem dolocitve neodvisnostnega Stevila (poljubnega) grafa. V tem poglavju zato
problem obravnavamo z algoritmiénega vidika. Ce precej poenostavimo, lahko
zapisemo, da probleme razvrséamo v razlicne razrede glede na (doslej) znane al-
goritme, ki probleme resijo in glede na ucinkovitost teh algoritmov. V tem poglavju
bomo predstavili pojem algoritem in kaj razumemo pod terminom zahtevnost algo-
ritma. Glavni cilj je pokazati, da je problem dolo¢anja neodvisnostnega stevila (ozi-
roma kot bomo kasneje rekli, problem doloc¢anja neodvisnostne mnozice) N P-poln
problem. Teorija, ki proucuje algoritme in njihovo zahtevnost, je precej kompleksna
in obsezna. Zato bomo pri nasi obravnavi nekoliko povrsni - izpustili bomo nekatere
formalne definicije oziroma bomo dolocene koncepte predstavili zgolj na intuitivni
ravni. Na$ glavni cilj je, da bralcu to tematiko zgolj priblizamo, v kolikor bi zelel
o njej izvedeti kaj ve¢ in spoznati tudi formalne definicije in izreke, ki jih tematika
pokriva, ga vabimo k branju literature [5] in [6]. Poleg ze omenjenih virov se v tem
poglavju opiramo $e na vire [12], [15], [16], [18] in [21].

4.1 Casovna zahtevnost algoritma v povezavi z
razredoma P in NP

Vsak problem zahteva doloc¢eno strategijo resevanja. Eno izmed njih smo Ze spoznali
v prejSnjem poglavju, ko smo dolocali neodvisnostno stevilo poljubnega grafa. Ta
nas je pri treh grafih pripeljala do koné¢ne resitve problema, pri dveh pa smo jo mo-
rali se nekoliko nadgraditi. Ce strategijo resevanja malce razsirimo in opisemo bolj
podrobno, smo ze blizje opisu algoritma. Algoritem je namre¢ natancéno doloc¢en po-
stopek za resevanje danega problema, ki se izvaja korak za korakom in (praviloma,
¢e gre za eksakten algoritem) vodi do resitve. Ce algoritem za vsak mozen kon-
kreten primer obravnavanega problema vrne (Zeleno) resitev, pravimo, da algoritem
reSi dani problem. Za nek dani problem obi¢ajno obstaja vec¢ razlicnih algoritmov,
vedno pa se je smiselno vprasati, kateri je za nas najbolj optimalen, oziroma najbolj
ucinkovit. Poglejmo na to vprasanje bolj z racunalniskega vidika. Kaj imamo v

24
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mislih, ko zapiSemo, da je algoritem ucinkovit? Ko analiziramo algoritme, lahko
govorimo na primer o njihovi prostorski ali pa ¢asovni zahtevnosti. V tem magistr-
skem delu nas bo zanimala samo ¢asovna zahtevnost.

Casovna zahtevnost (tudi kompleksnost) nekega algoritma je funkcija, ki v od-
visnosti od “velikosti” vhodnih podatkov izraza, najve¢ koliko operacij se bo iz-
vedlo, da bo algoritem vrnil resitev. Pri tem zelimo, da je ta funkcija optimalna
(v smislu, da kaksna funkcija, ki raste pocasneje, ne bi bila ve¢ dobra). Kadar
obravnavamo probleme, ki jih pokriva teorija grafov, “velikost” vhodnih podatkov
obic¢ajno predstavlja stevilo vozlis¢ ali pa stevilo povezav v grafu (lahko tudi vsoto
obeh omenjenih stevil). Casovno zahtevnost obi¢ajno predstavimo z O (anglesko
big O notation), s ¢imer zelimo povedati, da je Stevilo potrebnih operacij za izvedbo
algoritma v okviru nekega vnaprej dolocenega konstantnega faktorja funkcije, ki se
nahaja znotraj notacije O. Ucinkovitost algoritma se kaze s hitrostjo narascanje
njegove casovne zahtevnosti, glede na “velikost” vhodnih podatkov. Hitreje (bolj
strmo) kot naraséa, manj je algoritem ucinkovit. Najbolj trivialen primer ¢asovne
zahtevnosti je konstantna casovna zahtevnost O(1). Gre za konstantno funkcijo, kar
pomeni, da obstaja neka konstanta c, da algoritem ne glede na “velikost” vhodnih
podatkov n za svojo izvedbo porabi najvec ¢ korakov. Za nas taksni algoritmi ne
bodo zanimivi (ker imajo taksno ¢asovno zahtevnost le povsem preprosti problemi),
nekaj ve¢ pozornosti pa namenimo tistim s polinomsko (in eksponentno) ¢asovno
zahtevnostjo. Algoritmu s ¢asovno zahtevnostjo O(p(n)), kjer je p(n) neka poli-
nomska funkcija glede na velikost vhodnih podatkov n, pravimo polinomski casovni
algoritem. Ti algoritmi so izvedljivi v polinomskem casu. Analogno algoritmom z
eksponentno ¢asovno zahtevnostjo pravimo eksponentni ¢asovni algoritmi.

Velik del teorije, ki proucuje algoritme, se ukvarja (samo) s tako imenovanimi
odloc¢itvenimi problemi. Problem je odlocitveni, ¢e nas za vsak konkreten primer
tega problema zanima, ali ima dolo¢eno lastnost ali ne (na primer, ali je dani graf
povezan ali ne, ali je dano Stevilo prastevilo ali ne itd.). Odlo¢itveni problemi so
torej tisti problemi, ki jih lahko resimo izkljuéno z odgovorom DA ali NE. V tem
magistrskem delu se ukvarjamo z neodvisnostnim sStevilom. Problem doloc¢anja le-
tega seveda ni odloc¢itveni problem, saj za odgovor pricakujemo neko konkretno
vrednost. Da ga vanj preoblikujemo, nas mora zanimati ali dani graf I' = (V| F)
premore neodvisnostno mnozico moc¢i k. Zato je na tem mestu primernejsi izraz
problem neodvisnostne mnozice in ne neodvisnostnega stevila.

Razred P je razred odlocitvenih problemov, za katere obstajajo algoritmi poli-
nomske casovne zahtevnosti. Gre torej za odlocitvene probleme, za katere obstaja
algoritem s Gasovno zahtevnostjo oblike O(n*), kjer je k neka konstanta, n pa velikost
vhodnih podatkov. Razred NP je razred tistih odlocitvenih problemov, za katere
obstajajo algoritmi (prav tako) polinomske ¢asovne zahtevnosti, ki zmorejo za vsak
konkreten primer, ki daje pritrdilni odgovor na zastavljeno vprasanje, dejansko pre-
veriti oz. potrditi, da je temu res tako. Razred P in N P nista strogo locena, saj za
vsak problem iz razreda P oc¢itno obstaja algoritem polinomske ¢asovne zahtevnosti,
ki samo preverja ustreznost resitve. Ocitno torej velja P C NP. Vprasanje, ali je
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razred NP dejansko veéji od razreda P (in torej obstajajo problemi, ki so v NP\ P),
je eno od najbolj aktualnih vprasanj na podrocju teorije kompleksnosti algoritmov
in je Se danes odprto. Naj povemo Se to, da imajo dosedaj znani algoritmi, ki resijo
tiste probleme iz razreda N P, za katere (zaenkrat) ne znamo presoditi, ¢e so tudi v
P (oziroma pokazati da niso), eksponentno ¢asovno zahtevnost.

4.2 NP-polni problemi in neodvisnostno Stevilo
grafa

Preden spoznamo razred N P-polnih problemov, poglejmo kaj pomeni (polinomska)
prevedba enega problema na drug problem.

Naj bosta X in Y odloc¢itvena problema. Pravimo, da problem X polinomsko
prevedemo na problem Y, ¢e obstaja funkcija f, ki je izvedljiva v polinomskem casu
(glede na velikost vhodnega problema) in kateri koli primer problema X prevede
(oziroma preslika) v primer problema Y na naéin, da je x; primer problema X, na
katerega odgovorimo z DA natanko tedaj, ko je f(z1) primer problema Y, na kate-
rega odgovorimo z DA.

Spomnimo so zgleda sestavljanja Solskega tekmovanja iz prejSnjega poglavja.
Problem smo resili na dva nac¢ina. Najprej smo v grafu I' iskali najvecjo neodvi-
snostno mnozico, potem pa v njegovem komplementu ' Se kliko najvecje velikosti.
V obeh primerih je bil nas odgovor 2. Problem neodvisnostnega stevila smo ze
predstavili kot odlocitveni problem, to pa lahko naredimo tudi s problemom iska-
nja najvecje klike (v nekem grafu I'). Zanima nas, ali dani graf I' premore kliko
velikosti k. Ce bi ze v prejsnjem poglavju problem neodvisnostnega stevila “obrav-
navali” kot odloc¢itveni problem, bi nas zanimalo, ali obravnavani graf I' premore
neodvisnostno mnozico velikosti 2 in odgovor bi bil, jasno, DA. Odgovor bi bil enak,
¢e bi se vprasali, ali njegov komplement I'“ premore kliko velikosti 2. Ker lahko z
algoritmom polinomske ¢asovne zahtevnosti graf “preoblikujemo” v njegov komple-
ment, se problem iskanja neodvisnostne mnozice lahko v polinomskem ¢asu prevede
v problem najvecje klike. Naj povemo Se to, da nam dejstvo, da lahko problem X v
polinomskem casu prevedemo na problem Y pove, da je Y (v algoritmi¢nem smislu)
vsaj tako zahteven kot problem X (lahko pa tudi bolj).

Ce je X problem, na katerega lahko v polinomskem ¢asu prevedemo vsak pro-
blem iz razreda N P, zanj recemo, da je N P-tezek, ¢e pa dodatno velja se X € NP,
pa da je N P-poln.

Slika 4.1 lepo prikazuje vse razrede problemov, ki jih omenjamo v tem magistr-
skem delu. Bralca opozorimo, da je slika korektna le ob predpostavki P # NP. Za
poljuben N P-poln problem velja, da se vanj polinomsko prevedejo vsi problemi iz
NP. To pomeni, da je za dokaz enakosti P = NP dovolj, da pois¢emo algoritem
polinomske ¢asovne zahtevnosti, ki vrne iskano resitev za samo en problem razreda
N P-polnih problemov. Ker do danes takega algoritma Se niso nasli, velja splosno
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NP-tezki

Kompleksnost problema

Slika 4.1: Razredi problemov ob predpostavki P # N P.

prepricanje, da ta ne obstaja. A kot re¢eno, tudi to (Se) ni dokazano.

Kot smo ze zapisali, zelimo v tem poglavju bralcu pokazati, da je problem neod-
visnostne mnozice res N P-poln. Da bi to naredili, moramo pokazati, da je problem
vsebovan v razredu N P, hkrati pa mora biti vsebovan tudi v razredu N P-tezkih
problemov. Da pokazemo, da je nas problem N P-tezek, je zaradi lepih lastnosti
N P-polnih problemov dovolj najti en sam konkreten primer NP-polnega problema,
ki se polinomsko prevede nanj. V ta namen bomo navedli enega najbolj znanih
rezultatov v svetu teoreticnega racunalnistva, to je lzrek Cook-Levin (izrek 4.1).
Dokaza v tem magistrskem delu ne navajamo, bralec pa si ga lahko ogleda v [5].
Se prej pa moramo predstaviti najbolj znan N P-poln problem, to je problem SAT,
ki ga izrek 4.1 omenja, in Se nekaj dodatne teorije, ki je potrebna za razumevanje
problema SAT.

Spremenljivkam, ki zasedajo samo vrednost 0 ali 1, pravimo Booleove spremen-
ljivke. Najbolj standardni operatorji, ki rac¢unajo s temi spremenljivkami, so nega-
cija, A (operator IN oziroma konjunkcija) in V (operator ALI oziroma disjunkcija).
Predstavljeni so v takem vrstnem redu, kakrsno imajo prednost pri racunanju. Kako
le-ti racunajo (oziroma delujejo na spremenljivke), prikazujeta tabeli 4.1 in 4.2. Iz-
razu, sestavljenemu iz samih Booleovih spremenljivk, pravimo izjavni izraz. Ce na
spremenljivke (in/ali njihove negacije) izjavnega izraza deluje izkljuéno operator V,
temu izrazu pravimo osnovna disjunkcija. Osnovna disjunkcija je torej disjunkcija
Booleovih spremenljivk (in/ali njihovih negacij). Ce je izjavni izraz zapisan kot
konjunkcija osnovnih disjunkcij, kar pomeni, da so ¢leni “loceni” z operatorjem A,
vsak ¢len pa je osnovna disjunkcija, pravimo, da je zapisan v normalni konjunktivni
obliki. Primer taksnega izraza je na primer (z1 V xg V 3V 24) A (T2 V 21) A (Z3).
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Tabela 4.1: Delovanje logi¢nega operatorja negacija.

T y|lxAy|xVy
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Tabela 4.2: Delovanje logi¢nih operatorjev konjunkcija in disjunkcija.

Problem SAT

Problem izpolnljivosti izjavnih izrazov (angl. boolean satisfiability problem - krajse
SAT), je naslednji odlo¢itveni problem. Naj bo dan nek izjavni izraz v normalni
konjunktivni obliki. Vprasanje se glasi, ali lahko nastavimo vrednosti vsake posa-
mezne spremenljivke z;, ki nastopa v tem izjavnem izrazu (oziroma v njem nastopa
njena negacija T;), tako, da izjavni izraz, za ta nabor vrednosti teh spremenljivk,
zavzame vrednost 1. Oglejmo si konkreten zgled.

Za dane vhodne podatke nas zanima, ali lahko nastavimo vrednost spremenljivk na
0 in 1 tako, da bo imel izjavni izraz vrednost 17

Vhodni podatek: (z1V xy VsV zy) A (T2 V1) A (Z3).

Izhodni podatek: DA.

V tabeli 4.3 je razvidno, za katere vrednosti spremenljivk x1, zo, x3 in x4 to velja.

Izrek 4.1 (Izrek Cook-Levin). SAT je N P-poln problem.

Dokaz tega dejstva je omogocil velik preboj v svetu teoreticnega racunalnistva.
Problem SAT je prvi za katerega je bilo dokazano, da je N P-poln. Brez izreka 4.1 bi
bilo N P-polnost ostalih problemov bistveno tezje utemeljiti, saj nebi imeli nobenega
N P-polnega problema, ki bi ga lahko prevedli na trenutno obravnavani problem in
s tem dokazali, da je NP-poln. Spoznajmo Se poenostavljeno razli¢ico problema

SAT, to je problem 3-SAT.

Problem 3-SAT

Naj bo dan izjavni izraz v normalni konjunktivni obliki, kjer v vsaki osnovni dis-
junkciji nastopajo najve¢ 3 spremenljivke (in/ali njihove negacije). Sprasujemo se
isto kot pri problemu SAT, torej ali lahko nastavimo vrednosti vsake posamezne
spremenljivke x; (ali njene negacije ;) tako, da izjavni izraz za ta nabor vredno-
sti teh spremenljivk zavzame vrednost 1. Izjavni izraz za 3-SAT je tako na primer
(x1VaaVay ) AN(xsVEsVIs) AT VasVar) A(ZeV sV Es). Bralec naj se sam preprica,
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1 T2 T3 X4 (ZL’l V x9V I3 V $4) VAN (.CZ’Q V LEl) A (i’g)
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0O 1 1 0 0
0 1 1 1 0
10 0 0 1
1 0 0 1 1
10 1 O 0
10 1 1 0
11 0 0 0
1 1 0 1 0
11 1 0 0
11 1 1 0

Tabela 4.3: Vrednost izjavnega izraza (x1V xaVxsV xy) A (T2 V1) A(T3) za razlicne
vrednosti spremenljivk xq, zo, 3 in z4.

da ima izraz res vrednost 1, ¢e vrednosti spremenljivk nastavimo (na primer) takole:
1~ xg~0, 23~1, 24 ~1, 25 ~1, 26 ~1, 27 ~11in xg ~ 1.

Izrek 4.2. 3-SAT je N P-poln problem.

Dokaza izreka 4.2 v tem magistrskem delu prav tako ne navajamo, bralec pa si ga
lahko ogleda v [5]. S tem preidemo do glavnega dela tega poglavja - pokazati, da je
problem neodvisnostne mnozice N P-poln. To dejstvo zapiSemo v naslednjem izreku
(izrek 4.3). Se enkrat poudarimo, da problem neodvisnostne mnozice sprasuje po
tem, ali dan graf premore neodvisnostno mnozico moci k. Dokaz izreka poteka v
dveh delih. Najprej pokazemo, da je ta problem vsebovan v razredu N P, potem pa
Se, da je N P-tezek.

Pred navedbo izreka dodajmo Se naslednji komentar. Vhodni podatek za pro-
blem 3-SAT je izjavni izraz, zapisan v normalni konjunktivni obliki, kjer v vsakem
¢lenu nastopajo najve¢ 3 spremenljivke (in/ali njihove negacije). Osnovna disjunk-
cija je torej lahko sestavljena tudi z manj kot tremi spremenljivkami. V dokazu
privzamemo, da ima vsaka osnovna disjunkcija natanko tri spremenljivke, zato mo-
ramo pokazati, kako lahko osnovno disjunkcijo z manj kot tremi spremenljivkami
preoblikujemo v njej ekvivalentno z natanko tremi spremenljivkami. Spomnimo se,
kako deluje operator V (tabela 4.2) in si oglejmo tabelo 4.4.

Ce osnovna disjunkcija vsebuje manj kot tri spremenljivke (osnovne ali negirane),
ji lahko dodamo isto spremenljivko, ki v njej ze nastopa in s tem ¢isto ni¢ ne spreme-
nimo “vrednosti” posamezne osnovne disjunkcije (in s tem tudi ne vrednosti izraza
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Tabela 4.4: Delovanje logicnega operatorja V na isto spremenljivko.

v katerem osnovna disjunkcija nastopa). Ce na primer v izjavnem izrazu nastopa
osnovna disjunkcija (Z; V Z3) jo lahko preoblikujemo v (21 VZoVZy) ali (Z1V ZaV Tg).

Izrek 4.3. Problem neodvisnostne mnozice je N P-poln problem.

Dokaz. Pokazimo najprej, da je problem neodvisnostne mnozice vsebovan v razredu
NP. Najbo ' = (V,E) graf in S C V podmnozica mnozice vozlis¢ V' velikosti
k, za katero zelimo preveriti, ali je neodvisnostna. Algoritem, ki preverja, ali je S
neodvisnostna mnozica, mora za vsak par vozlis¢ iz S preveriti, ali med njima ob-
staja povezava (oziroma za vsako vozlisce v € S preveriti, ali je povezano s katerim
drugim vozliscem iz S). Algoritem je torej polinomske ¢asovne zahtevnosti O(k?),
saj je |S| = k.

Sedaj pokazimo, da je problem neodvisnostne mnozice N P-tezek. To dosezemo
tako, da problem 3-SAT s polinomsko prevedbo prevedemo na obravnavani problem.
Naj bo X = C; A Cy A -+ A Cy, izjavni izraz, kjer je vsak ¢len C;, i € {1,2,...,k},
sestavljen kot disjunkcija natanko treh spremenljivk z; (ali njihovih negacij ;).
[zjavnemu izrazu X priredimo pripadajoci graf I' po naslednjem postopku:

1. Za vsak i € {1,2,...,k} vsaki spremenljivki, ki nastopa v C;, priredimo svoje
vozlis¢e in ga poimenujemo po tej spremenljivki. Bralca opozorimo, da se torej
lahko zgodi, da ima ve¢ vozlis¢ isto ime (ker predstavljajo isto spremenljivko),
vendar to ne pomeni, da gre za ista vozlisca, saj ista spremenljivka lahko
pripada vec¢im razlicnim c¢lenom izjavnega izraza. Iz opisanega sledi, da ima
graf 3 - k vozlisc.

2. Vsa vozlisca, ki pripadajo istemu ¢lenu izjavnega izraza X, povezemo med
seboj. Dobimo k polnih grafov reda 3.

3. Med seboj povezemo Se vsa naslednja vozlis¢a - za vsak ¢ vsako pojavitev
vozlis¢éa x; povezemo z vsako pojavitvijo vozliséa z; (vendar le v primeru, e
povezava med poljubnima takima vozliséema Se ne obstaja - graf nima dvojnih
povezav).

Trdimo naslednje:
Izjavni izraz X lahko zavzame vrednost 1 natanko tedaj, ko pripadajoci graf I, pri-
dobljen po zgoraj opisanem postopku, premore neodvisnostno mnozico velikosti k.

= Najprej predpostavimo, da izjavni izraz X za nek nabor vrednosti spremenljivk
{x1,29,...,2,} (In s tem njihovih negacij), zavzame vrednost 1. Za ta nabor vre-
dnosti ima vsak ¢len C;, ¢ € {1,2,...,k} zagotovo vrednost 1, kar pomeni, da ima
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tako vrednost tudi vsaj ena spremenljivka tega clena (x; ali ;). Naj bo I' = (V| E)
graf, pridobljen po zgoraj opisanem postopku. V podmnozico vozlis¢ S C V' po-
ljubno izberemo po natanko eno vozlisce vsakega ¢lena C;, i € {1,2,..., k}, katerega
pripadajoca spremenljivka ima pri omenjenem naboru vrednost 1 (z; ali ;). Glede
na prejsnji premislek to lahko naredimo. Velja |S| = k. Ko smo grafu dodajali pove-
zave, smo to naredili v dveh korakih. Najprej smo med seboj povezali vsa vozlisca,
ki ustrezajo spremenljivkam istega ¢lena - dobili smo k grafov K3. Na tem mestu ni
tezav, da bi bilo katerokoli vozlisce iz S povezano s katerim drugim vozlis¢em iz S,
saj smo za vsak Clen izbrali natanko eno vozlisée. V naslednjem koraku smo za vsak
i€ {1,2,...,n} med seboj povezali Se vsako pojavitev vozliica z imenom x; z vsako
pojavitvijo vozlisca z imenom Z; (razen, e je ta povezava v grafu Ze obstajala). Ce
je x; ~ 1, ne more biti tudi z; ~ 1, saj negirana vrednost spremenljivke tej dodeli
obratno vrednost (glej tabelo 4.1). Prav tako velja obratno. Ker pa v S dodajamo
samo (nekatera) vozlisca, ki ustrezajo spremenljivkam z vrednostjo 1, tudi na tem

torej neodvisnostna mnozica grafa I' in je velikosti k.

< Sedaj predpostavimo, da I premore neodvisnostno mnozico moci k. Ozna¢imo
jo s S. Slednja lahko - glede na konstrukcijo grafa I" - vsebuje po najvec¢ eno vozlisce
vsakega podgrafa K3, ki pripadajo posameznim osnovnim disjunkcijam C;. Se vet,
ker je |S| = k, mora vsebovati po natanko eno vozlisée vsakega od teh podgrafov Kj.
Ker je S neodvisnostna mnozica, prav tako v nekem podgrafu K3 ne sme vsebovati
vozlisca x;, obenem pa v nekem drugem podgrafu K3 Se negacijo T;, saj so ta vozlisca
v grafu povezana. Spremenljivkam izjavnega izraza X lahko tako dodelimo vrednosti
kot sledi. Za vsak i € {1,2,...,n} vrednost spremenljivke z; dolo¢imo takole:

(1) ce je vsaj ena pojavitev vozliséa z; v S, je x; ~ 1,
(1) ce je vsaj ena pojavitev vozliica T; v S, je x; ~ 0,
(731) ¢e v S ni nobene pojavitve vozlisca x; ali T;, vrednost x; izberemo poljubno.

X je zapisan v normalni konjunktivni obliki, kar pomeni, da mora imeti vsaj ena
spremenljivka vsake osnovne disjunkcije vrednost 1. To smo dosegli s prvim in dru-
gim pogojem, zato je popolnoma vseeno, kaksne vrednosti dodelimo spremenljivkam,
ki niso vsebovane v S. Izjavni izraz X bo zasedel vrednost 1 ne glede na te vrednosti.

Pokazati je treba Se, da je prevedba res izvedljiva v polinomskem ¢asu. Poljuben
vhodni podatek za 3-SAT je torej izjavni izraz X = Cy A Cy A --- A Cy, kjer je
vsak ¢len C; sestavljen iz natanko treh spremenljivk z; (in/ali njenih negacij z;,
i€{1,2,3,...,n}). V vsakem takem izrazu skupno nastopa torej 3k spremenljivk.
Pripadajoci graf, lahko ga poimenujemo I'(X), ima natanko 3k vozlisé. Na tem
mestu torej ni tezav, da prevedba ne bi bila polinomske ¢asovne zahtevnosti. V
['(X) je poljubno vozlisée lahko povezano z najve¢ 3(k — 1) + 2 = 3k — 1 vozlisci.
Ker vsakemu od 3k vozlis¢ dodelimo najve¢ 3k — 1 povezav, je prevedba polinomske
casovne zahtevnosti.

O
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Za konec si oglejmo e konkreten zgled konstrukcije grafa. Naj bo X = (2 V
oV w3) A(xaVayVas)A(ZyV TV T) izjavni izraz. Pripadajoci graf je prikazan na
sliki 4.2. Bralec lahko sam preveri, da ima X vrednost 1 za 3 ~ 1, x5 ~1inx; ~ 1
(oziroma 1 ~ 0), pri ¢emer sta vrednosti x5 in x4 poljubni. Vozlis¢a, ki v tem grafu
ustrezajo izbranim spremenljivkam, predstavljajo neodvisnostno mnozico.

Slika 4.2: Prevedba izjavnega izraza na graf z neodvisnostno mnozico.



Poglavje 5

Druzina posplosenih Petersenovih
grafov in njeno neodvisnostno
Stevilo

To poglavje je poleg prejSnjega najpomembnejse poglavje tega magistrskega dela.
Namenjeno je teoretic¢ni izpeljavi neodvisnostnega Stevila za nekatere predstavnike
druzine posplosenih Petersenovih grafov. Najprej podamo definicijo grafov te druzine
in navedemo nekaj rezultatov, ki zanje veljajo. Pri tem izhajamo iz [11] in [16]. V
drugem delu poglavja za nekatere predstavnike te druzine teoreticno doloc¢imo nji-
hovo neodvisnostno Stevilo. V tretjem poglavju, natancneje v razdelku 3.1, smo se ze
srecali s teoreticno izpeljavo neodvisnostnega Stevila nekaterih znanih druzin, ven-
dar je bila le-ta za te druzine relativno lahka naloga. V tem poglavju se bralec lahko
preprica, da kljub temu, da je sama konstrukcija posploSenih Petersenovih grafov
precej enostavna, dolocitev neodvisnostnega Stevila za te grafe ni preprosta naloga.
Pravzaprav zaenkrat neodvisnostno stevilo poljubnega posplosenega Petersenovega
grafa sploh Se ni znano. Znano je le za dolo¢ene poddruzine, ki se jim bomo posvetili
tudi mi. Lo¢eno obravnavamo pet razlicnih skupin te druzine in sicer GP(n, k) za
k€ {1,2,3,4,5} pri poljubnem n. Pri tem izhajamo iz literature [1], [4], [16] in [22].

5.1 Druzina posplosenih Petersenovih grafov

Definicija 5.1 (Posploseni Petersenovi grafi GP(n,k)). Naj bo n > 3 naravno
stevilo in naj bo 1 < k < n — 1. Posploseni Petersenov graf GP(n, k) je tedaj graf
reda 2n z mnozico vozlis¢

V=Au; : i€Z,} U {v; : i €Z,}
in sosednostmi naslednjih oblik: wu; ~ v;, u; ~ w;x1, V; ~ Vg za Vi € Z,.
Opomba. Kot zanimivost omenimo, da je druzina posplosenih Petersenovih grafov

ime dobila po slavnem Petersenovem grafu GP(5,2), ki ga je preuceval danski ma-
tematik Julius Petersen.

33
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Slika 5.1: Petersenov graf GP(5,2) in posplosen Petersenov graf GP(8,1).

Dogovor. Dogovorimo se, da bomo vozlis¢a tipa u; poimenovali zunanja vozlisca, vo-
zlis¢a tipa v; pa notranja (zakaj taksno poimenovanje, je razvidno iz konkretnih upo-
dobitev grafov GP(5,2) in GP(8,1) na sliki 5.1). Podmnozico vozlis¢ grafa GP(n, k),
ki vsebuje samo vsa zunanja vozlis¢a, bomo oznacili z V,,, tisto, ki pa vsebuje samo
vsa notranja, pa z V,,. Podobno povezavam tipa u;u;+; pravimo zunanje, povezavam
tipa v;v;4r pa notranje povezave. Povezavam tipa w;v; pravimo precke. Cikel, ki
ga tvorijo vse zunanje povezave, bomo poimenovali zunanji cikel, vse tiste, ki jih
tvorijo izkljuéno notranje povezave, pa notranji cikli. Na zunanjih vozlis¢ih indu-
ciran podgraf bomo poimenovali zunanji podgraf, na notranjih vozlis¢ih induciran
podgraf pa notranji podgraf.

Trditev 5.1. Za poljubno naravno stevilo n > 3 in poljuben 1 < k < n — 1 velja
GP(n,k)=GP(n,n — k).

Dokaz. Vsako vozlisée v; je povezano z v, in v;_x, v grupi Z, pa je n — k obrat
elementa k, torej n — k = —k. Vsak v; je potemtakem povezan z v (,—r) = vi—g
N v;_(n—k) = Vi—(—k) = Vitk, Kar pomeni, da imata grafa GP(n,k) in GP(n,n — k)
natanko iste povezave.

]

Opomba. Zaradi te trditve je pri sami definiciji posplosenih Petersenovih grafov smi-
selno privzeti £ < g, oziroma kar k£ < 5. V primeru, ko je n sodo stevilo, je namrec
5 sam sebi obrat, torej je v primeru, ko je k = 7, vsako vozlisce v; povezano samo
z dvema drugima vozlis¢ema (u; in v;4) in tak graf ni ve¢ regularen. Ker nas
pri Studiju posplosenih Petersenovih grafov obi¢ajno zanimajo le regularni (torej

kubicni) grafi, privzamemo, da je k < 3.
Zlahka opazimo dva ocitna avtomorfizma grafa GP(n, k), namre¢:

p:uir—>ui+1,vir—>vi+1;i€Zn

TiU U, ViU 1 E DLy

Lahko si predstavljamo, da avtomorfizem p graf vrti, 7 pa zrcali ¢ez izbrano os.
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5.2 Neodvisnostno Stevilo nekaterih predstavni-
kov druzine GP(n,k)

Preden se lotimo lo¢ene obravnave posameznih poddruzin, ki smo jih navedli v uvo-
dnem delu tega poglavja, podajmo zgornjo mejo za neodvisnostno stevilo poljubnega
predstavnika druzine posplosenih Petersenovih grafov.

Lema 5.2. Naj bo n > 3 naravno stevilo in 1 < k < 5. Tedaj velja

n , ¢e je n sodo,
n—1 , cejen liho.

a(GP(n, k) < {

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz konstrukcije druzine. Naj bo S poljubna najvecja
neodvisnostna mnozica grafa GP(n, k). Ker je zunanji podgraf cikel dolzine n, glede
na izrek 3.4 lahko trdimo, da je [SNV,| < [§]. Dolzino notranjih ciklov (oziroma
notranjega cikla) doloca red elementa k v grupi Z, (kar smo v drugem poglavju
oznacili kot r(k)). Ce je D(n, k) = 1, imamo torej en sam cikel dolzine n in ocitno
velja isti razmislek kot za zunanji podgraf (|S NV,| < [2]). Ce pa je D(n, k) # 1,

je notranji podgraf sestavljen iz D(n, k) locenih ciklov dolzine r(k) = ﬁ. \Y
tem primeru vsak izmed njih vsebuje najve¢ | 255 | = LQD&7k)J vozlis¢ mnozice S,

torej S zagotovo ne bo vsebovala vec kot |5 | notranjih vozlisc. Zato lahko recemo,
da za poljubnega predstavnika posplosenih Petersenovih grafov velja |[S N V,| <
| 5]. Neodvisnostno stevilo je enako moci poljubne najvecje neodvisnostne mnozice
vozlise. Ker je S poljubna taka mnozica, je a(GP(n,k)) < |[SNV,| + |SNV,,
oziroma a(GP(n,k)) < [2] + [2]. Ce je n sodo stevilo, torej dobimo neenakost
a(GP(n,k)) <n, ¢e je n liho, pa a(GP(n,k)) <n — 1.

[

Izrek 5.3. Naj bo n > 3 naravno stevilo in k < 5. Graf GP(n, k) je dvodelen
natanko tedaj, ko je n sodo in k liho Stevilo.

Dokaz. (=) Predpostavimo najprej, da je GP(n,k) dvodelen graf. Po izreku 2.3
ne premore lihih ciklov. Zunanja vozlisca tvorijo n-cikel, torej mora biti n sodo
stevilo. Isti izrek (2.3) pravi tudi, da lahko vozliséa dvodelnega grafa obarvamo z
nanji podgraf cikel sode dolzine, lahko na primer zunanja vozlis¢a sodega indeksa,
Ug;, 1 € Ly, obarvamo z belo barvo, zunanja vozlis¢a lihega indeksa, ug; 41,7 € Zy,
pa s ¢rno. To pomeni, da so notranja vozlisca vq;, 4 € Z,, nujno ¢rna, notranja vo-
zliS¢a ugi11,1 € Zy, pa bela. Torej je v notranjem podgrafu grafa GP(n, k) poljubno
vozliste sodega indeksa povezano z vozliséema lihega indeksa (in poljubno vozlisce
lihega indeksa z vozliséema sodega). Za vsak sodi indeks 2i je torej indeks 2i + k lih,
za vsak lihi indeks 2i+1 pa je indeks (2i41)+k sod. 1z tega sledi, da je k liho Stevilo.

(<) Predpostavimo sedaj, da je n sodo in k liho stevilo. Ce premore ustrezno 2-
barvanje vozlis¢, je GP(n, k) po izreku 2.3 dvodelen graf. Ker je n sodo stevilo, lahko
zunanja vozlis¢a sodega indeksa obarvamo na primer s ¢rno, tista lihega indeksa pa
z belo barvo. Z notranjimi vozlis¢i naredimo ravno obratno, torej so vozlis¢a lihega
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indeksa ¢rna, sodega indeksa pa bela. Tako barvanje je ustrezno zaradi dejstva, da
je k liho stevilo, saj je zato poljubno notranje vozlisée lihega indeksa, torej ¢rno
vozlisée, “na obeh straneh” povezano z vozliséi sodega indeksa, ki smo jih obarvali
z belo. S tem je izrek dokazan.

O

Opomba. Lema 5.2 nam pove, da je mo¢ najvecje neodvisnostne mnozice za grafe
GP(n,k), kjer je n sodo stevilo, najve¢ n, izrek 5.3 pa, da je graf GP(n, k) za
sodi n in lihi £ vedno dvodelen. Pri dvodelnem razbitju mnozice vozlis¢ gre v tem
primeru za razbitje na dva enako velika dela (n + n), kar pomeni, da ima tak graf
neodvisnostno mnozico velikosti n (vzamemo kar en cel del dvodelnega razbitja). S
tem smo dokazali naslednjo trditev.

Trditev 5.4. Za vsako sodo naravno stevilo n > 4 in vsako liho Stevilo 1 < k < 5
je a(GP(n,k)) = n.

5.2.1 GP(n,1)

Prva in tudi najbolj trivialna skupina, ki jo obravnavamo, so grafi GP(n,1). Pred-
stavnike te skupine imenujemo prizme, kar glede na njihovo konstrukcijo ni presene-
tljivo. Nekaj primerov (in njihove najvecje neodvisnostne mnozice) si bralec lahko
ogleda na sliki 5.2. Da so to res njihove najvecje neodvisnostne mnozice, potrjuje
izrek 5.5.

Slika 5.2: Primeri najvecjih neodvisnostnih mnozic v grafih GP(4,1), GP(5,1) in
GP(6,1).

Zgornjo mejo neodvisnostnega Stevila za poljubnega predstavnika posplosenih
Petersenovih grafov, torej tudi za grafe GP(n,1), nam podaja lema 5.2. Da je za
grafe, obravnavane v tem razdelku, to kar prava vrednost neodvisnostnega Stevila,
je precej ocitno, a kljub temu podajmo naslednji izrek in njegov dokaz.

Izrek 5.5. Naj bo n > 3 naravno stevilo. Tedaj velja

n , ¢e je n sodo,
n—1 , ¢ejen liho.

a(GP(n,1)) = {
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Dokaz. Ce je n sodo stevilo, lahko uporabimo kar trditev 5.4. V nadaljevanju dokaza
torej privzemimo, da je n liho stevilo. Graf GP(n, 1) je v tem primeru sestavljen iz
dveh lihih ciklov, ki ju povezujejo precke. Naj bo A = {uy; : 0 < i < "} mnozica
moci ”T_l na zunanjih vozliséih in B = {vg;1 : 0 < i < ”T_l} mnozica iste moci
na notranjih vozliscih. Ocitno je AN B = (). Ker pa A premore vozlisca sodega
indeksa, B pa lihega, lahko trdimo tudi to, da je A U B neodvisnostna mnozica.
Ker je |A| + |B] = n — 1, torej velja a(GP(n,1)) > n — 1. Glede na lemo 5.2 je
a(GP(n,1)) <n—1, zato je a(GP(n,1)) =n — 1.

O

5.2.2 GP(n,2)

Druga obravnavana skupina posplosenih Petersenovih grafov je GP(n,2). Za zacetek
si na sliki 5.3 oglejmo nekaj predstavnikov in primere njihovih najvec¢jih neodvisno-
stnih mnozic (to dokazuje izrek 5.10). V tej skupini je seveda tudi Petersenov graf
GP(5,2), ki smo ga predstavili ze na sliki 5.1.

Slika 5.3: Primeri najvec¢jih neodvisnostnih mnozic v grafih GP(6,2), GP(7,2) in
GP(8,2).

Lema 5.6. Naj bo n > 3 naravno stevilo in naj bo S poljubna najvecja neodvisnostna
mnozica vozlis¢ grafa GP(n,2). Tedaj za vsako podmnoZico vozlis¢

Vi = {Uzw Uit1, Ui42, Wit-3, Uit4, Uiy Vig1, Vi42, Vi3, Ui+4}7
i € Ly, velja |SNV;| < 4.

Poljubna podmnozica vozlis¢ V;, i € Z,, definirana kot v lemi 5.6, predstavlja
blok desetih vozlisé, ki ga lahko vidimo na sliki 5.4.

Lema 5.6 nam pove, da poljubna najve¢ja neodvisnostna mnozica S iz vsakega
takega bloka vozlis¢ vzame najve¢ 4 vozliséa (ki so seveda med seboj neodvisna).

Dokaz. Najbo S; =SNV;, 1 € Z,, kjer je V; blok vozlis¢, definiran kot zgoraj. Ker
S za noben i ne vsebuje vozlis¢a u; in vozliséa v; hkrati ({u;v;} so ravno povezave,
imenovane precke), poljuben par vozlis¢ {u;,v;}, i < j < i+ 5, ni v celoti vsebovan
niti v S;. Izrek dokazemo s protislovjem. Predpostavimo, da za nek blok V; velja
|S;] > 5. Po zgornjem premisleku sledi, da je v tem primeru |S;| = 5 in da za vsak
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i i+1 i4+2 i4+3 i+4

Slika 5.4: Blok desetih vozlisé.

par vozlis¢ uj,v; € Vi, @ < j <1+ 5, velja, da je v S; vsebovano natanko eno od
teh dveh vozlisé. Glede na konstrukcijo grafa GP(n,2) (in podmnozice vozlisé V;)
S; vsebuje najve¢ 3 zunanja in najve¢ 3 notranja vozlisca. Za izbor treh med seboj
neodvisnih zunanjih vozlis¢ imamo samo eno moznost. Prikazuje jo slika 5.5, gre pa
za vozliséa {u;, Uiy o, Uiys}

i i+1 i4+2 43 i4+4

Slika 5.5: Izbor treh zunanjih vozlisc.

Zaradi zgoraj omenjenega dejstva, da S; ne premore vozlis¢i v; in w; hkrati,
1 < j <1+ 5, bi morala mnozica S; potem vsebovati ravno Se vozlis¢i v;;1 in v;43,
ki pa sta povezani. S tem pridemo do protislovja, saj smo na zacetku privzeli, da je
mnozica S neodvisnostna.

Obravnavajmo Se moznost, ko S; vsebuje tri notranja vozlis¢a. Za to imamo dva
mozna izbora vozlis¢ in sicer {v;, viv1,viva} ali pa {v;, viv3, viva}. Slika 5.6 prikazuje
prvi omenjen izbor.

i 41 i+2 143 i4+4

Slika 5.6: En mozen izbor treh notranjih vozlisc.

Pri obeh izborih moramo v .S; dodati se dve vozliséi, da bo moéi 5. Za prvi izbor
sta to vozliS¢i u; o in w3, ki sta v GP(n,2) (v resnici v poljubnem grafu GP(n, k))
povezani vozlisci, kar je razvidno tudi na sliki 5.6. Za drugi izbor moramo dodati
vozliSéi w4 in w49, ki sta prav tako (v poljubnem grafu GP(n, k)) povezani vozliséi.
S tem pridemo do protislovja in lema je dokazana.

m
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Poljubna najvecja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,2), ki smo jo oznacili s S,
torej na vsakem bloku desetih vozlis¢ V;, i € Z,, res vzame najve¢ 4 vozlisca, to je
|S N V;| <4. Kaj nam to pove o neodvisnostnem stevilu grafa GP(n,2)? Postavlja
nam (novo) zgornjo mejo za predstavnike te skupine. Oglejmo si spodnjo lemo.

Lema 5.7. Naj bo n > 5 naravno Stevilo. Tedaj velja o(GP(n,2)) < [%].

Dokaz. Naj bo S poljubna najve¢ja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,2). Lema
5.6 pravi, da je za poljuben i € Z, |[S N V;| < 4, kjer je mnozica V; definirana
kot v lemi 5.6. Zato lahko zapisemo 5|S| = Y. |S N V;| < 4n, saj smo v tej
vsoti vsako vozlisce Steli natanko petkrat. Velikost mnozice S je torej najvec 4?”,
to je |S| < . Zaradi dejstva, da je |S| naravno stevilo, sledi |S| < |2 ], oziroma
o(GP(n,2) < |22).

O

Bralec lahko opazi, da s pogojem n > 5 ne izpuscamo nobenega predstavnika
te skupine, saj so, glede na nas dogovor, da je k < 7, posploseni Petersenovi grafi
GP(n,2) definirani le za n > 5. Z lemo 5.7 smo postavili novo zgornjo mejo za
njihovo neodvisnostno stevilo, sedaj pa preverimo, kako dobra je.

Lema 5.8. Naj bo n > 5 naravno stevilo. Zapisimo ga v oblikin =5-qg+1r, ¢ € N
inr€{0,1,2,3,4}. Tedaj je

{Uz'+17uz'+4,vz‘+2, Vips 11 € {07 9. .. ,5(q - 1)}}§ r=0,1
g — {wis1, Uirs, Vigo, vigs 11 € 40,5, 5(q = 1)} U {1} r=2

{Wit1, Wita,Vito,Virs 11 € {0,5,...,5(¢ — 1)} } U{up_1,v,2}; r=

{tit1, Wira, Viga, iz 11 €4{0,5,...,5(¢ = )} U1, un 3,00 2}; 7=

neodvisnostna mnozica grafa GP(n,2).

Preden lemo dokazemo, si oglejmo, kako je sploh sestavljena (neodvisnostna)
mnozica S. Vozlisca grafa GP(n, 2) razdelimo na ¢ = | ] blokov V;, i € {0,5,...,5(¢—
1)}, po 10 vozlis¢, v odvisnosti od ostanka r pa nam tako ostane Se 0, 2, 4, 6 ali 8
vozlis¢. Ta del bomo poimenovali ostanek grafa. Ostanek grafa torej predstavljajo
tista vozlica, ki ne pripadajo nobenemu izmed zgoraj izbranih blokov V;. Ce je na
primer r = 1, sta v ostanku grafa ravno vozliséi u,_; in v,,_1. V naslednjem koraku
mnozici S dodelimo vozlis¢a {u; 1, uii4, Vit Virs} iz vsakega bloka. Da so to, gle-
dano izkljuéno na vsak blok, res med seboj neodvisna vozlisca, je o¢itno. Na sliki 5.7
je shemati¢no predstavljen graf oblike GP(n,2), kjer je r = 0. Vozlisca, obarvana z
rdeco, so vozlisca, ki so vsebovana v mnozici S, rdec¢i pravokotniki pa predstavljajo
zgoraj izbrane bloke desetih vozlis¢ V;. Za vse primere, kjer je r > 1, poleg vseh ze
omenjenih vozlis¢, v .S dodamo se dodatna vozlisca, ki so zapisana v lemi. Ta vozlisca
izberemo iz ostanka grafa. Kar moramo preveriti je, ali je unija mnozice izbranih
vozlis¢ vseh blokov, torej mnozica {1, wirs, Vize,vins i € {0,5,...,5(¢q — 1)}},
skupaj z morebitnimi dodatnimi vozlis¢i v odvisnosti od ostanka r, Se vedno neod-
visnostna mnozica.
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Dokaz. Obravnavamo razlicne primere glede na ostanek r. Naj bo r = 0. Za ta
ostanek je mmnozica S res neodvisnostna, kar je razvidno iz Ze omenjene slike 5.7,
saj med vozlis¢i {w;y1, Uirq, Viv2, virs} poljubnih dveh blokov desetih vozlisc V; in
Vits, 1 € {0,5,...,5(¢—1)}, definiranih kot v lemi 5.6, ni povezave. Mnozica vozlis¢
{Uis1, Uiga, Vigo,vivs 17 € {0,5,...,5(¢ — 1)}} je torej neodvisnostna mnozica. V
primeru, ko je r = 1, v mnozico {u;y1, Uit4, Vi, vivs : ¢ € {0,5,...,5(¢ —1)}} ne
dodamo nobenega dodatnega vozlisca, le-ta pa Se vedno ostaja neodvisnostna, saj
prvo notranje vozlisée prvega bloka (torej vozlisce v,) in zadnje notranje vozlisce
zadnjega bloka vs(4—1)+3 = v,_2 nista povezani. To pomeni, da je S neodvisnostna
tudi za ostanek r = 1.

Slika 5.7: Neodvisnostna mnozica grafa GP(n,2), za r=0.

Naj bor = 2. V tem primeru mnozici {w; 1, it4, Viy2, Vizs 14 € {0,5,...,5(¢—1)}}
dodamo le vozlisce u,, 1. Graf GP(n,2) za r = 2 shematicno prikazuje slika 5.8, kjer
rdeca vozlisca predstavljajo vozlis¢a v mnozici S. V ostanku imamo 4 vozlisca, v S
pa izmed njih dodamo samo u,,_;. Ker to vozlis¢e ni povezano z nobenim vozlis¢em
iz {ti1, Uira, Vizo, Vivs 2 1 € {0,5,...,5(¢ — 1)}}, med njimi pa tudi v tem primeru
povezava ne obstaja, je S tudi za ostanek r = 2 neodvisnostna.

Slika 5.8: Neodvisnostna mnozica grafa GP(n,2), za r=2.

V resnici tudi za ostanka r = 3 in r = 4 ni tezko videti, da je S res neodvisnostna
mnozica. To prikazujeta sliki 5.9 in 5.10, podrobnosti pa prepuscamo bralcu. Ker
je S res neodvisnostna za vsak ostanek r, je s tem lema dokazana.

]

Lema 5.9. Naj bo n > 5 naravno stevilo. Zapisimo ga v oblikin =5-q+r, g € N
inr €{0,1,2,3,4}. Tedaj je neodvisnostna mnozica S grafa GP(n,2), definirana
kot v lemi 5.8, velikosti | *].
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Oy yry

n—9 n—"T n—>5 n—3 n—1 |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Slika 5.10: Neodvisnostna mnozica grafa GP(n,2), za r=4.

Dokaz. 1z konstrukcije mnozice S iz leme 5.8 je jasno, da je |S| = 4q, ko je r enak
0, sicer pa je |S| = 4q+ (r — 1). Pokazati je torej treba, da je 4+ (r — 1) = L%”J za
vse §tiri moznosti, ko je r > 0 (da tudi v primeru, ko je r = 0, velja |S| = [%”J, je
ocitno). Velja | 2] = L@J = 4q + [¥]. Ocitno je |¥| =0, v primeru, ko je r
enak 1. Bralec pa se lahko prav tako direktno preprica, da je [%J =r —1, za ostale
vrednosti parametra r (torej 2 < r < 4).

]

Izrek 5.10. Naj bo n > 5 naravno $tevilo. Tedaj velja a(GP(n,2)) = | 2].

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz lem 5.7, 5.8 in 5.9. Lema 5.7 nam poda zgor-
njo mejo za moé¢ neodvisnostne mnozice v grafu GP(n,2), ki je |%], lema 5.8
pa konstruira neodvisnostno mnozico S, za katero smo z lemo 5.9 pokazali, da
je res velikosti |%]. Zato lahko zapisemo || < a(GP(n,2)) < [%], oziroma
a(GP(n,2)) = |2].

]

5.2.3 GP(n,3)

Tretja skupina posplosenih Petersenovih grafov, ki jo obravnavamo, je GP(n,3).
Za zacetek si na sliki 5.11 oglejmo nekaj predstavnikov te skupine. Rdeca vozlisca
predstavljajo primer najvecje neodvisnostne mnozice. Da so navedene neodvisno-
stne mnozice res najvecje mozne velikosti, potrjuje izrek 5.13. Bralca spomnimo,
da lahko v primeru, ko je n sodo stevilo, za dolocitev neodvisnostnega Stevila za
grafe GP(n,3) uporabimo kar trditev 5.4. Zato se bomo v nadaljevanju posvetiti le
primerom z lihim parametrom n.
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Slika 5.11: Primeri najvecjih neodvisnostnih mnozic v grafih GP(7,3), GP(8,3) in
GP(9,3).

Lema 5.11. Naj bo n > 7 liho Stevilo. Tedaj velja o(GP(n,3)) <n —2.

Dokaz. Naj bo S poljubna najvecja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,3). Lemo
dokazemo s protislovjem in predpostavimo, da je |S| = n—1. Iz razmisleka iz dokaza
leme 5.2 sledi, da mora v tem primeru (da je res |S| = n—1) veljati [SNV,| = %+ in
|ISNV,| = ”T_l Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je SNV, = {ug; : 0 <
i < 23}, Ta vozlisca so na sliki 5.12 obarvana z rdeco barvo. Potemtakem mora
biti SNV, C {vgi11:0<i < "T_?’} U {v,—1}. Ta vozliséa so na isti sliki obarvana z

modro.

Up—5 Up—g Up_3 Up_2 Up_q Ugy uy Uz Ug

Slika 5.12: Zgornja meja neodvisnostnega Stevila v GP(n, 3).

Opazimo, da je [{vgi1 : 0 < i < 252} U{v,1}| = 25+ +1, kar pomeni, da od teh 2
vozlis¢ natanko eno ni vsebovano v S. Iz slike 5.12 je razvidno, da v grafu obstajata
povezavi v, o1 in v, 40,1, zato je |[SNV,| < ”T_1+1—2, oziroma |[SNV,| < ”T_l—l,
kar je v protislovju z [SNV,| = ”T_l S tem je lema dokazana.

]

Za grafe GP(n,3), kjer je n liho stevilo, smo torej postavili novo zgornjo mejo
neodvisnostnega Stevila. Ce za njih obstaja neodvisnostna mnozica velikosti n—2, je
s tem dolo¢ena kar natancna vrednost neodvisnostnega stevila. Oglejmo si naslednjo
lemo.

Lema 5.12. Naj bo n > 7 liho stevilo. Tedaj je mnozica S = {ug; : 0 < i <

2234 U {vgig 1 0 < @ < 252} neodvisnostna mnoZica grafa GP(n, 3).
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Dokaz. Nasliki 5.13 vidimo mnozico S = {ug; : 0 < i < nT_:)’}U{UQi+1 0<i< ”T_E’},
u; in v; ni povezav, je o¢itno. Vsa notranja vozlisca, ki jih premore mnozica .S, so
lihega indeksa, najvec¢ji izmed njih pa je n — 4. Velja k£ = 3, zato je za poljuben
J € Zn, kjer je v; € S, indeks j + 3 manjsi od n, to pa pomeni, da pri preverjanju,
racunati po modulu n. Ker je k liho stevilo in je vsota dveh lihih stevil vedno sodo
stevilo, so vsa notranja vozliséa {vg;11 : 0 < i < ”T’E’} zagotovo med seboj neodvisna.
To pa pomeni, da je S neodvisnostna mnozica grafa GP(n,3).

O
Ni tezko videti, da je neodvisnostna mnozica S, predstavljena v lemi 5.12, veli-
kosti n — 2, saj vsebuje ”T’l zunanjih in ”T’?’ notranjih vozlis¢. Dokaz naslednjega

izreka se tako izpelje s pomocjo leme 5.11 in 5.12.

Izrek 5.13. Naj bo n > 7 naravno stevilo. Tedaj velja

[ n , ¢e je m sodo,
a(GP(n,3)) = { n—2 , c¢ejen liho.

Dokaz. Da za soda Stevila n res velja a(GP(n,3)) = n, sledi neposredno iz trditve
5.4. Naj bo torej n liho stevilo. Glede na lemo 5.11 velja a(GP(n,3)) < n—2, glede
na lemo 5.12 pa a(GP(n,3)) > n — 2. Torej je a(GP(n,3)) =n — 2.

O]

Slika 5.13: Neodvisnostna mnozica S v grafu GP(n, 3).
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5.2.4 GP(n,4)

Cetrta skupina posplosenih Petersenovih grafov, ki jo obravnavamo, je GP(n,4).
Na sliki 5.14 sta prikazana dva predstavnika te skupine, to sta grafa GP(9,4) in
GP(10,4). V tem razdelku za poljuben graf te poddruzine dolo¢imo zgornjo mejo
za njegovo neodvisnostno Stevilo. Kot bomo videli v nadaljevanju, bomo uspeli
pokazati, da je to tudi prava vrednost neodvisnostnega stevila samo za nekatere
predstavnike te poddruzine, in sicer za grafe za katere je n # 4,6,7 (mod 8). Na-
tan¢na vrednost neodvisnostnega stevila za poljubnega predstavnika grafov GP(n, 4)
namre¢ (Se) ni dolo¢ena, oziroma nismo nasli literature, ki bi dokazovala nasprotno.

Slika 5.14: Primera najvecjih neodvisnostnih mnozic v grafih GP(9,4) in GP(10,4).

Lema 5.14. Naj bo n > 9 naravno Stevilo in naj bo S poljubna najvecja ne-
odvisnostna mnozica vozlis¢ grafa GP(n,4). Tedaj za vsako podmmnoZico vozlisé
Vi= {Uiaui+1>ui+27 ey Uik 7, Uiy Vi1, Vig 25 - - >Ui+7}; i € L, velja |S N V;’ < 8.

Spomnimo se, da smo v razdelku 5.2.2 v grafih GP(n,2) obravnavali bloke V;
desetih vozlisé. V tem razdelku v grafih GP(n,4) obravnavamo bloke V; Sestnajstih
vozlis¢é. Poljuben blok V;, definiran kot v lemi 5.14, lahko bralec vidi na sliki 5.15.

Dokaz. Podgraf grafa GP(n,4), induciran na mnozici vozlis¢ V;, premore popolno
prirejanje {u;v;, Uiy1Vig1, - - -, Uit Vis7 . Torej je res [S N V| < 8.
L]

i i+41 i42 i+ 3 44 i+5 i+ 6 i47

Slika 5.15: Blok Sestnajstih vozlisc.

Opomba. Spomnimo se definicije 2.11. V nadaljevanju bomo podgraf grafa G P(n, 4),
induciran na mnozici vozlis¢ V;, definirani kot v lemi 5.14, oznacevali z GP(n,4)[Vi],
oziroma kar z I'[V;], ¢e bo graf GP(n,4) oznacen z I'.
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Dogovor. Kadar v nadaljevanju govorimo o mnozici oziroma bloku vozlis¢ V;, vedno
privzamemo, da gre za blok vozlis¢, definiran kot v lemi 5.14.

Naj bo torej I' = GP(n,4). Nasliki 5.16 lahko vidimo, da podgraf I'[V;] premore
(najvecjo) neodvisnostno mnozico moci 8 (vozlista obarvana z rdeco). Velja torej
a(I[Vi]) = 8, kar izrazimo v naslednji lemi.

Lema 5.15. Naj bon > 9 naravno stevilo in naj bo ' = GP(n,4). Tedaj za poljuben
podgraf T'[V;] velja o(T'[V;]) = 8.

i i+1 i+ 2 i+ 3 i+4 i+ 5 i+6 i+7

Slika 5.16: Neodvisnostna mnozica podgrafa I'[V;].

Lema 5.16. Naj bo n > 9 naravno stevilo in naj bo I' = GP(n,4). Najvecja
neodvisnostna mnoZica podgrafa I'[V;] je enoliéno dolocena.

Dokaz. Naj bo S najvecja neodvisnostna mnozica podgrafa I'[V}], i € Z,. Glede na
lemo 5.15 velja | S| = 8. Podgraf, induciran na zunanjih vozlis¢ih, predstavlja pot P,
torej S (glede na izrek 3.5) na zunanjih vozliséih vzame najvec 4 vozlisca. Podgraf,
induciran na notranjih vozlis¢ih, predstavlja stiri (locene) komponente grafa K, to-
rej S (glede na izrek 3.3) tudi na notranjih vozliséih lahko vzame najve¢ 4 vozlisca.
Ker je |S| = 8, ti dve dejstvi, skupaj s tem, da I'[V;] premore tudi popolno prire-
janje {u;v;, wir1Viy1, - .., UitT, Vit7}, pokaZeta, da poljubna najvecja neodvisnostna
mnozica S, vsebuje po natanko eno vozlis¢e vsake povezave u;v;, kjer je ¢ < j <147,
hkrati pa natanko Stiri vozlisc¢a oblike u; in natanko stiri vozlisca oblike v;. Pred-
postavimo najprej, da je v; € S (slika 5.17). S tem iz mnozice S takoj “izpadeta”
vozliséi u; in v;44. Mnozica S v tem primeru torej nujno vzame vozliS¢e u;,4, kar
pomeni, da vozliS¢i u;13 in u; 5 v njej zagotovo nista vsebovani. Ker so po zgornjem
v § §tiri vozlisca oblike u;, od tod sledi, da bi morala mnozica S iz ene od mnozic
{Wiy1, uir2} in {u;yq, uip7} vzeti obe vozliséi, kar pa seveda ni mogoce.

i i+1 i+2 i+3 i+44 i+5 i+ 6 i+ 7

Slika 5.17: Vsebovanost vozlis¢a v; v neodvisnostni mnozici grafa I'[V;].
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Predpostavimo sedaj, da je u; € S. Na tem mestu naj si bralec ponovno ogleda
sliko 5.16. V tem primeru iz mnozice S takoj “izpadeta” vozliséi v; in u;,q, kar
pomeni, da S nujno vzame vozlis¢i v; 4 in v;;1. Posledicno ne vzame vozlisca v;,s,
zato mora vzeti u; 5. Sledi, da ne vsebuje vozlis¢a u;.¢g, torej vsebuje v; ¢ in potem
se u;1o (ker ne vsebuje v;19). Zdaj je jasno, da sta preostali dve vozlis¢i mnozice
S vozliséi v;3 in w1 7. Najvecja neodvisnostna mnozica S je torej res enolicno
dolocena, prikazana pa je, kot receno, na sliki 5.16.

m

Mnozico vseh (razliénih) najvecjih neodvisnostnih mnozic grafa GP(n,4) bomo
v nadaljevanju oznacevali s ¢rko S. Za vsak element S € S, bo oznaka f(S) pred-
stavljala stevilo blokov V;, za katere velja |[S N V;| = 8. Tiste (neodvisnostne)
mnozice S iz S, za katere obstaja najmanj blokov (lahko se zgodi tudi, da no-
beden), za katere velja |S N V;| = 8, sestavljajo podmnozico S,.;,. Velja torej
Smin = {5 € SVS" € S, f(S) < f(S")}. Ker poljuben graf GP(n,4) premore vsaj
eno najvecjo neodvisnostno mnozico, mnozica S,,;, zagotovo ni prazna. Ocitno velja
naslednja trditev.

Trditev 5.17. Naj bo Sy € Spin. MnoZica S € S je vsebovana v S, natanko
tedaj, ko velja f(S) = f(5).

Definicija 5.2. Naj bo S poljubna najvec¢ja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4),
kjer je n > 9 naravno Stevilo. Pravimo, da je blok V; tipa A glede na mnozico S, ¢e
zanj velja |S NV;| = 8. Ce zanj velja |S NV;| = 7, pravimo, da je tipa B glede na S,
¢e pa je |[SNV;| <6, pa pravimo, da je tipa C' glede na S.

Mnozico blokov V;, ki so istega tipa, bomo oznacevali s T,.(.S), kjer je x torej A,
B ali C. Mnozico blokov V; tipa B, za katere velja u; ¢ S, hkrati pa je mnozica
{u; }U(V;NS) neodvisnostna mnozica podgrafa I'[V;], kjer je I' = GP(n, 4), oznacimo
s Tp«(S). Ker smo ze pokazali, da je a(I'[V;]) = 8 (lema 5.15), je torej vsak blok
Vi v grafu GP(n,4) tipa A, B ali C glede na S. Opazimo lahko, da je f(.S) = |T4(S)].

Glede na lemo 5.16 je poljuben blok V; € T4(.S) enoli¢no dolocen, prikazuje pa
ga slika 5.16. Ocitno velja tudi naslednje.

Lema 5.18. Naj bo n > 9 naravno stevilo, S najvecja neodvisnostna mnozica grafa
GP(n,4) inV; € Tg.(S), kjer je i € Z,,. Tedaj je presek S N'V; enolicno dolocen.

Lema 5.19. Naj bo n > 9 naravno stevilo in naj bo S poljubna najvecja neodvisno-
stna mnoZica grafa GP(n,4). Ceje Vi € Ta(S), potem S ne premore nobenega izmed
v0zZIiSC Uitg, Viyg, Wi—q1 N V1. Ce je Vi € Tp.(S), potem S ne premore nobenega
izmed vozliS¢ u;tg, Viys, N V1.

Dokaz. Za poljuben blok vozlisc V; € Ta(S) je (glede na lemo 5.16) presek V; NS
enolicno dolo¢en, mnozica SNV, pa premore vozliS¢a u; 17, V14, u; in v;43. Ta vozlisca
torej vsebuje tudi S. Glede na povezave v grafu GP(n,4) vozlis¢a u;s, vits, Ui_1
in v;_1 ne morejo biti v 5, saj je S njegova (najvecja) neodvisnostna mnozica (slika
5.18). Na podoben naéin se prepricamo, da velja tudi drugi del leme.

]
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~ A X

i—1 1 i+41 i+2 i+3 i+4 i+5 i+6 i+ T i+ 8

Slika 5.18: Vozlis¢a mnozice S in blok V; tipa A glede na S.

Posledica 5.20. Naj bo n > 9 naravno stevilo in naj bo S poljubna najvecja ne-
odvisnostna mnozica grafa I' = GP(n,4). Ce je V; € Tx(S) U Tp.(S), potem velja
‘/i-‘rb V%-i—?v R 7‘/;4-8 g TA(S)

Dokaz. Za poljuben blok vozlisé V; € T'(S) velja, da je v mnozici S NV; vsebovano
natanko eno vozlisce vsake povezave u;v;, kjer je ¢ < j < i+ 7. Ker je povezava
UiysVirs € E(I'[Viy;]) za vsak j € {1,2,...,8}, hkrati pa glede na lemo 5.19 nobeno
od vozlis¢ u;1g in v;4g ni v .S, bloki vozlisé Vi1, Vi, ..., Viig ne morejo biti tipa
A, glede na S. Na podoben nacin se prepricamo, da to velja tudi za bloke vozlis¢
Tp«(5).

]

Naslednji izrek postavlja zgornjo mejo za neodvisnostno stevilo, za vse grafe
GP(n,4). Kot bomo videli v nadaljevanju, jo dosezejo samo nekateri predstavniki
te skupine.

Izrek 5.21. Naj bo n > 9 naravno $tevilo. Tedaj velia a(GP(n,4)) < [2¢].

Dokaz bo potekal v dveh delih. Najprej bomo pokazali, da zakljucek iz izreka
velja, ¢e obstaja najvecja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4), ki jo ozna¢imo z
oznako Sp, ki ne premore bloka vozlis¢ V;, za katerega bi veljalo |[SoNV;| = 8. V
drugem delu obravnavamo Se najvec¢je neodvisnostne mnozice Sy, ki tak blok premo-
rejo. Ideja dokaza je v tem primeru pokazati, da se za vsakim blokom vozlis¢ V; tipa
A (glede na Sy) pred naslednjo pojavitvijo bloka tipa A (glede na Sp) pojavi (vsaj)
en blok V; tipa C' (glede na Sp). S tem pokazemo, da je vrednost neodvisnostnega
Stevila najvec toliko, kot ¢e Sy ne premore nobenega bloka vozlis¢ V;, za katerega bi
veljalo |[So N V;| = 8.

Dokaz. Naj bo Sy najvecja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4), vsebovana v
Smin- Najprej obravnavajmo moznost, ko velja f(Sy) = 0. Mnozica Sy torej ne
premore bloka vozlis¢ V;, za katerega bi veljalo | Sy N V;| = 8. To pomeni, da za
vsak V; velja |Sy N Vj| < 7. Torej je 8So| = 217y |So N Vi| < Tn, saj smo v tej
vsoti vsako vozlisce Steli natanko osemkrat. Velikost mnozice Sy je zato najvec %",
to je |So| < % Zaradi dejstva, da je [So| naravno stevilo, sledi [So| < | %] oziroma
o(GP(n4) < 2.

Obravnavajmo $e drugo moznost, ko je torej f(Sp) > 0. V tem primeru obstaja
(vsaj) en blok vozlise V; tipa A glede na Sy. Predpostavimo, da graf GP(n,4) pre-
more tak blok V; € T4(Sp), za katerega velja, da se v zaporedju blokov Vi1, Viio, ...,
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Vit(n-1), pred naslednjim blokom tipa A glede na Sy, nikoli ne pojavi blok tipa
C glede na Sy. Brez skode za splosnost je to lahko Vi. Med drugim torej velja
Vi € Tu(Sp). Glede na lemo 5.16 je presek Vi NSy enoli¢no dolocen (slika 5.16).
Glede na posledico 5.20 velja Vo, Vi, ..., Vo & T(Sp). Ti bloki vozlis¢ morajo biti
- glede na naso predpostavko - tipa B glede na Sy. Ker je torej Vg tipa B (glede
na Sp), po lemi 5.19 pa Sy ne vsebuje nobenega od vozlis¢ ug, vg, mora Sy vsebovati
natanko eno vozlisce vsake povezave u;v;, 10 < j < 16. V nasprotnem primeru
namrec ne bi veljalo Vo € Tg(Sy). Vozlisce v; € Sy je povezano z vozliséem vyq, zato
v11 zagotovo ni v Sy, kar pomeni, da je nujno u;;. Ker vozlisce uyy potemtakem prav
tako ni vsebovano v Sy, lahko definiramo naslednjo neodvisnostno mnozico grafa
GP(n,4), in sicer Sy = Sp\{us} U {ug}. Ocitno je |Si| = |So], torej je S; € S. Ker
smo predpostavili, da je Sy € Sy, mora veljati f(So) < f(S1). Ker je Vi € Ta(So)
in V1 € T'(S1), mora obstajati vsaj en blok V}, j # 1, za katerega velja V; & T4(S)
in V; € T4(S1). Ker se Sp in S; ujemata v vseh vozliscih, razen v ug in ug, je edina
moznost za to j = 9. Velja torej Vo € Tx(S1) in Vo & Ta(Sy). Zaradi dejstva,
da je Vi € Ta(Sy) in Vi & Ta(S1), sledi f(Syg) = f(S1). Glede na trditev 5.17 je
S1 € Spin. Ker se Sy in S7 ujemata v vseh vozliséih, razen v ug in ug, je poljuben
blok vozlis¢ Vig, Vi1,. .., Va1, Vo istega tipa (A, B ali C), tako glede na mnozico
Sp, kot tudi na mnozico S;. Blok vozlis¢ Vy je torej tipa A glede na S;. Glede
na naso predpostavko za Sy in pravkar ugotovljenega za S, se v zaporedju blokov
Vio, Vit, ..., Vo1, Vo najprej pojavi blok tipa A glede na S; in Sele nato blok tipa
C' glede na S;. Zaradi istega razloga kot prej - ker je Vo € T4(S;), po posledici
5.20 velja Vig, Vi1,..., Vir & Ta(S1), hkrati pa, glede na naso predpostavko, velja
Vio, Vi, - .-, Vir € T(S7). Ce torej, podobno kot smo definirali mnozico S, defini-
ramo sedaj mnozico Sy = Sy \{u1e} U{u17}, lahko trdimo, da je Sy vsebovana v S,n.
To pomeni, da lahko (glede na za¢etno mnozico Sy) zaporedoma “gradimo” neod-
visnostne mnozice S, Ss,...,S5;, kjer je ¢ = [3] in je S; = Si_1\{usi} U {usgis1},
i € {1,2,...,q}. Poljubna mnozica S; je torej vsebovana v S,,in, za blok vozlis¢
Vsiv1 pa velja, da je tipa A glede na S;. Primerjajmo mnozici S; in Sy. Za ¢ = 1
se Sp in S7 ujemata v vseh vozlis¢éih, razen v ug in ug. Vozlis¢e ug je vsebovano v
Sp in ni v 57, medtem kot za ug velja ravno obratno. Za ¢ = 2 se mnozici Sy in
Sy, poleg v vozliscih ug in ug, ne ujemata Se v vozliscih uqg in uy7. V ostalih torej
se. Za vozliS¢i ug in u1g velja, da sta vsebovani v Sy in nista vsebovani v S5, za
vozlisci ug in uy7 pa velja ravno obratno, torej sta vsebovani v Sy in nista vsebovani
v Sp. V primeru, ko je i = ¢, se mnozici Sy in S, torej ne ujemata v vozliscih
Ug, Ug, U16, ULT, - - - , Usq, Ugg1. VOzIISCa ug, Uge, - . ., Ug(g—1), Ugg SO Vsebovana v Sy in
niso v Sy, medtem ko vozlisca ug, u17, . . . , Ug(g—1)+1, Usg+1 Niso vsebovana v Sy, so pa
vsebovana v S, (sliki 5.19 in 5.20). To pomeni, da bloki vozlis¢ Va, Vs, ..., V&, Vait1,
kjer je i € {0,1,...,q}, zagotovo niso tipa A glede na Sy (mnozica Sy prav tako ne
vsebuje vozlis¢ vy, V17, . . ., Us(g—1)+1, Usq+1)- Ker pa se za vsak i € {1,..., ¢} mnozici
S; in Sy ujemata na vseh vozliséih od Vg;i0 do V,,_;1 in Se V} in je blok vozlis¢ Vg, 14
tipa A glede na S;, je potemtakem Vi, 1 vsebovan v Tz, (Sp). Ce je torej V; tipa A
glede na Sy in se naslednji blok tipa A glede na Sy pojavi pred blokom tipa C' glede
na Sp, so vsi bloki vozlis¢ Vo, Viz, ..., Vag=1)+1, Vagr1 € TB«(Sp). Obravnavamo dve
moznosti in sicer:
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1. 8¢ =0 (mod n)
Ker je Vg1 € Tpu(So), to pomeni, da ug,+1 € So. Ker pa je uggr1 v tem
primeru kar wu;, za katerega smo na zacetku predpostavili, da je vsebovan v
Sp, pridemo do protislovja.

2. 8¢ # 0 (mod n)
Ker je Vi1 € Tp«(Sp), mnozica Sy po lemi 5.19 ne premore nobenega izmed
vozliSC Uggq148 IN Uggy148, Kar sta ravno vozliSCi ug(g41)41 in vg(g41)+1. Ker pa
je 8(¢ + 1) + 1 po modulu n enako enemu izmed stevil 2,3,...,8, pridemo do
protislovja, saj smo predpostavili, da je V; tipa A glede na Sy, torej vsebuje
natanko eno vozlisce vsake povezave u;v;, za 1 < j < 8.

Ker v obeh primerih pridemo do protislovja, to pomeni, da se bo za poljubnim
blokom V; tipa A glede na Sy pred naslednjim blokom tipa A zagotovo pojavil vsaj
en blok V; tipa C' glede na Sy. Kaj to pove o velikosti mnozice Sy? Ce za nek blok
Vi velja [ SyNV;| = 8 in se pred naslednjim blokom, za katerega bi veljalo isto, pojavi
(vsaj) en, za katerega velja |Sy N V;| < 6, je to, gledano na velikost mnozice S,
popolnoma enako kot, ¢e bi za vsak blok V; veljalo |So N V;| < 7. Ravno zato lahko,
podobno kot v prvem delu dokaza, zapisemo 8|So| = 37— [Sy N V;| < Tn, oziroma
po istem premisleku kot zgoraj kar |Sp| < L%”J S tem je izrek dokazan.

17
Blg—2)+2 16

B(g—2)+5

B(g—2)+6
12
8(g—2)+ 7T

11
8(g — 1)

10
Blg—1)+1
8(g—1)+2

Blg—1)+3

Blg—1)+4

6=8(g+1)+1
8(g—1)+5
8(g—1)+6 5%=8(q+1)

4=8q+7
8(g—1)+7

Slika 5.19: Mnozica Sy glede na S,.
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8(g— 1)
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Blg—1)+2

8(g—1)+3
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8(g—1)+6 5%8(g+1)

4=8q+7
Blg—1)+7

1

8g+2 0

Slika 5.20: S,

Najvecja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4) je torej velikosti najvec |Z¢].
Pokazimo, da obstaja neskoncno predstavnikov te druzine, ki to mejo dejansko
dosezejo.

Lema 5.22. Naj bo n > 9 naravno stevilo. Zapisimo ga v oblikin =8-q+7r, ¢ € N

mr e {0, 1, 2, ceey 7} N(Ij bo A = Ug:_&{U,H_Q, Uit5, Wity Vit1, Vit3, Uita, Ui+6}' Tedaj
je
(A r=20
A\{v1} U{uo} r=1
AU{up—1} r=2
g AU {up—1,0n-2} r=3
- AUA{up_1,u,_3} r=4
AU {Up—1,Vn—2,Un_3, Vp_s} r=>5
AU {un—la Up—2, Un—3, Un—5} r=2~0
AU {un—la Un—2, Un—3, Un—4, un—S} r=71

\

neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4).

Graf GP(n,4) je za ostanke 0 < r < 7 shemati¢no prikazan na slikah 5.21 -
5.28, vozlista mnozice S pa so na vseh obarvana z rdeco. Ni tezko videti, da je S za
poljuben 7 res neodvisnostna mnozica. Podrobnosti prepus¢amo bralcu.
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—8 n—7 n—6 n—5 n—4 n—-3 n—-2 n-—|1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-9 n—-8 n—-7 n—-6 n-5 n—-4 n-3 n-2 n-1 0 1 2 3 4 5 6 T

Slika 5.22: Neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4), za r=1.

TT]

n—10n—-9n—-8 n-7 n—-6 n—-5 n—-4 n—-3 n—-2 n-1 0 1 2 3 4 5 6 7

n—1 n—-10n-9 n-8 n—-7 n-6 n-5 n-4| n-3 n-2 n-1 0 1 2 3 4 5

—12 n—11 n—10n-9 n-8 n—-7 n—6 n—-5 n-4 n—-3 n-2 n-1 0 1 2 3 4 5 6

—13 n—-12 n—-11 n—-10 n—-9 n-—8 n—"7 n— n—>5 n—4 n-—3 n—2 n—1 0 1

Slika 5.26: Neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4), za r=>5.
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TITTTT

1—14 n—-13 n—-12 n—11 n—-10n—-9 n—8 n—-f n—-6 n-5 n—-4 n-3 n—-2 n-1 0 1 2 3 4 5 6 7

TITTITT

—15 n—14 n—-13 n—-12 n—11 n—-10n—-9 n—§| n—-7 n—6 n—-5 n-4 n-3 n—-2 n-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Slika 5.28: Neodvisnostna mnozica grafa GP(n,4), za r=7.

Lema 5.23. Naj bo n > 9 naravno stevilo. Zapisimo ga v oblikin =8-q+r, ¢ € N
inr€{0,1,2,...,7}. Tedaj je neodvisnostna mnozica S grafa GP(n,4), definirana

kot v lemi 5.22, velikosti |2, ¢e jen #4,6,7 (mod 8). Sicer je velikosti [ 2+] — 1.

Dokaz. 1z konstrukcije mnozice S iz leme 5.22 je jasno, da je |S| = 7q, ko je r = 0.
Za ostanek r € {1,2,3,5} je |S| = Tqg+ (r — 1), za ostanek r € {4,6,7} pa je
|S| = 7¢+ (r — 1) — 1. Zatrjevana enakost, torej |S| = L%”J, oCitno velja, ce je
r = 0, za vse ostale primere, kjer je » > 0, pa je v resnici dovolj pokazati le,
da je 7¢ 4+ (r — 1) = [%]. Velja %] = [@j = 7q + [%]. Bralec se lahko
direktno preprica, da je L%j =r —1, za vsak r > 0. Potem ni tezko videti, da
je (neodvisnostna) mnozica S res velikosti %], ¢e je n # 4,6,7 (mod 8), sicer je
velikosti | %] — 1.

O

Izrek 5.24. Naj bo n > 9 naravno Stevilo, za katerega velja n # 4,6,7 (mod 8).
Tedaj je a(GP(n,4)) = [%2].

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz izreka 5.21 ter lem 5.22 in 5.23. Izrek 5.21 nam
poda zgornjo mejo za mo¢ neodvisnostne mnozice v grafu GP(n, 4), ki je L%”j Lema
5.22 za predstavnike grafov GP(n,4), za katere velja n £ 4,6,7 (mod 8), konstruira
neodvisnostno mnozico S take velikosti, v kar nas preprica lema 5.23. Za te predstav-

nike torej lahko zapisemo |2 | < a(GP(n,4)) < [ %], oziroma a(GP(n,4)) = [ %2].
[l

Ceprav smo neodvisnostno stevilo dolocili samo za tiste predstavnike GP(n, 4),
za katere veljan # 4,6, 7 (mod 8), velja opozoriti, da se za ostale predstavnike, torej
za tiste, za katere velja n = 4,6,7 (mod 8), predstavljena spodnja in zgornja meja
za neodvisnostno Stevilo, razlikujeta samo za 1. V [1] trdijo, da so ra¢unalnisko
izracunali vrednost neodvisnostnega stevila za vse predstavnike GP(n,4), za n <
700. Pravijo, da je za tiste, za katere je n = 4,6,7 (mod 8), neodvisnostno stevilo
enako spodnji meji, torej L%"J — 1. Na podlagi njihovega izracuna ta razdelek za-
klju¢imo z naslednjo domnevo.

Domneva 5.1. Naj bo n > 9 naravno Stevilo za katerega velja n = 4,6,7 (mod 8).
Tedaj je a(GP(n,4)) = [ 2] — 1.

8
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5.2.5 GP(n,5)

Zadnja skupina grafov, ki jo obravnavamo, je skupina grafov oblike GP(n,5). Na
sliki 5.29 vidimo dva predstavnika, to sta GP(11,5) in GP(12,5). Vozlis¢a obarvana
z rdeco predstavljajo primer najvecje neodvisnostne mnozice obeh grafov, v kar
bralca lahko preprica izrek 5.27. Na tem mestu se (ponovno) spomnimo trditve 5.4,
ki pravi, da je a(GP(n,k)) = n v primeru, ko je n sodo in k liho Stevilo. Torej v
nadaljevanju pri obravnavi grafov GP(n, 5), vedno privzamemo, da je n liho Stevilo.

X
=0
A

Slika 5.29: Primeri najveé¢jih neodvisnostnih mnozic v grafih GP(11,5) in GP(12,5).

Trditev 5.25. Naj bo n > 15 liho stevilo. Tedaj velja a(GP(n,5)) <n — 3.

Bralec je najbrz opazil, da v zgornji trditvi izpus¢amo predstavnika GP(11,5)
in GP(13,5). Vrednost neodvisnostnega Stevila za oba predstavnika smo izracunali
s pomocjo nasega programa in dobili rezultata a(GP(11,5)) = 8 in a(GP(13,5)) =
10, kar lahko vidimo v Prilogah. Da je to res neodvisnostno stevilo obeh predstav-
nikov, prica tudi litertura [1].

Dokaz. Naj bo S poljubna najvecja neodvisnostna mnozica grafa GP(n,5). Ker je
n liho stevilo, lahko zapisemo n = 2m + 1, kjer je m > 7 naravno Stevilo. Glede na
razmislek v dokazu leme 5.2, lahko S na zunanjih vozliscih grafa GP(n,5) vzame
najve¢ m vozlis¢é. V nadaljevanju lo¢imo tri glavne primere, glede na to ali je |SNV,|
enako m (Primer 1), m — 1 (Primer 3) ali najve¢ m — 2 (Primer 2).

Primer 1: [SNV,|=m
Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je SNV, = {ug; : 0 < i < m — 1}.
Ta vozlisca so na sliki 5.30 obarvana z rdeco barvo. Potemtakem mora biti SNV, C
{9541 : 0 <i <m—1}U{wvy,}. Ta vozlisca so na isti sliki obarvana z modro. Torej
je SNV, <m+ 1.

Ker so povezave va,—5U2m, V2m—301 i U9y, 103 vsebovane v E(GP(n,5)), v resnici
velja |SNV,| < (m+1)—3 oziroma [SNV,| <m—2. Ker je |S| = [SNV,|+|SNV,],
v primeru, ko je |S NV,| =m, velja |S| < m +m — 2, oziroma |S| < n — 3.

Primer 2: |SNV,| <m —2
V tem primeru lahko, glede na povezanost grafa GP(n,5), z gotovostjo trdimo, da
je SNV, < m. To pa pomeni, da je [SNV,|+ SNV, < 2m — 2, oziroma
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2m —6 2m -5 2m-—4 2m -3 2m -2 2m—1 2m 0 1 2 3 4 5

Slika 5.30: Zgornja meja neodvisnostnega stevila v GP(n,5) - primer 1.

SOV, + SNV, <n-3.

Primer 3: [SNV,|=m —1

Najbo I = GP(n,5)[V,\S] podgraf grafa GP(n,5), induciran na vozlis¢ih V,\ S. Ni
tezko videti, da je v tem primeru vsaka povezana komponenta podgrafa I'" (graf) pot
dolzine najve¢ 3. Naj oznaka X; oznacuje stevilo komponent grafa I dolzine i, kjer
jei € {0,1,2,3}. Ocitno je stevilo vseh komponent podgrafa I enako stevilu vozlise,
ki jih S vzame na zunanjem podgrafu, torej lahko pisemo Xo+ X7+ Xo+ X3 =m—1.
Skupno stevilo vozlisé v IV je (2m + 1) — (m — 1) = m + 2, zato lahko pisemo tudi
1-Xo+2-X1+3-X5+4- X3 =m+ 2. Iz teh dveh enach izpeljemo Se tretjo, to
je X1 4+2- X5+ 3 X3 =3. To enacho lahko resimo samo na tri razlicne nacine.
Prva resitev je X3 =1, X; = 0, X5 = 0, druga resitev je X3 =0, X; =1, Xy =1
in tretja resitev je X3 = 0, X; = 3, Xy = 0. V nadaljevanju obravnavamo vsako
mozno resitev posebe;j.

Podprimer 3.1 (prva resitev): X3 =1, X; =0in Xo =0

V tem primeru je Xqg = m — 2. Podgraf I" je sestavljen iz ene komponente P,
in m — 2 komponent P;. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je
SNV, = {u} U{ugsy 2 < i < m—1}. Na sliki 5.31 so ta vozlis¢a obar-
vana z rdeco barvo. To pomeni, da je SNV, C {vy : 1 < i < m}U{vy,v3}. Ta
vozlis¢a so na sliki 5.31 obarvana z modro. Torej je [SNV,| < m + 2.

2m—2 2m-—1 2m 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9

Slika 5.31: Zgornja meja neodvisnostnega Stevila v GP(n,5) - Primer 3 (prva
resitev).

Ker so povezave vg,v4, 010 in v3vg vsebovane v mnozici povezav E(GP(n,5)),
je v resnici |[SNV,| < (m+ 2) — 3 oziroma |SNV,| <m — 1. Predpostavili smo,
daje |[SNV,| =m—1, torej je [SNV,|+ SNV, < (m—1)+ (m — 1) oziroma
1SNV, 4+ SNV, <n—3. Mnozica S je torej velikosti najve¢ n — 3.

Podprimer 3.2 (druga resitev): X3 =0, X; =1in Xo =1
V tem primeru je Xo = m — 3. Podgraf I je torej sestavljen iz ene komponente P,
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ene komponente P; in m—3 komponent P;. Komponento P, v podgrafu IV ozna¢imo
z I'1, komponento Pj (prav tako v I'') pa z I's. Spomnimo se, kaj sta odprta in zaprta
okolica vozlisca oziroma (pod)mnozice vozlis¢ (definicija 2.8). Obravnavati moramo

dve moznosti, in sicer ko je N[V (I'))|[N N[V (I'2)] # 0 in ko je N[V (I'1)]NN[(I'y)] = 0.

Obravnavajmo najprej prvo moznost. V preseku je torej neko vozlisce iz mnozice
S. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je SNV, = {ug, ug} U {ugi1 :
3 < i< m—1}. Nasliki 5.32 so ta vozlis¢a obarvana z rdeco barvo. To pomeni,
daje SNV, C{uy : 1 <i<m}U{v,vs} (modra vozliséa na sliki 5.32). Velja
1SNV, <m+2.

2m —2 2m-—1 2m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Slika 5.32: Zgornja meja neodvisnostnega stevila v GP(n,5) - Primer 3 (druga
resitev - prva moznost).

Ker so povezave v, _9Vy4, Vo v4 in V106 vsebovane v mnozici povezav E(GP(n, b)),
je SNV, < (m+2)—3, oziroma |[SNV,| <m—1. Kerje [SNV,] =m—1, je
torej [SN V| +1SNV,| < (m—1)+ (m—1), oziroma |[SNV,|+|SNV,| <n-—3.
Mnozica S je torej velikosti najve¢ n — 3.

Naj sedaj velja N[V (I'1)]JNN[(I'2)] = 0. Brez skode za splosnost lahko re¢emo, da
je SNV, = {uam—_1,u0, us, us} U{ugir1 : 3 <@ <1FU{ugip 1 14+2 <i <m—2}, kjer
je 2 <1< m — 3 (rdeca vozlis¢a na sliki 5.33). Opazimo, da v primeru, ko je | = 2,
mnozica vozlis¢ SNV, ne premore dela {ug; 11 : 3 < i <[}, kopajel =m—1, padela
{ugiv1 1 142 <i <m—2}. Glede na SNV,,, je SNV, C {vg; : 1 < i < m}U{vy,va13}
(modra vozlis¢a na sliki 5.33). Velja |[SNV,| <m + 2.

2m—2 2m—1 2m 0 1 2 3 4 5 6 T 2041 2143 2-(142)+1

Slika 5.33: Zgornja meja neodvisnostnega stevila v GP(n,5) - Primer 3 (druga
resitev - druga moznost).

Ker so povezave va, _9Vs, Vo, U4 in V106 vsebovane v mnozici povezav E(GP(n, b)),
je |SNV,| < (m+2)—3, oziroma |[SNV,| <m—1. Ker je |[SNV,| =m—1, je torej
SOV, [4+|SNV,| < (m—1)+(m—1), oziroma |SNV,|4+|SNV,| < m—1+m—1 < n-3.
Tudi v tem primeru je mnozica S velikosti najvec n — 3.
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Podprimer 3.3 (tretja resitev): X3 =0, X; =3, Xo =0

V tem primeru je Xo = m — 4. Podgraf I je sestavljen iz treh komponent P, in
m — 4 komponent P;. Komponente, ki so poti dolZine 1, oznac¢imo z oznakami P},
P} in P}. Obravnavati moramo tri moznosti, in sicer ko velja:

(i) NV(P)INNV(PF)] # 0 in N[V (P3)] N N[V(P5)] # 0,

(ii) éV[V(le)]ﬂN[V(Pf)] =0, N[V(P)INN[V(F;)] = 0in N[V(P)NNV(F)] #

(iif) éV[V(PS)]ﬂN[V(Pf)] =0, N[V(P)INNV(F;)] = 0in N[V(P3)NN[V(P5)] =

Najprej obravnavajmo moznost, ko velja N[V (Py)|NN[V (P§)] # 0in N[V (P$)]N
N[V(P$)] # 0. V obeh presekih je torej natanko eno vozlisée iz mnozice S. Brez
skode za splosnost lahko predpostavimo, da je S NV, = {ug, us, ug, ug} U {ug;y1 :
5 <i<m—1}. Nasliki 5.34 so ta vozlis¢a obarvana z rde¢o barvo. To pomeni, da
je SNV, C{vy,va,v4,v5,07,08} U{vy : 5 < i < m} (modra vozliséa na sliki 5.34).
Velja [SNV,| <m + 2.

Slika 5.34: Zgornja meja neodvisnostnega stevila v GP(n, 5) - Primer 3 (tretja resitev
- prva moznost).

Ker so povezave gy, oUs, Vo, U4 In V5019 VSebovane v mnozici povezav E(GP(n, 5)),
je SNV, < (m+2)—3oziroma |[SNV,| <m—1. Kerje [SNV,| =m—1, je
torej |[SNV,|+ SNV, < (m—1)+ (m—1) oziroma |[SNV,|+ [SNV,| <n-—3.
Mnozica S je torej velikosti najve¢ n — 3.

Sedaj obravnavajmo moznost, ko velja N[V (P;)] N N[V (P%)] = 0, N[V(P})] N
N[V(P)] = 0 in N[V(P?)] N N[V(P$)] # 0. V tem primeru lahko brez skode
za splosnost predpostavimo, da je S NV, = {ugm_1, uo, us, us} U {ugip1 : 3 < i <
1} U {ug@y2), Uaesyr1) U {ugipr L +4 < i < m — 2}, kjer je2 <1 < m—5.
Na sliki 5.35 so to rdeca vozlis¢a. Opazimo, da v primeru, ko je [ = 2 mnozica
vozlisé S NV, ne premore dela {ug;1 : 3 < i <[}, ko pa jel = m — 5, pa dela
{ugiv1 : 1+4 < i <m—2}. Ker gre v primeru, ko je [ = 2, oziroma | = m — 4,
glede na rotacijsko simetrijo posplosenih Petersenovih grafov, v resnici za “isti” na-
bor zunanjih vozlis¢, so meje za parameter [ dobro postavljene. To pomeni, da je
SN ‘/v Q {'Ugi o1 S ) S 21 + 2} U {’Ugi . l+ 3 S 1 S TTL} U {U17U2(1+1)+1,U2(l+2)+1}
(modra vozlis¢a na sliki 5.35). Velja |SNV,| <m + 2.
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2m —2 2m —1 2m 0 1 2 3 4 5 6 7 2-141 2144 2047
20+2) 2. (143)+1

Slika 5.35: Zgornja meja neodvisnostnega stevila v GP(n, 5) - Primer 3 (tretja resitev
- druga moznost).

Ker so povezave Vg, oVs, Vo, U4 In V5019 VSebovane v mnozici povezav E(GP(n, 5)),
je |SNV,| < (m+2)—3 oziroma |[SNV,| <m—1. Ker je [SNV,| =m—1, je torej
SNV, +]1SNV,| < (m—1)4 (m—1) oziroma [SNV,|+|SNV,| <n—-3. 5 je
torej velikosti najvec n — 3.

Na sliki 5.35 je v resnici razvidno tudi to, da je S moci najve¢ n — 3, tudi
v primeru, ko velja N[V(P})] N N[V(P$)] = 0, N[V(Py)] N N[V(PJ)] = 0 in
N[V(P}] N N[V(P3)] = 0. Podrobnosti prepus¢amo bralcu.

Obravnavali smo vse moznosti, za katere lahko S na zunanjih vozliscih vzame

m — 1 vozlisc. Ce je |SNV,| =m — 1, vedno velja |[SNV,| <m —1ins tem tudi
SNV, + SNV, <n—3. S tem je izrek dokazan.

0

7 izrekom 5.25, smo postavili novo zgornjo mejo neodvisnostnega stevila, tudi za
grafe GP(n,5), kjer je n liho stevilo. Ce za njih obstaja neodvisnostna mnozica ve-
likosti n— 3, je s tem (tudi za njih) dolo¢ena kar natanéna vrednost neodvisnostnega
stevila. Oglejmo si naslednjo lemo.

Lema 5.26. Naj bo n > 11 liho stevilo. Tedaj je
n—71

}

-3
S:{UQZOSZSTLT}U{UQHJOSZS

neodvisnostna mnozica grafa GP(n,5).

Dokaz. Nasliki 5.36 vidimo mnozico S = {ug; : 0 <1 < 222 U{vgiyr : 0 < i < 2573
vozlis¢i tipa wu; in v; ni povezav, je oc¢itno. Vsa notranja vozlis¢a, ki jih premore
mnozica S, so lihega indeksa, najvecji izmed njih pa je n — 6. Velja & = 5, zato
je za poljuben j € Z,, kjer je v; € S, indeks j + 5 manjsi od n, to pa pomeni, da

nikoli ni treba racunati po modulu n. Ker je k liho Stevilo in je vsota dveh lihih

stevil vedno sodo §tevilo, so vsa notranja vozliséa {vg;1 1 0 < i < ”777} zagotovo

med seboj neodvisna. To pa pomeni, da je S neodvisnostna mnozica grafa GP(n,5).
m

Ni tezko videti, da je neodvisnostna mnozica S, predstavljena v lemi 5.26, ve-
likosti n — 3, kar smo v resnici pokazali ze v dokazu trditve 5.25. S to trditvijo in
lemo 5.26 (ter z izra¢unanima vrednostma «(GP(11,5)) = 8 in a(GP(13,5)) = 10)
smo dokazali naslednji izrek.



POGLAVIJE 5. POSPLOSENI PETERSENOVI GRAFI

Izrek 5.27. Naj bo n > 11 naravno stevilo. Tedaj velja

n , ¢e je n sodo,

a(GP(n,5)) = { n—3 , ce je n liho.

Slika 5.36: Neodvisnostna mnozica S v GP(n,5).

o8



Poglavje 6
Zakljucek

V magistrskem delu smo se ukvarjali s pojmom neodvisnostnega stevila grafa, ki
smo ga natancno predstavili v Poglavju 3. V njem smo neodvisnostno Stevilo teo-
reticno dolocili za kar nekaj dobro znanih druzin grafov, prav tako pa smo teoreti¢no
izpeljavo neodvisnostnega stevila prikazali tudi za nekaj grafov, ki niso vsebovani
v obravnavanih druzinah. Prav to nas je popeljalo v Poglavje 4, kjer smo problem
doloc¢anja neodvisnostnega Stevila tematizirali v okvirjih teorije kompleksnosti. Na
tem mestu smo problem dolocitve neodvisnostnega stevila nekoliko predrugacili, da
smo pripadajo¢i spremenjeni problem lahko izrazili kot odlocljiv problem in poka-
zali, da je vsebovan v tako imenovanem razredu N P-polnih problemov. Za tem je
sledilo najobseznejse poglavije tega magistrskega dela.

V Poglavju 5 smo se osredotocili na dobro znano druzino posplosenih Peterseno-
vih grafov GP(n, k). Neodvisnostno stevilo za poljubnega predstavnika te druzine
(do danes) Se ni znano, mi pa smo se posvetili lo¢eni obravnavi poddruzin GP(n, k),
za katere je k € {1,2,3,4,5}, parameter n pa je poljuben. Neodvisnostno stevilo
smo teoreticno dolocili za vse obravnavane poddruzine, razen za GP(n,4). Poka-
zali smo, da za vse predstavnike te poddruzine velja o(GP(n,4) < [%”j, Zgornjo
mejo pa, glede na nase rezultate, povzete po obravnavani literaturi, dosezejo vsaj
vsi tisti, za katere je n # 4,6,7 (mod 8). Ceprav za ostale predstavnike, torej tiste,
za katere je n = 4,6,7 (mod 8), nismo uspeli povsem natancno dolo¢iti njihovega
neodvisnostnega stevila, predstavljeni rezultati niso slabi. Spodnja meja za njihovo
neodvisnostno stevilo se namre¢ od zgornje razlikuje samo za ena, torej z gotovo-
stjo lahko trdimo, da neodvisnostno stevilo «(GP(n,4)), za n = 4,6,7 (mod 8),
zavzame ali vrednost [ 2] ali vrednost [ 2] — 1. Razdelek o grafih GP(n,4) smo za-
kljucili z domnevo 5.1, ki temelji na podlagi izracunanih vrednosti neodvisnostnega
Stevila, ki so jih prikazali v [1]. Slednja pravi, da za vse n = 4,6,7 (mod 8), velja
a(GP(n,4)) = L%”J — 1. Ker to vprasanje Se vedno ostaja odprto, to magistrsko
delo zagotovo lahko sluzi kot podlaga za nadaljnje raziskovanje.

Bralcu za nadaljnjo raziskavo priporocamo tudi slednje; v magistrskem delu
smo pokazali, da za lihi n velja «(GP(n,1)) = n — 1, «(GP(n,3)) = n— 2 in
a(GP(n,5)) = n—3. Na prvi pogled se torej zdi, da za liha indeksa n in k velja, da
je a(GP(n,k)) = n — B Glede na izracunane vrednosti iz [1] pa to zagotovo ni
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res. Do razlik med izracunano in predvidevano vrednostjo neodvisnostnega stevila
namre¢ prihaja ze pri grafih GP(n,7). Zdi se, da bi za liha indeksa n in k lahko
pokazali, da velja vsaj a(GP(n, k)) > n — L. Ker kar nekaj predstavnikov (pose-
bej, ko vecamo parameter k) to mejo preseze, tega v sklopu magistrskega dela nismo
obravnavali.
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Poglavje 7

Priloge

Funkcije, uporabljene v programu, ki iS¢e neodvi-
snostno mnozico velikosti &

Funkcija mnozica_vozlisc(graph) vraca, kot pove Ze ime samo, mnozico v kateri so
vozlisca grafa, funkcija mnozica_povezav(graph) pa mnozico, v kateri so povezave
grafa. Funkcija podmnozice_vozisc(S,m) vrne vse podmnozice mnozice S, ki so veli-
kosti m.

def mnozica_vozlisc(graf):
vozlisca = set ()
for vozlisce in graph:
vozlisca.add(vozlisce)
return vozlisca

def podmnozice_vozisc(S,m):
return list (set(itertools.combinations(S, m)))

def mnozica_povezav(graf):
povezave= set ()
for vozlisce in graf:
for sosed in graf[vozlisce]:
povezave.add ((sosed , vozlisce))
return povezave
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Program za iskanje neodvisnostne mnozice veliko-
sti k

Funkcija iskanje_neodvisnostne_mnozice(graf, k) za vhodni podatek sprejme polju-
ben graf in parameter k. Ali dan graf premore neodvisnostno mnozico velikosti k
preveri tako, da za vsako mozno podmnozico vozlis¢ velikosti k preveri ali je le-ta
neodvisnotna ali ne.

def iskanje_neodvisnostne_mnozice (graf k):
povezave_grafa= mnozica_povezav(graf)
vozisca_grafa = mnozica_vozlisc(graf)
ustrezne_mnozice =[]
podmnozice=podmnozice_vozisc(vozisca_grafa k)
for mnozica_izbranih_vozlisc in podmnozice:
comb=itertools.combinations(mnozica_izbranih_vozlisc ,
povezave _med_izbranimi_vozlisci=list (set (comb))
stevec=0
for x in povezave_med_izbranimi_vozlisci:
if x in povezave_grafa:
stevec+=1
if stevec==0:
ustrezne_mnozice.append(mnozica_izbranih_vozlisc)

if len(ustrezne_mnozice)==0:

return ”"Nima.neodvisnostne._mnozice_moci.”, k
else:

return ustrezne_mnozice
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Preverjanje vrednosti neodvisnostnega sStevila

1. Graf GP(11,5)
GP_11.55 = { 0: [1,10,12], 1: [0,2,13], 2: [1,3,14], 3: [2,15.4],
4

[5,3,16], 5: [4,6,17], 6: [5,7,18], 7: [6,8,19],
8:[7,9,20] 9: [10,8,21], 10: [9, 11, 0],
11: [10 , 16], 12: [0, 17, 18], 13: [1, 18, 19],
14: [2 20], 15: [3, 20, 21], 16: [4, 11 21]
17: [5 12], 18: [6, 13, 12], 19: [7, 14, 13]
20: [8, 15 14], 21: [9,16,15] }

print (iskanje_neodvisnostne _mnozice (GP_11.5,9))
print (iskanje_neodvisnostne_mnozice (GP_11.5,8))

>>> (’Nima neodvisnostne mnozice moci ’, 9)
Ena mozna resitev je na primer mnozica vozlis¢ (1, 3, 8, 10, 14, 17, 18, 21).

2. Graf GP(13,5)
GP_135 = { 0: [1,14,12], 1: [0,2,15], 2: [1,3,16], 3: [2,17.4],
4

[5,3,18], 5: [4,6,19], 6: [5,7,20], 7: [6,8,21],
8: [7,9,22] 9: [10,8,23], 10: [9, 11, 24],
11: [10 , 25], 12: [0, 11, 13], 13: [1, 18, 21],
14: [0 22], 15: [1, 20, 23], 16: [2, 24 21],
17: [3 25], 18:[4, 13, 23], 19: [5, 14, 24]
20: [6, 15 25], (7,16 ,13], 22: [8,17,14],
23: [9,18,15], 24: [10,19,16], 25: [11,20,17] }

print (iskanje_neodvisnostne _mnozice (GP_13.5,11))
print (iskanje_neodvisnostne_mnozice (GP_13.5,10))

>>> (’Nima neodvisnostne mnozice moci ’, 11)
Ena mozna resitev je na primer mnozica vozlisé (0, 2, 4, 6, 9, 15, 19, 21, 22,
25).
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