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Histéricamente, los modelos de flujo termoviscoso de fluidos comprensibles se basan en las leyes fisicas clasicas de
la conservaciéon de masa, de conservacion del momento, de conservacion de energia, de conservacion de estado
no isentropico, y la ley de Fourier para el flujo del calor. Esta Giltima implica una paradoja, que el calor se propaga
mas rapido que la luz. Para solucionar esta problematica, recientemente se ha sustituido la ley de Fourier por Ley
de Maxwell-Cattaneo en versiones acusticas de la ecuacion de onda. La ley de Maxwell-Cattaneo anade a la Ley
de Fourier una relajacion en la velocidad de propagacion del flujo del calor. Juntando las leyes anteriores y linea-
lizando se obtiene la ecuacion en derivadas parciales lineal de Moore-Gibson-Thompson, a la que llamaremos en
adelante ecuacion MGT. Dado Q un conjunto abierto y acotado en el espacio R?, con frontera regular 0(), la
ecuacion MGT con condiciones iniciales es la siguiente,

Tyt (t, ) + aug (t, ©) — EAu(t,z) — bAwy(t,z) =0, t>0 z€Q
u(0,2) = uo(x), ur(0) = ur(x), uu(0,2) =uz(x) =€

donde u (la solucion del problema) es una funcion dependiente del tiempo 7y del espacio x, u, es la derivada de la
funcién u con respecto de la variable temporal 4 u, es la derivada de u, con respecto de /, y asi sucesivamente. El
operador A, conocido como el operador de Laplace o Laplaciano, actia sobre una funcion de la siguiente forma

3
x) = Z Uz, (t,T)
j=1

donde x es un vector del espacio ambiente que se denota por sus tres coordenadas x = (x,, x,, x,), y #__es la derivada
de orden 2 de la funcién u con respecto de la variable x. Ademas, en esta ecuacion, la Constante >0 representa
la velocidad del sonido, 7 >0 la relajacién en la velocidad de propagacion citada anteriormente, 4 la difusividad
del sonido y v la amortiguacion viscosa del material.

En los tltimos anos se ha observado que el anterior modelo se queda un poco pobre ya que en ningin momento
se estan considerando los efectos de memoria que tienen los materiales viscoelasticos, como son los polimeros
amorfos, polimeros semicristalinos o biopolimeros entre otros. Observar la siguiente figura.

En el ano 2008, Fatiha Alabau y Piermarco Cannarsa, en [4], estudiaron los efectos de la memoria en el decai-
miento de energia de fenémenos actsticos. Este fue el primer paso hacia una gran cantidad de estudios acerca de
estos modelos. Entre estos estudios, se pueden destacar las publicaciones de Alabau y Cannarsa [2, 3], Lasiecka y
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Wang [6, 8], Ti-Jun Xiao y Jin Liang [5]. En [7], Lasiecka y Wang estudian la existencia de solucion y la estabilidad
de energia de la ecuacion MGT en espacios de Hilbert (espacios de funciones), sometido a efectos de memoria,

t
T (1, ) + aug (t, ©) — EAu(t, 2) — bAwy(t, ) + / g(t —s)Au(t,x)dt=0 ¢t>0,2€
0

u(0,2) = up(x), u(0) =u1(z), un(0,2) =uz(x), €0

donde g es una funcién positiva llamada funcién de memoria, que describe la dependencia entre la deformacion
y la tension. El término

/Ot g(t — s)Au(t,x)dt

refleja los efectos de memoria debido a la viscoelasticidad de los materiales.

Durante el tltimo afo, un grupo de investigacién formado por investigadores espafioles y chilenos del que yo
formo parte, hemos estudiado la existencia de solucion de la ecuacion anterior en unos espacios de funciones lla-
mados de tipo Holder, ver [1]. Para ello se usan técnicas matematicas de multiplicadores de Fourier. Actualmente
estamos estudiando la estabilidad de energia de la ecuacion MG'T' con memoria, afiadiendo un término que re-
presenta la amortiguacion friccional. Consideramos el problema

Ty (t, ) + oy (t, ) — EAu(t, ) — bAwy(t, ) + /tg(t —s)Au(t,z)dt = f(uy) t>0,z€Q
0
w(0,z) = uo(x), u(0) =u1(x), uu(0,z) =uz(z) =x€Q

donde por ejemplo un amortiguamiento friccional clasico es f{uf)= |u |’ 'u,, con p > 1. Se ha observado que la
energia del sistema modelado por la ecuacion anterior decae conforme pasa el tiempo, al igual que ocurria con el
caso sin amortiguamiento friccional probado por Lasiecka y Wang. Pero mas atn, hemos visto que la energia,
tanto en el caso con amortiguamiento friccional como sin él, decae a cero asintéticamente en la misma medida
que la funcién de memoria g lo hace, concluyendo que, bajo ciertas condiciones, el decaimiento de energia solo
depende de la memoria del modelo.
Para finalizar, se mencionan algunas interesantes aplicaciones ingenieriles de los estudios anteriores de la ecua-
cion MG'L.
— Lutotripcia. La litrotripcia es un procedimiento médico que utiliza ultrasonidos para romper céalculos en el
rifion, la vejiga o el uréter. Despues del procedimiento, los diminutos pedazos de los calculos salen del cuerpo
a través de la orina. Existen muchos tipos de litotripcia, siendo la mas comun la litotripcia extracorporea
por ondas de choque. Las ondas de choque de alta energia, también llamadas ondas sonoras, atravesaran el
cuerpo hasta que golpeen los calculos renales. Si se esta despierto, se pueden experimentar una sensacion
de golpes ligeros cuando esto comienza, las ondas rompen los calculos en pedazos diminutos.
La litotripcia generalmente es segura, el prondstico depende de la cantidad de calculos que se tenga, de
su tamano y del lugar donde se encuentren en el aparato urinario. La mayoria de las veces, la litotripcia eli-
mina por completo los calculos.
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— Termoterapia. La termoterapia es el uso medicinal del calor, cuyos efectos conllevan un aumento de la tempe-
ratura en el area afectada que a su vez promueve la mejora de la circulacion sanguinea a la zona. Esto acelera
la recuperacion y produce relajaciéon, y como consecuencia se produce una disminucion del dolor y una re-
cuperacion de la elasticidad y calidad de los tejidos. Este tratamiento suele ser utilizado tanto para mejorar
patologias cronicas como agudas (48 horas despues de la lesion). Igualmente la aplicacion de calor en un
area especifica puede ayudar a calentar la musculatura antes de hacer estiramientos y ejercicios, por lo que
sirve para prevenir calambres y desgarros de tendones y musculos.

El tipo de termoterapia que nos interesa es el calor profundo. El calor profundo se consigue con el uso
del ultrasonido terapéutico, se trata de crear calor por el movimiento mecanico de las células producido por
las vibraciones del ultrasonido, y sirve para el tratamiento de musculatura profunda.

— Limpeeza por ultrasomdo. La limpieza por ultrasonidos se basa en el principio de ondas de alta frecuencia (a
partir de 20 KHz) producidas en el liquido en el que las piezas se sumergen. La naturaleza de la energia ul-
trasonica proporciona el empuje fisico requerido para romper los enlaces mecanicos e 16nicos que establecen
las particulas muy pequenias alojadas en la superficie. Debido a la frecuencia de trabajo y la densidad del li-
quido, se forman continuas depresiones y sobrepresiones que aparecen y desaparecen en cuestion de micro-
segundos en el liquido, haciendo implosionar la molécula de agua, aproximadamente 40.000 veces por
segundo, produciendo un microcepillado que actua alrededor de cualquier elemento que se introduzca. Este
efecto recibe el nombre de cavitacion ultrasonica, y elimina la suciedad de la superficie de las piezas sumer-
gidas incluso en los puntos de mas dificil acceso. Puede alcanzar las areas internas que no son accesibles con
otros medios de limpieza.
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