
83

Taller de mosaicos con calculadora gráfi ca

José Manuel Fernández Rodríguez
I.E.S. El Almijar. Cómpeta (Málaga)

Encarnación López Fernández
I.E.S. Vega del Mar. San Pedro de Alcántara (Málaga)

INTRODUCCIÓN

¿Quién no ha sucumbido alguna vez ante la belleza de los mosaicos de cual-
quiera de nuestros monumentos árabes? Abandonados en cuerpo y mente, con-
templando cómo se van repitiendo las fi guras y los colores sólo somos capaces 
de asomarnos al pozo de sabiduría que desde la formación matemática de hoy en 
día es necesaria para comprender esa realidad y los conocimientos que de ella se 
derivan.

Granadinos de nacimiento y matemáticos de formación, estamos teniendo una 
aproximación tardía (gracias a la docencia) a la comprensión de esta realidad.

Este taller surge como fruto de una inquietud, la de trasladar a nuestro alum-
nado los conceptos relativos a los movimientos en el plano a través de la realidad 
y de la historia de nuestra cultura.

La herramienta utilizada ha sido la calculadora gráfi ca ClassPad 300, en par-
ticular su módulo de geometría, pues permite realizar construcciones geométricas 
de una forma fácil e intuitiva, una vez conocida la ventana con sus menús y pale-
tas de iconos. Se ha preferido utilizar, siempre que ha sido posible, las paletas de 
iconos de la barra de herramientas en lugar de los menús para favorecer el uso de 
las instrucciones necesarias. 

Vamos a construir dos mosaicos y vamos a analizarlos desde la perspectiva 
de la teoría de grupos. No se trata de realizar un taller de grupos cristalográfi cos 
planos sino de utilizar la información que éstos nos aportan para la construcción 
en sí.

LA PAJARITA

Primeras construcciones

Para construir este mosaico se ha partido de un triangulo equilátero y se ha 
seguido el siguiente proceso:
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1. Construcción de un polígono regular de tres lados (Secuencia de pantallas 
nº 1):

a) Tocamos la tercera fl echa hacia debajo de la barra de herramientas se abre 
la paleta de iconos del menú secundario Forma especial del menú Dibujo.

b) Tocamos sobre el icono Polígono regular  e inducimos el número de lados 
deseado (se puede hacer utilizando el icono Triángulo equilátero , pero la 
imagen queda menos limpia).

d) Tocamos en un punto de la pantalla táctil de la calculadora y arrastramos 
para seleccionar el área donde se va a trazar el triángulo (intentaremos se-
leccionar el mayor área posible).

SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 1:
CONSTRUCCIÓN DE UN TRIÁNGULO REGULAR

2. A continuación, utilizando el icono Punto medio  del submenú Construir 
del menú Dibujo vamos a construir los puntos D, E, F, y G (Secuencia de pantallas 
nº 2).

a) Seleccionamos la cuarta fl echa hacia debajo de la barra de herramientas y 
tocamos sobre el icono Punto medio.

b) Seleccionamos el lado AC y tocamos sobre el icono  (que ya aparece en 
la barra de herramientas), ya hemos construido el punto D. Repitiendo la 
secuencia con el lado AB obtenemos el punto E.

c) Marcamos ahora los puntos A y D para construir su punto medio F. Ha-
ciendo lo mismo con los puntos A y E, obtenemos el punto G. 
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 2:
CONSTRUCCIÓN DE PUNTOS MEDIOS

3. Construcción del baricentro del triángulo AED (secuencia de pantallas
nº 3):

a) Para dibujar una recta que pase por los puntos E y F vamos a seleccionar 
el icono línea infi nita  del menú Dibujo que aparece cuando tocamos la 
segunda fl echa hacia debajo de la barra de herramientas y se despliega la 
correspondiente paleta de iconos. Una vez hecho esto tocamos sobre los 
puntos E Y F y se dibuja la recta que queríamos.

b) Aunque se puede obrar de la misma forma con los puntos D y G vamos a 
utilizar el icono segmento de línea  , lo seleccionamos en la misma paleta 
de iconos y tocamos sobre los puntos D Y G.

c) Por último fi jaremos un punto a la intersección de la recta y el segmento 
recién construidos seleccionando el icono Punto , también de la misma 
paleta. A continuación tocaremos sobre la pantalla y sin dejar de presionar 
moveremos el puntero hasta que aparezcan seleccionadas la recta y el seg-
mento y nos aparezca en la parte inferior de la pantalla el mensaje Fijación 
a la intersección (tal y como muestra la cuarta imagen de la secuencia de 
pantallas nº 3), en ese momento dejaremos de presionar con el puntero y 
aparecerá el punto H.

4. El siguiente paso es construir un arco de circunferencia que una los puntos 
A y D y que tenga su centro en un punto simétrico al H respecto del segmento 
AC (Secuencia de pantallas nº 4: Construcción del arco de circunferencia):

a) Seleccionamos el icono Círculo  en la misma paleta de iconos del paso 
anterior. Tocamos en F como centro y en H para proporcionar el radio de 
la circunferencia.
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 3:
CONSTRUCCIÓN DEL BARICENTRO DEL TRIÁNGULO AED

b) Con  Fijamos el punto I a la intersección de la recta y la circunferencia de 
igual forma a como lo hicimos con el punto H.

c) Si queremos agrandar la zona de trabajo podemos utilizar el icono Cuadro de 
zoom  del menú Ver que aparece cuando tocamos en la primera fl echa hacia 
debajo de la barra de herramientas. Tocando y arrastrando marcamos el área que 
queremos agrandar.

d) Para trazar el arco de circunferencia buscado seleccionaremos el icono Arco 
, a continuación tocaremos con nuestro puntero sobre los puntos I para 

el centro, D y A (en ese orden) para los extremos del arco. 

e) Vamos a ocultar todos los elementos de nuestra construcción salvo el trián-
gulo y el arco de circunferencia. Para ello los vamos seleccionando uno a 
uno hasta tenerlos todos, tocamos en el menú Edición (Edit), tocamos en 
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 4:
CONSTRUCCIÓN DEL ARCO DE CIRCUNFERENCIA
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Propiedades y en Ocultar. Si no hubiésemos seleccionado algún elemento 
repetimos la secuencia de instrucciones.

f) Por último, para ver el triángulo completo tocaremos el menú Ver y en 
Zoom ajustar pantalla.

5. Para dibujar la pajarita vamos a utilizar el icono Rotación , que se encuentra 
en la paleta de iconos que se despliega al presionar la cuarta fl echa hacia debajo de la 
barra de herramientas (Secuencia de pantallas nº 5: Dibujando la pajarita):

a) Seleccionamos el arco de circunferencia, tocamos el icono Rotación , la 
calculadora nos pide con un mensaje en la parte inferior de la pantalla que 
le indiquemos el centro del giro, seleccionamos el punto D; a continuación 
nos aparece un cuadro de diálogo para que introduzcamos el valor del án-
gulo del giro, escribiremos 180. 

b) Seleccionamos también el nuevo arco y repetimos el proceso anterior to-
mando como centro de giro el punto C (vértice inferior izquierda) y valor 
del ángulo de giro – 60 º.

c) Repetimos el paso anterior pero con centro de giro A y valor del ángulo de 
giro 60º.

d) Por último vamos a ocultar los rótulos de los puntos ya que muchos de 
ellos se superponen y la construcción se va “ensuciando”. Para ello, sin 
ningún objeto seleccionado, tocamos en el menú Edición, en Propiedades y 
en Ocultar nombre. En este momento guardaremos la construcción en un 
archivo que llamaremos pajarita. Para ello tocaremos sobre el menú Archivo 
(Arch) en el submenú Guardar (Guar.) escribiremos el nombre y tocaremos 
el botón Guardar (Guar.).

Análisis y construcción del mosaico

Probablemente cualquier profesional de la construcción “conocedor de su ofi -
cio”, al que se le planteara cubrir una superfi cie con esta fi gura, no tendría ningún 
problema en realizarlo. Sólo necesitaría, además de los materiales y herramientas 
al uso, unas cuantas cajas de baldosas triangulares como la que aparece en la 
secuencia de pantallas nº 6. 

Pero nosotros los matemáticos debemos ir siempre más allá, profundizando 
en nuestra construcción. Para ello vamos a utilizar los conocimientos que nos 
aporta la Teoría de Grupos Cristalográfi cos Planos, no hace falta ser un experto 
para ello; es sufi ciente con indagar en la red de redes para encontrarse con docu-
mentos que nos aclaren los conceptos necesarios. En la bibliografía aparecen los 
utilizados.
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 5:
DIBUJANDO LA PAJARITA
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 6:
RECUBRIENDO EL PLANO I

La defi nición formal de grupo de cristalográfi co plano dada por Francisco Ri-
vero (2) es la siguiente: “Un grupo G de movimientos en el plano es un grupo cris-
talográfi co si el subgrupo de G formado por las traslaciones es un grupo abeliano 
infi nito y generado por dos elementos”.

También sabemos gracias al Teorema de Fedorov (1981) que existen 17 grupos 
cristalográfi cos planos no isomorfos. Cada uno de ellos recibe una denominación 
que procede de la cristalografía, y se pueden clasifi car según la naturaleza de sus 
giros.

En el artículo de Rafael Pérez “Un matemático pasea por la Alhambra” (1) y 
en la conferencia de Ceferino Ruiz en el ISAGA (Granada 2006) (3) se pueden 
ver la clasifi cación de estos 17 grupos y como aparecen todos en nuestra querida 
Alhambra.
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En estas referencias bibliográfi cas aparece clasifi cado nuestro mosaico como 
perteneciente al grupo p6, esto quiere decir que:

• Que el mosaico se forma a partir de una celda primitiva que se traslada a la 
que llamaremos región generatriz unidad. 

• Que la menor rotación posible es de orden 6.

• Que no tiene ninguna refl exión.

En el mosaico que nos ocupa, la región generatriz unidad está formada por un rom-
bo resultado de unir dos triángulos equiláteros por uno de sus lados; los lados del rom-
bo determinan las traslaciones con las que se genera el subgrupo de traslaciones que 
caracteriza al grupo cristalográfi co plano correspondiente. Existe, además, en nuestro 
mosaico, una tesela o celda básica (fundamental) formada por un triángulo isósceles 
cuya superfi cie es un sexto de la región generatriz unidad y a partir de la que se pue-
de generar la misma, sin refl exiones y utilizando rotaciones de orden 3 y 2 (2π/3 y π 
respectivamente) en dos centros distintos.

Prosigamos con nuestra construcción a la luz de esta información.

6. Construcción de la Región generatriz unidad (Secuencia de pantallas nº 7):

Aunque podemos construir la tesela básica a partir del la baldosa triangular de 
la primera imagen se la secuencia de pantallas nº 7, vamos a obviar su realización 
en aras de una mayor rapidez. A estas alturas tenemos que estar minimamente fa-
miliarizados con el entorno de trabajo de la ClassPad 300, vamos pues a abrir un 
archivo que contiene a la tesela básica ya construida y a continuación utilizaremos 
los giros del grupo p6 para construir la región generatriz unidad.

a) Tocamos sobre el menú Archivo, después sobre Abrir, cuando se nos abra la 
pantalla del Administrador de archivos tocamos sobre la fl echa de la car-
peta geo para que se muestren todos los archivos que contiene. selecciona-
mos el archivo fund, confi rmamos nuestra selección tocando sobre el botón 
Abrir y ya tendremos en nuestra pantalla la tesela básica ya construida.

b) Para reconstruir la baldosa triangular vamos a realizar dos giros ( ) de 
120º y 240º tomando como centro del giro, en ambos casos, el vértice supe-
rior de nuestra tesela.

c) Una vez efectuado el paso anterior realizaremos otro giro, esta vez de 180º, 
eligiendo como centro el punto medio de la base del triángulo. Ya hemos 
conseguido la región generatriz unidad, que, como ya habíamos dicho, está 
formada por un rombo resultado de unir dos triángulos equiláteros por uno 
de sus lados

7. Trasladando la región generatriz unidad (Secuencia de pantallas nº 8):

Por último, para acabar nuestro trabajo con este mosaico sólo nos queda ver 
como generamos el mosaico con las traslaciones y utilizando que, por ejemplo, el 
vértice A es un centro de giro de orden 6 de dicho mosaico.
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 7:
CONSTRUCCIÓN DE LA REGIÓN GENERATRIZ UNIDAD

a) Lo primero que tenemos que hacer es defi nir los vectores que nos van a 
defi nir las traslaciones. Para ello vamos a seleccionar el icono Vector  
del menú Dibujo que, como podéis apreciar en la primera imagen de la se-
cuencia de pantallas nº 8, aparece al desplegar la segunda paleta de iconos. 
Tocaremos los vértices superior e inferior izquierda del triángulo para gene-
rar el vector r ; a continuación generaremos el vector s  de forma análoga.

b) Una vez seleccionados todos los elementos visibles de nuestra construcción 
realizaremos sendas translaciones según los vectores r  y s . Tocaremos la 
cuarta fl echa hacia abajo de la barra de herramientas para que se abra la 
paleta de iconos del menú secundario Construir del menú Dibujo, en ella 
presionaremos sobre el icono Traslación . Nos aparece el cuadro de diá-
logo de traslación, tocamos seleccionar vector y seguidamente presionamos 
sobre le vector r ; a continuación repetimos los mismos pasos con el vector 
s  Si queremos ampliar nuestra construcción con nuevos rombos, realiza-
remos una nueva selección de elementos y repetiremos el proceso anterior.
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 8:
RECUBRIENDO EL PLANO II
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c) Seleccionamos todos los elementos visibles de la construcción (podemos 
ayudarnos del icono Cuadro de zoom ). Realizaremos cinco giros de cetro 
A (vértice superior de la construcción) y ángulos 60º, 120º, 180º, 240º y 
300º; el resultado es espectacular. 

EL HUESO NAZARÍ

El segundo mosaico que vamos a construir es el “hueso nazarí” que, junto 
con el de la pajarita, es el más conocido de los mosaicos nazaríes. No vamos a 
construirlo siguiendo dos caminos distintos, solamente vamos a realizar nuestra 
construcción a la luz de la información aportada por la teoría de grupos cristalo-
gráfi cos planos. 

Como puede deducirse en la fi gura nº 1, la región generatriz unidad se puede 
generar a partir de cualquiera de los cuadrados en los que se encuentra dividida, 
utilizando como movimiento dos simetrías con los ejes perpendiculares y paralelos 
a los lados del cuadrado que forma la región.

FIGURA 1: REGIÓN GENERATRIZ UNIDAD DEL MOSAICO

Este tipo de construcción corresponde al grupo cristalográfi co plano pmm, es 
decir:

• Que el mosaico se forma a partir de una celda primitiva que se traslada.

• Que hay alguna refl exión en dos direcciones.

• Que la menor rotación posible es de orden 2.

• Que los centros de rotación están sobre los ejes de refl exión.
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Comencemos la construcción. Como no vamos a utilizar muchas herramientas 
nuevas, tendremos que estar pendientes de las respectivas secuencias de imágenes 
pues las instrucciones serán más concisas que en la construcción del mosaico an-
terior.

1. Vamos pues a construir nuestra celda fundamental (secuencias de pantallas 
nº 9, 10 y 11):

a) Comenzaremos construyendo el cuadrado que delimita la celda fundamen-
tal situando en él los puntos E, F, G, H, I y J.

b) Trazaremos una retícula de rectas perpendiculares a los lados del cuadrado 
y que pasen por los puntos construidos en el punto anterior. Utilizaremos 
el icono Perpendicular  de la cuarta paleta.

SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 9: CELDA FUNDAMENTAL I

SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 10: CELDA FUNDAMENTAL II
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c) Utilizando el icono Polígono  de la segunda paleta, vamos construir dos 
polígonos cerrados, el primero de vértices I, K, L, M, N y B; y el segundo 
de vértices H, O, L, P, Q y D. Seguidamente, ocultaremos las rectas y los 
puntos que han sido necesarios para la construcción. 

d) Por último seleccionamos todos los lados de cada polígono y en el menú 
edición activamos la propiedad de sombra, quedando así construida la cel-
da fundamental tal y como queríamos.

SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 11: CELDA FUNDAMENTAL III

2. Para construir la región generatriz unidad vamos a utilizar una celda fun-
damental “distinta” de la anterior, donde hemos sustituido el sombreado de los 
polígonos por un conjunto de segmentos paralelos con un grosor superior que 
harán las veces de relleno. Esta decisión se debe a que el efecto de sombra de un 
polígono no se conserva cuando realizamos una transformación del mismo y a 
la difi cultad de seleccionar un determinado elemento cuando se encuentra super-
puesto con otros. Vamos a abrir el fi chero huesof que se encuentra en la carpeta 
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anterior geo. A continuación, utilizando los iconos Refl exión  y Giro , vamos 
a construir la región generatriz unidad (secuencia de pantallas nº 12):

FIGURA 2: ARCHIVO HUESOF

a) Tocamos sobre el icono  y después sobre el lado BC. A continuación 
anulamos la selección que se ha producido y volvemos a repetir el procedi-
miento pero realizando la refl exión sobre el lado AB.

b) Por último ocultaremos los nombres y los objetos que nos “ensucien” la 
construcción.

SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 12: REGIÓN GENERATRIZ UNIDAD
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SECUENCIA DE PANTALLAS Nº 13: RECUBRIENDO EL PLANO III

3) Para acabar lo único que nos queda es añadir los vectores que nos van a 
defi nir las traslaciones y aplicarlas para construir nuestro mosaico (secuencia de 
pantallas nº 13).

a) Con el icono Vector  , defi nimos los vectores r  y s . Una vez hecho 
esto, con el icono Traslación , realizaremos sendas traslaciones según los 
vectores anteriores.

b) Si queremos ampliar nuestra construcción, realizaremos una nueva selec-
ción de elementos y repetiremos el paso anterior.
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OTRAS CONSTRUCCIONES

A continuación se proponen algunos mosaicos que se pueden construir utili-
zando la ClassPad 300. En el Anexo I se ofrecen las imágenes a partir de las que 
se han realizado las construcciones.

FIGURA 3: MOSAICOS PROPUESTOS
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ANEXO I: IMÁGENES DE MOSAICOS
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