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Metoda konacnih elemenata; teorija i prakticna implementacija

klavirska zica konacni elementi mehanika numericka matematika

Andrej Novak
Sveudiliste u Dubrovniku

1 Uvod

Metoda konacnih elemenata je jedna od najpopularnijih numerickih metoda za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Cilj ovog
rada je na jednostavan nacin, kroz primjere, prezentirati metodu konacnih elemenata. U prvom dijelu rada je opisana Galerkinova metoda
te je kroz jednostavan primjer skrenuta pozornost na opasnosti prilikom numericke implementacije. U srediSnjem dijelu rada je opisana
metoda konacnih elemenata kao poseban slucaj Galerkinove metode, a kroz primjer je dano numericki prihvatljivije rjeSenje primjera iz
prvog dijela rada, samo sto je jedan rub ostavljen slobodnim kako bi se prikazala implementacija raznih rubnih uvjeta. U zavrSnom dijelu
rada su dane neke ideje o implementaciji metode konacnih elementa na problemima koji ukljuCuju vise derivacije te par komentara
vrijednih za prakti¢nu implementaciju.

2 Galerkinova metoda

U ovom odjeljku ¢emo postaviti scenu za metodu konacnih elemenata. Zapocinjemo kratkim opisom Galerkinove metode. Neka je Vi
Hilbertov prostor, a(-,:) : V x V — R‘ bilinearna forma koja je ograni¢ena,

la(u, v)| < M|lullv|vv]|Vu,v € V]
i Vl-elipti¢na,

a(v,v) > c|jv||}| Vv € VI
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te Il ograniceni linearni funkcional. Promatramo problem
ueV, a(uv)=Ikv) WYweV| (1)

Prema Lax-Milgramovoj lemi, varijacijski problem (1) ima jedinstveno rjeSenje. Opcenito govoreéi, nemoguce je naci egzaktno rjesenje od
(1) zato &to je VI beskona¢no dimenzionalni prostor. Prirodno je probati konstruirati aproksimaciju rjeenja u konacnodimenzionalnom
prostoru Vv C V.| Promotrimo projekciju problema (1) na V|,

uy € Vv, alun,v) =1l(v) Yo € V| (2)

Uz pretpostavke da je bilinearna forma al ogranicena, Vi - elipticna i I ograniceni linearni funkcional, opet primjenom Lax-Milgramove leme
slijedi da (2) ima jedinstveno rjesenje up|.

Neka je {@}f\il‘ baza konac¢nodimenzionalnog prostora VN|, tada mozemo zapisati

N
uy = Y&
=1

za neke, trenutno nepoznate, skalare &;|, i = 1,2,.., N|.
Uzmimo da v € V| budu ba$ ¢;|te uvrstimo u (2). Dobivamo

a(¢j, #:)& = U(¢i) i=1,...,N. (3)

N
j=1
Ocito, prethodnu tvdnju mozemo zapisati kao linearni sustav

K¢ = b|
, K = (a(¢j, ¢i)) € ]RNXN‘ matrica sustava te b = (I(§;)) € ]RN‘ desna strana.

Opcenito je aproksimacija uy| razli¢ita od rjeSenja wi, stoga je prirodno traZiti priblizno rje$enje un| u potprostoru Vy]| $to vece dimenzije.
Za niz potprostora VNZ-‘ takvih da vrijedi Vi, C Vi, C ... V| raCunamo pripadna rjeSenja uy,|, ¢ = 1,2, .. . Ovaj postupak nazivamo
Galerkinovom metodom. Prvi korak u dokazu konvergencije Galerkinove metode je vazan i elegantan teorijski rezultat.

gdje je vektor nepoznanica £ = (&) € RY

Teorem 1. (Céina lema) Neka je V Hilbertov prostor, Vn C V Ja(, )‘ ograni¢ena, V-elipticna bilinerna forma na V te ll ogranieni linearni
funkcional. Neka je u € V| rjeSenje od (1) i un € VN| Galerkinova aproksimacija (2). Tada postoji konstanta Cl takva da

le = unlly < C inf flu— U||V-‘ (4)

Proof. Prema pretpostavci a(-, -)‘je V-elipti¢na, ograni¢ena bilinearna forma pa za svaki v € VN| imamo,
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cllu —unl} < alu— uy,u — uy)
=a(u —uy,u —v)
< Mllu — un|lv(ju — vfv.
Dijeljenjem s c||u — uN|H slijedi tvrdnja,
lu —un |} < Cllu — unllv]u — vlly]
gdje je C = M/c| -

U sluaju kada je a(-, -)| simetri¢na bilinearna forma ona definira skalarni produkt na V1i njime induciranu normu |[v]ls = /a(v,v)| Ako
sada oduzimemo (2) od (1) zbog linearnosti slijedi

a(u —un,v) =0 Vv € Vy|

Vidimo da je s obzirom na novi skalarni produkt pogreska u — wuy| ortogonalna na potprostor VN.| Drugim rijeCima, uy| je ortogonalna
projekcija egzaktnog rjeSenja ul na potprostor VN.|

Korolar 2. Uz pretpostavke prethodnog teorema pretpostavimo jo$ da je dan niz potprostora Vi, C Vi, C .. .|takvih da je |J, VN, = V.‘
Tada Galerkinova metoda konvergira,

|lu—un, || — 0 kadi — oo

, 1 > 1|, takav da

Proof. Zbog pretpostavke gustoce postoji niz v; € Vi,
|lu —villy — 0 kadi — oo
Primjenom Céine leme slijedi dokaz tvrdnje,

Ju — un, [|v < Cllu — vilv|
[ |

Promotrimo primjenu Galerkinove metode na jednostavnom primjeru.
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Primjer 3. Zadan je rubni problem
{—v' +u= fna(0,1) u(0) = u(l) = 0.| (5)

MnoZenjem s test funkcijom v €V = H01(<0,1>)L integriranjem po cijeloj domeni te primjenom parcijalne integracije slijedi
slaba formulacija

1 1
uev, / (U + wv)dz = / fuvdz, YveV.
0 0

Ako definiramo a(u,v) = fol(u’ v+ uv)dw‘ te l(v) = fol fvd:c‘ iz Lax-Milgramove leme slijedi jedinstvenost rjeSenja ovako zapisane
zadace.

Moramo odabrati konac¢nodimenzionalni potprostor od V| u kojem Zelimo traZiti aproksimaciju rjeSenja. S obzirom na to da je rjeSenje u
rubovima nula jedan jednostavan potprostor je

Vi = span{z'(1 — z),i = 1,2,..., N}/

Onda je
N .
un = ijazj(l —z).
=1
Nepoznate koeficijente {fj}j-\i 1‘ odredit éemo iz Galerkinovih jednadZbi

1 1
/ (uyv' + unv)de = / fodz Vv e Vy,
0 0

uzimanjem funkcija v = z* (1 — :1:),|z =1,2,..., N|za test funkcije. Dolazimo do sustava linearnih jednadZbi
K¢ = b)|
gdje je &€ = (&1, -..,&N)"| vektor nepoznanica, b € RY| vektor desne strane ¢ija je i-ta komponenta oblika fol f(z)x* (1 — w)dm‘ te Kl

matrica sustava &iji (i, j)| element ima oblik

: : : : +1)je+1)  (E+1)(E+1)
i(1-2)) (¢ (1—2)) + 21— 2)zi (1 - __u W
/0[(:1:( z)) (' (1 —a)) +2/(1 —z)z'( m)]dw P it + Tt 1
Lt 2
i+j+1 i+j+2 i+j5+3°
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Valja odmah primijetiti da je matrica koeficijenata K| popunjena elementima razli¢itim od nule. No to nije sve, matrica je i loSe uvjetovana
Sto upucuje na ozbiljne opasnosti prilikom numerickog rjesavanja dobivenog sustava. U sljedecoj tablici je prikazana uvjetovanost matrice

sustava za neke dimenzije potprostora.

N | Cond(K)
3 | 1.90- 102
5| 7.88-10%
7 | 4.43-107
10 | 7.87 - 101

Kao posljednji argument koji ide u prilog numerickoj nestabilnosti implementacije Galerkinove metode pogledajmo sljedece slike.
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Murneritka aproskimacija rjesenja dobivena Galerkinovom metodom
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nz =625
Slika 1: Rezultati numericke implementacije Galerkinove metode za f(w) = —z3‘ Cije egzaktno rjesenje je dano s
u(z) = =& + L= — 2% — 6a.
e -—e e ~—e

a) Zan = 10| apsolutna pogreska je 7.87e - 10'Y, a uvjetovanost matice sustava je 4.02 - 10|

b) Za n = 50| apsolutna pogreska je 1.11 - 1013| te uvjetovanost matice sustava je 5.28 - 1015|
c) Egzaktno rjesenje
d) Popunjenost matrice krutosti za n = 25| Plava tockica oznacava ne-nul element u matrici na odgovarajuéem mjestu.
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Iako je s teorijske strane ovaj pristup jednostavan i elegantan, neke detalje ¢emo ipak morati prilagoditi kako bismo osigurali spomenuta
dobra svojstva i prakti¢noj izvedbi.

3 Metoda konacnih elemenata

U prethodnom primjeru prilikom numericke izvedbe Galerkinove metode vidjeli smo da se rjeSavanje linearnog rubnog problema svodi na
rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. No, matrica sustava je bila gusto popunjena i loSe uvjetovana. Htjeli bismo prilagoditi Galerkinovu
metodu tako da u konacnici dobijemo sustav koji je dobro uvjetovan i joS po mogucnosti rijetko popunjen. Ipak, za racunanje svakog
elementa matrice potrebno je rijesiti ponekad netrivijalan integral - Sto je vremenski skupo ukoliko je matrica gusto popunjena. Kada
radimo sa sustavima cije su matrice rijetko popunjene otvara se jos jedan bonus, moguénost uporabe iterativnih metoda. Jedan nacin na
koji moZzemo rijediti prethodna dva problema jest pazljivim odabirom baze kona¢nodimenzionalnog prostora V| Zathjevat ¢emo da je broj
baznih funkcija ¢iji se nosaci sijeku s nosaéem proizvoljne bazne funkcije $to manji mogudéi. Odlucit éemo se za prostor V| koji se sastoji
od funkcija koje su po dijelovima polinomi povezani s diskretizacijom domene €. Jednostavno govoredi, Galerkinova metoda uz prethodne
pretpostavke na bazne funkcije postaje metoda konacnih elemenata.

Konvergencija metode konacCnih elemenata moZe se posti¢i povecanjem stupnja polinoma u baznim funkcijama, profinjavanjem
diskretizacije domene ili ¢ineci obje istovremeno. Ilustrirajmo sada na primjeru navedene ideje.

Vol.25.
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Primjer 4. Promatramo

{—v' +u= fna(0,1) u(0) = 0,4 (1) = b| (6)
gdje je f € L({0, 1))\ te b € R.| Kao prije mnoZenje s test funkcijom v € V = {v € H'((0,1)) : v(0) = O}L integriranjem po cijeloj
domeni te primjenom parcijalne integracije daje slabu formulaciju

1 1
uev, / (u'v + wv)dz = / fudz +bv(l), YveV.
0 0

Opet, primjenom Lax-Milgramove leme slijedi da slaba formulacija ima jedinstveno rjesenje.
Za N € Nl na¢inimo diskretizaciju domene I = [0, 1]‘ takodaje 0 =1xy < 1 < ... < xy = 1} To¢ke x;| nazivamo &vorovi, a podintervale
I = [z, x@]\ elementi. Oznacimo s h; = x; — x;_1|te s h = max;—1... N hi| Rjesenje éemo traZiti u prostoru

Vi ={v, € V: Uh|Ii € Pi(L;),i = 1,...,N}.‘
Zato $to su po dijelovima glatke funkcije u H'(I)| ako i samo ako su u C(I )L ekvivaletno moZzemo definirati
Vi = {on € C() : wa|y, € Pa(L),i=1,...,N,v(0) = 0}]
Za bazne funkcije uvodimo tzv. hat funkcije
di(x) = { (x — xi—1)/hs, i1 <z <z, (i1 —x)/hiy, r; <z <wxi1, 0,  inage,
i posebno za desni rub kada je i = N|,
¢i(z) = {(x — zn_1)/hn, zy1 <z < zp, 0, inace, ‘

Prethodne funkcije su neprekidne, po dijelovima glatke i ocito linearno nezavisne. Lako se vidi da je prva slaba derivacija tako definiranih
funkcija ¢1| po dijelovima konstantna funkcija.
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A
. :
0=xp Xjrq - XN 1

Slika 2: Grafovi funkcija baznih funkcija

Neka je zadan prostor konacnih elemenata
Vi = span{¢; :i=1,..., N}

uz problem

1 1

up, €V, / (up v}, + upvn)de = / forndz + bup (1)  Yv € Vp, (7)
0 0

koji prema Lax-Milgramovoj lemi ima jedinstveno rjesenje. Kao i u prethodnom primjeru, ako zapiSsemo aproksimaciju rjeSenja kao linearnu
kombinaciju elemenata baze,

N
up =Y ujg;
7=1

vidimo da se (7) moze zapisati kao
N 1 1
s [ (610 + audi)da = [ foudatbai(1), i=1,., N
j=1 0 0

Lako je provjeriti istinitost sljedecéih formula, a njihovo uvaZavanje ¢e biti kljucno za sastavljanje matrice sustava.
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1 1
P jdr=——, 1i=2,...,N,
0 h
! 2
(qb;)zdil? = 7 1= 27 7N ]-a
0 h
! h
¢i¢i—1dm:__7 Z:27 '7N7
0 6
1
2h
/ (¢1)2d{13= 5 7’:1, 7N_]-a
0 3
1
1
12 de = ——
1
h
/ (pn)*dz = —.
0 3
Sada moZemo problem (7) prikazati kao sustav linearnih jednadzbi Ku = b,
" 2h , 2 h 1 1
3Th % T
A1 2n , 2 Kk 1
6 r 3 TR 6w
K =
h 1 2» , 2 h 1
6 h 3Th 5%
A1 h
! 6 " h 3T
je matrica sustava,
1 1 1 1 T
b= </ f¢1dm,/ foadex, . .. ,/ fch_lda:,/ fondx + b)
0 0 0 0
vektor desne strane te
u= (ul,...,uN)T\

vektor nepoznanica. Zahtijevali smo da bazne funkcije imaju $to manji mogudéi nosaé, posljedica je rijetko popunjena matrica sustava K|
matrica. Dobra uvjetovanost matrice K| pokazana u sljedecoj tablici.
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N | Cond(K)
3 22.3962
) 22.3962
7 22.3962
10 43.1613

Na kraju primjera pogledajmo rezultate programske implementacije metode konacnih elemenata.
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Murnericka aproskimacija rjieSenja dobivena metodorn konacnih elemenata

012 F

014 1

— Aproksimacija rjiegenja

-0.16
0

Aproksimacija rjesenja
Toéno rjegenje

Slika 3: Rezultati numeri¢ke implementacije metode konacnih elemenata za f(z) = —m?" uz rubne uvjete u(0) = u'(1) = 0| &je egzaktno
3
—x° — 63:.‘

rjesenje je dano s u(zx) =
a) Egzaktno rjesenje

9

e l+te

9e ”
elte

0.1

0.12
014

016
1]

Mumeritka aproskimacija rjegenja dobivena metodom konacnih elemenata

— Aproksimacija rjefenja
Totno tjedenje

20F

251

5 10

b) Za n = 4|, apsolutna pogreska je 0.0015| a uvjetovanost matice sustava je 32.64

c) Za n = 10| apsolutna pogreska je 9.62 - 1079/ te uvjetovanost matice sustava je 150.25.|
d) Popunjenost matrice K| za n = 25| Plava to¢kica oznadava ne-nul element na odgovarajuéem mjestu u matrici.

15
nz =76
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4 Jos jedan primjer

U nastavku promotrimo jednadzbu koja opisuje otklon Zice klavira pod utjecajem sile f| Zica klavira ima dva dijela; zi¢anu jezgru te zicu
namotanu oko nje. Uzevsi to u obzir, jasno je da se takav objekt ne ponaSa iskljuCivo kao tanka Zica. Zica klavira vibrira dijelom zbog
napetosti, a dijelom zbog same Cvrstoce Zice. 1z tog razloga modelu dodajemo clan koji opisuje ponasanje tankog Stapa.

{u® — 4" = fna(0,1) u(0) = «(0) = u(1) = /(1) = 0.] (8)

Slaba formulacija problema je

1 1
uevV, / (" + UV )dz = / fvde Yv eV,
0 0

gdje je V = H02(<0, 1))‘ Ako Zelimo odabrati V4|, takav da je V;, C V], onda svaka funkcija u V| mora bit barem klase ¢l Pretpostavimo

da se V}| sastoji od po dijelovima polinoma stupnja manjeg ili jednakog p|. Uvjet da su funkcije u V3| klase C1| hamece 2(N — 1)\ uvjeta, a
rubni uvjeti jo$ 4| uvjeta. Sve skupa imamo

dim(Vp) = (p+1)N—-2(N—-1)—4=(p—1)N —2

stupnja slobode da odaberemo bazne funkcije sa $to manjim nosa¢em. Jasno je da je najmanji dozvoljeni p = 2|. Medutim odlucit éemo se
zap = 3| da bismo povecali broj stupnjeva slobode za odabir baznih funkcija. Za p = 3| prostor konacnih elemenata je

Vi = {vn € C1(I) s vg, € Ps(L),I = 1,...,N,vs(z) = v},(z) = 0zaz = 0,1}
Mozemo konstruirati bazne funkcije s malim nosacdima koristeci uvjete interpolacije
¢i(x;) = 6ij,  @i(x;) = 0, Yi(z;) =0, oi(z)) = &ij.|

Kako bismo izbjegli tehnicke komplikacije, pozeljno je raditi na referentnom elementu. Ideja je sav posao obaviti na jednom elementu, tzv.
referentnom elementu, a onda postignuto preslikati na ostale elemente. Neka je Iy = <0, 1)\, preslikavanje

F;: Iy — Ii, Fz(g) =1+ hlﬂ

je bijekcija. Na referentnom elementu Iy| konstruiramo polinome treceg stupnja koji zadovoljavaju interpolacijske uvjete

Vol.25.
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®)(0) =1, (1) =0, &(0)=0, &)(1)=0,
®,(0)=0, & (1)=1, & (0)=0, &,(1)=0,
Wo(0) =0, Wo(1) =0, W,(0)=1, ®(1)=0,
U, (0)=0, ¥(1)=0, ¥ (0)=0, ¥ (1)=1

Jednostavnim racunom odredujemo da su trazene funkcije
®(&) = (1+26)(1 - ¢, ®1(8) = (3—20)€%, ¥y(¢) = £(1 - ¢)?, U1 (6 = —(1 - 9|
Sad mozemo odrediti bazne funkcije

J— -1 . —1 ; inad
i i
¢2 {q)l(F (IU)), z € I, q)O(F-H (ZZI)), z € Iit1, 0, inage,

Vi = {hi‘I’l(Fi_l(x))v z €L, hin¥o(F 1(x)), x¢€ Liz1, 0, inage, ‘

Kao i u prethodnim primjerima, Zelimo formulirati sustav linearnih jednadzbi. Koeficijente matrice sustava racunat ¢emo preko referentnog
elementa, npr.

ki1 =/ (pi-1)"(#:)" + (¢i-1) (¢) dz = /(¢z‘—1)"(¢z’)" + (¢i-1)'(¢:) da
0 I;

koristedi definiciju baznih funkcija i funkcije F;| mozemo izracunati

1 1 12 6
ki1; = h_f /IO 6(2¢ — 1)6(1 — 2£)d¢ + W /IO 6£(§ — 1)6£(1 — &)dg = _h_:;.” ~sh ‘

Ostale elemente matrice mozemo izracunati analogno, a tako dobivena matrica ¢e biti petdijagonalna. Komentirajmo za kraj da je za
viSedimenzionalne probleme tehnika referentnog elementa neophodna, kako za teorijsku analizu greske tako i za prakti¢nu implementaciju.
Valja primijetiti da smo u prethodnom jednodimenzionalnom primjeru zahtijevali da funkcije iz V3| budu polinomi treé¢eg stupnja kako bismo

postigli da funkcije iz V, C V] budu klase C1|. U visim dimenzijama je potreban jos veci stupanj polinoma kako bismo to postigli. Jedan
nacin kako je moguce rijesiti taj problem jest koridtenjem nekonformnih elemenata ([5])\
Za sam kraj, ostavljamo Cditatelju jedan programerski podhvat.

Zadatak. Napravite programsku izvedbu metode konacnih elemenata za sljedeéi problem
{u® — " = —2% na (0,1) u(0) = w(0) = u(1) = /(1) = 0.] (9)

Egzaktno rjesenje ovog problema je
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1
20(e — 3)(e — 1)
+ €% (3z° + 60x® — 86z — 86) + 86e*” — 21> — 44e® + 109e).

u(z) = ce (e (2’ 4+ 202 — 44z 4 44) — 27T (22° + 402 — 65z + 44)

Zahvaljujem se prof.dr.sc. Josipu Tambaci na detaljnom Citanju ovog ¢lanka i korisnim savjetima.
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