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¢Es esto “machetear”?

Carmen Samper y Patricia Perry

Introduccion

emostrar en matematicas es una actividad compleja que requiere,
entre otras cosas, trabajar comprensivamente dentro de un sistema
axiomatico, con base en un sistema logico que establece las maneras
licitas de proceder. Es necesario distinguir el estatus teérico (Duval, 2007) de
los diferentes elementos que conforman el sistema axiomatico: definiciones,
postulados, y teoremas; es decir, identificar qué caracteriza a cada uno de es-
tos elementos en cuanto a estructura logica, su papel dentro del sistema y su
alcance y, por ende, reconocer diferencias entre tales elementos. Por ejemplo,
una definicién, cuyo formato 16gico corresponde a un enunciado bicondicio-
nal, aunque no se expresa asi explicitamente, asocia un término con unas pro-
piedades; en cambio, tanto un teorema como un postulado enuncian, a través
de respectivas proposiciones condicionales, la relacion de dependencia entre
dos conjuntos de condiciones o de propiedades. Asi mismo, se requiere enten-
der el estatus operativo (Duval, 2007) de las proposiciones que intervienen
en un paso de deduccion cualquiera: premisa, asercion y garantia; es decir,
reconocer qué datos son imprescindibles para poder usar un elemento teorico
como garantia de una asercion. También se requiere identificar cual esquema
de razonamiento valido permite deducir informacidon que podria ser util para
llegar a la asercion que se quiere demostrar.
Estudios recientes han reportado diferentes dificultades que enfrentan
los estudiantes de nivel universitario para poder producir demostraciones exi-
tosamente (cf. Selden y Selden, 2011; Perry, Camargo, Samper y Rojas, 2006).


https://core.ac.uk/display/33253219?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Carmen Samper / Patricia Perry

Los investigadores coinciden en que las problematicas que se evidencian tie-
nen que ver, entre otras cosas, con: la estructura logica de los argumentos! y
el encadenamiento de estos en una demostracion, la comprension y el manejo
logico de los enunciados de los elementos teodricos, y las técnicas para produ-
cir demostraciones. Especificamente, relacionado con esto tltimo, mencionan
que a los estudiantes les resulta dificil: identificar cuando la demostracion exi-
ge el estudio de varios casos y entender que cada uno se debe demostrar; saber
cuando, en la demostracion, se toma un elemento cualquiera de un conjunto
dado, o cuando se debe elegir convenientemente para que pueda pertenecer
a un conjunto especifico; demostrar teoremas cuyo consecuente expresa una
conjuncioén o una disyuncion de propiedades. Si los estudiantes han tenido la
oportunidad de producir justificaciones en la clase de matematicas, posible-
mente tienen una imagen conceptual de lo que es una demostracion que tam-
bién puede generar dificultades. Esto porque es muy probable que solo hayan
trabajado con demostraciones directas en las que los datos de cada argumento
o paso de la demostracion es algo dado o son aserciones deducidas en pasos
anteriores, y los argumentos se enlazan de manera directa usando el esquema
de razonamiento Modus Ponendo Ponens; la demostracion fluye suavemente.
Pero, la realidad es que no hay un procedimiento fijo para producir demostra-
ciones. Tal como lo sefialan Hanna et al. (2009) citado en Dreyfus, Nardi y
Leikin (2012), “Las distinciones matematicas entre demostraciones se basan
en aspectos logicos, estructurales, relativos al campo especifico de las mate-
maticas, relativos a la representacion, y en propiedades relacionadas con los
enunciados de las demostraciones” (p. 198; nuestra traduccion).

En un curso formal de geometria euclidiana es necesario demostrar la
existencia de muchos objetos como, por ejemplo, un punto entre dos puntos
dados, el punto medio de un segmento, la bisectriz de un angulo, la recta per-
pendicular a una dada por un punto externo, la recta paralela a una dada. De
Guzman, Hodgson, Robert y Villani (1998) indican que hay diversas razones
por las cuales las demostraciones de existencia son particularmente dificiles
para los estudiantes. Dada su experiencia escolar previa, no ven la necesidad
de demostrar que algo existe; una tal demostracion se contrapone a la prac-
tica habitual en la que se plantean y resuelven problemas sobre objetos que

1 Aqui entendemos por argumento un enunciado oral o escrito, de estructura ternaria, que relacio-
na proposiciones particulares (datos y asercién) y una proposicién general (garantfa).
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existen. Estos investigadores mencionan ademas que otra dificultad yace en
tener que imaginarse el objeto matematico especifico que debe ser construido.
En esencia, la explicacion de estas dificultades se puede encontrar en la brecha
que hay entre la matematica escolar y la actividad matematica que se espera
que haga un estudiante universitario.

Debido a la singular creatividad conceptual que se requiere para produ-
cir una demostracion de existencia, es necesario que los estudiantes aprendan
procedimientos especiales para ello. En consonancia con lo que se mencion6
anteriormente, las demostraciones de teoremas de existencia difieren en tér-
minos de aspectos estructurales. En algunos casos, se debe usar el Axioma
de Escogencia (e. g., demostrar que existe una base para los nimeros reales
como espacio vectorial sobre los nimeros racionales); en otros, se debe pro-
ducir una demostracion por contradiccion (e. g., demostrar que existen infi-
nitos nameros primos). En la geometria elemental, demostrar la existencia de
un objeto geométrico puede requerir la determinacion de un objeto especifico,
considerando solo algunas propiedades del objeto cuya existencia se quiere
demostrar; las demas propiedades de ese objeto tendran que deducirse a partir
de las asignadas inicialmente al objeto especifico. Pero, ;cdmo se sabe cuales
propiedades asignar inicialmente?

En este articulo presentamos evidencia de la forma espontanea en que
proceden los estudiantes para demostrar la existencia de un objeto geométrico
caracterizado por dos propiedades. La estrategia empleada se aleja mucho de
lo que acepta la comunidad del discurso matematico. [lustramos la mediacion
semiotica del profesor durante la produccion de la demostracion.

La estrategia espontanea de los estudiantes
y temas que enmarcan su tratamiento en el aula

Definicion matematica y existencia del objeto definido

En el ambito de la actividad matematica y, mas puntualmente, de la activi-
dad demostrativa es necesario entender que un objeto matematico no existe
simplemente porque se haya dado una definicion de este dentro de un siste-
ma teorico. Es decir, la mayoria de las definiciones matemadticas conllevan
solamente la posibilidad de existencia. Esto parece ser un asunto conceptual
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problematico desde la antigiiedad. Aristoteles no solo lo menciona sino que
provee una clasificacion de las definiciones de acuerdo con este asunto. El
propone que hay definiciones, conocidas en la actualidad como nominales, en
las que se da una lista de las caracteristicas generales de un objeto o relacion,
y definiciones, denominadas reales, en las que se dan las condiciones bajo las
cuales existe un objeto (Harari, 2004). Por ejemplo, una definicion nominal
establece que angulo recto es aquel cuya medida es 90 grados sexagesimales,
mientras que una definicion real establece que es aquel para el cual existe un
angulo par lineal® con ¢l y congruente a él. Aunque Euclides no se refiere ex-
plicitamente a este asunto, su obra refleja que lo toma en cuenta. Por ejemplo,
define cuadrado (Definicion 22, Libro I) pero no usa la definicién hasta que
justifica su existencia (Proposicion 46, Libro I), a través de la validacion de
la construccion del cuadrado con regla y compas (Euclid, Densmore y Heath,
2003). Es decir, el cuadrado no existe gracias a su definicion sino a que su
construccion es no solamente una posibilidad sino un hecho.

Mediacion semiética del profesor

En un curso en el que el proposito principal es la construccion social de sig-
nificado, el profesor busca la participacion interactiva y genuina de los estu-
diantes. La aproximacion metodoldgica de la ensefianza y el aprendizaje no
consiste, por ejemplo, en enunciar un teorema y reproducir su demostracion
en frente de los estudiantes con la expectativa de que ellos la entiendan, la
memoricen y extraigan elementos generales para aplicar en casos similares
que se trabajen posteriormente. En cambio, se procura que los estudiantes
generen ideas y las expongan ante la comunidad del aula para colaborar en la
produccioén colectiva de la demostracion, accion que favorece la construccion
de significado y el progreso en la interpretacion de lo que es el proceso de
demostrar. Asuntos relacionados con la produccion y reproduccion de demos-
traciones han sido el tema de varios investigadores (e. g., Saenz-Ludlow y
Athanasopoulou, 2007; Dreyfus, Nardi, y Leiking, 2012).

2 Definicién Angulos Par Lineal: Si los rayos AB y AD son opuestos y C es un punto que no perte-
nece a la recta AB, entonces los dngulos BAC y CAD son par lineal.
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Bajo esta perspectiva de ensefanza y aprendizaje, cuando los estudian-
tes hacen un esfuerzo por conceptualizar el objeto matematico que se esta
tratando en clase, hay una interaccion dialdgica entre ellos y el profesor, con-
formada por una secuencia de signos de diferente naturaleza. Un signo es
una expresion lingiiistica, gestual, pictorica o de otra especie que una per-
sona pone en lugar de un objeto. Es decir, es una palabra, frase o argumento
hablado o escrito, un gesto o grafico con lo que la persona representa algiin
aspecto del objeto al cual alude en la comunicacién. Ese signo, si es percibido
e interpretado por otro, produce en la mente de ese intérprete una idea que
posiblemente trata de comunicar. En el contexto descrito anteriormente, el
profesor y los estudiantes que se involucran en la conversacion tienen diferen-
tes niveles de conocimiento respecto al objeto matematico y metas distintas.
La meta del profesor es apoyar al estudiante en la construccion de significado
del objeto mientras que la de los estudiantes debe ser la participacidén genuina
en dicho proceso. Es decir, los estudiantes deben asumir su papel de colabo-
radores, activando sus recursos intelectuales relativos al tema de discusion
para hacer propuestas, aunque puedan tener errores, y defenderlas, o argu-
mentar matematicamente su desacuerdo con ideas que otros presentan (Perry,
Samper, Camargo y Molina, 2013). El profesor media semidticamente cuando
evoca sus significados de ciertos aspectos del objeto matematico, foco de la
conversacion, y los usa en acciones que pueden ayudar a sus estudiantes a
lograr mayor compatibilidad con el significado que la comunidad de discurso
matematico acepta para tal objeto; cuando ¢l identifica aspectos del objeto
matematico en los cuales se debe enfocar para aclarar el significado, porque
reconoce que la construccion de significado de sus estudiantes no se esta de-
sarrollando de manera aceptable. La mediacion semidtica intencional del pro-
fesor son todas sus acciones deliberadas que buscan propiciar y guiar las ideas
de los estudiantes para que evolucionen y converjan hacia el concepto del ob-
jeto matematico. Lo anterior muestra como, en un acto de interpretacion de los
signos de sus estudiantes, el profesor debe contemplar el objeto matematico
desde dos perspectivas: la matematica y la didactica (Perry, Camargo, Samper,
Saenz-Ludlow y Molina, 2014).
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“Tomar al azar y forzar propiedad”: estrategia espontanea de
los estudiantes

Para entender en qué consiste la estrategia que, de manera espontanea, sugieren
los estudiantes para demostrar la existencia de un objeto geométrico, imaginese
la siguiente situacion. El sistema tedrico de geometria euclidiana que se usa
esta basado en el modelo propuesto por Birkhoff (1932) en el que se introducen
como postulados los hechos que corporeizan la regla y el trasportador. Suponga
que quiere afirmar y justificar validamente que entre dos puntos dados 4 y B,
siempre existe un punto C; es decir, existe un punto C que pertenece a la recta
AB'y para el cual la suma de las distancias de 4 a C'y de C a B es igual a la dis-
tancia de 4 a B. Cuenta con el siguiente sistema teérico local (Tabla 1):

Definicion Interestancia: El punto C estd entre 4 y B si: i) 4, By C son colineales, y ii)

la suma de las distancias de 4 a C'y de C a B es igual a la distancia de 4 a B.

Postulados Conjuntos de Puntos: Las rectas y los planos son conjuntos no vacios de
puntos.
Recta - Numeros Reales: Dada una recta, se puede establecer una correspon-
dencia entre los puntos de la recta y los niimeros reales tal que: i) a cada pun-
to de la recta le corresponde exactamente un niimero real; ii) a cada numero
real le corresponde exactamente un punto de la recta. El nimero real que le
corresponde al punto A4 se llama la coordenada del punto y se denota por c(4).
Dos Puntos - Recta: Si 4 y B son dos puntos, entonces existe una Unica recta

m que los contiene.

Teoremas Interestancia - Orden: 4, By C son tres puntos. Si B esta entre 4 y C, enton-
ces ¢(4) <c(B) <c(C) o c(4) > c(B) > c(C).
Orden - Interestancia: Dados tres puntos 4, B'y C de la recta m, si ¢(4) <
c(B) <c(C)oc(4) > c(B) > c(C), entonces B esta entre 4 y C.
Recta - Infinitos Puntos: Si m es una recta entonces existen infinitos puntos

en m.

Tabla 1: Sistema tedrico local (parte 1)

(Como proceder? Para asegurar que existe un punto C entre los puntos
Ay B dados, es imprescindible poder sefialar un punto y asegurar que tiene
dos propiedades. ;Cual de las dos se abordara primero? ;Es indistinto cudl
se aborde primero? Si no, estamos ante una disyuntiva. ;Con qué criterio se
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tomara la decision de cual propiedad abordar primero? Hay dos posibles ca-

minos. A continuacion presentamos el esquema de dos estrategias, la primera

de las cuales es tipica de los estudiantes:

)

2)

Crear la recta m que contiene los puntos dados 4 y B (usando el Postulado
Dos Puntos - Recta). Tomar un punto C de la recta m (usando el Teorema
Recta - Infinitos Puntos). Asignarle a los puntos 4, B y C respectivamente
las coordenadas x, y, z de tal manera que x <y <z (usando el Postulado
Recta - Numeros Reales 1)). Concluir que C estd entre 4 y B (usando el
Teorema Orden - Interestancia).

Crear la recta m que contiene los puntos dados 4 y B (usando el Postulado
Dos Puntos - Recta). Asignar coordenadas x y y respectivamente a los pun-
tos 4y B tal que x <y (Postulado Recta - Nuimeros reales 1)). Escoger un
numero z tal que (x <z <y) o (x > z > y) y asignarle el punto C de la recta
m que le corresponda (Postulado Recta - Numeros Reales ii)). Concluir
que C esta entre 4 y B (usando el Teorema Orden - Interestancia).

LT3

(En alguna de las estrategias anteriores se esta “macheteando”? La res-

puesta esta en el siguiente comentario del profesor:

Si yo digo que existe un punto C en la recta, puedo ser muy de malas,
pues ese punto C puede que esté por aca (ha dibujado la recta AB y ha
marcado el punto C tal que 4 esta entre B y C) porque no le he puesto
condiciones; o puedo ser tan de malas que el punto C coincida con el pun-
to A (marca a C coincidente con A). Entonces, ;qué es lo que debemos
hacer? Pues, determinar [al punto C] de manera que ya lleve consigo las
propiedades que se quiere que tenga. Entonces, ;qué hago primero? Estos
[4 y B] tienen unas coordenadas: x y y. Entonces, primero determino un
namero que cumpla una relacion de orden (sobre la recta que ha trazado
en el tablero escribe: z < ¢ <y 0z > ¢>y), con eso cuando se escoja el
punto (marca en la recta un punto que corresponde al numero ¢), auto-
maticamente tiene una condicién muy especial, que es la que yo quiero.
(Qué condicion especial? Que esté entre los otros dos. ;Por qué sé que C
no va a estar ni por aca ni va a ser 4? Porque ya tengo un teorema (sefiala
el enunciado del Teorema Orden - Interestancia) que garantiza que una
relacion de orden entre coordenadas implica interestancia. ;Ven el cami-

no? Quiero ser muy claro en esto, porque siempre se presenta ese error.
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Toman el punto y después le asignan una coordenada especial para que
cumpla la condicion que yo quiero que tenga. Mas bien, que el punto se

determine con las propiedades que debe tener.

Con estas palabras, el profesor explica implicitamente, respecto a la
primera estrategia, en qué consiste “machetear”: Tomar al Azar un punto
cualquiera y después Forzar una Propiedad en ¢l (TAFP). Esta propuesta se
aleja mucho de lo que acepta la comunidad del discurso matematico pues no
hay como validar, desde una teoria consistente, la accion de obligar a un obje-
to cualquiera a tener una propiedad especial. Para exponer mejor la proble-
matica, presentamos a continuacion una escena de clase en la que se evidencia
la mencionada estrategia y el esfuerzo del profesor por guiar a los estudiantes
hacia la comprension de la estrategia correcta para demostrar la existencia de
un objeto geométrico. En este episodio de clase, que tuvo lugar en un curso
universitario formal de geometria euclidiana, los estudiantes tienen que de-
mostrar la existencia del punto medio de un segmento.

Demostracion de la existencia del punto medio
de un segmento

Precisamente en la clase siguiente a aquella en la que el profesor se refiri6 a
la estrategia TAFP, ¢l propuso la tarea de demostrar la existencia del punto
medio del segmento AB. Para realizarla, ademas de los elementos que inclu-
ye la Tabla 1, los estudiantes contaban con los siguientes elementos teoricos
(Tabla 2):

Definiciones Segmento: Dados dos puntos 4 y B, el segmento AB es la union del conjun-
to de los puntos 4 y B con el conjunto de todos los puntos que estan entre A
y B.
Punto Medio: M es punto medio del segmento 4B si: i) M estd entre A y B, y
ii) la distancia de 4 a M es igual a la distancia de B a M.

Teoremas Punto Entre: Dados dos puntos 4 y B, existe un punto C entre ellos.
Punto a un Lado: Sean 4 y B dos puntos. Existe un punto C tal que B esta
entre 4y C.

Tabla 2: Sistema tedrico local (parte 2)
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Como se menciond anteriormente, un procedimiento general para de-
mostrar la existencia de un objeto geométrico cuya definicion incluye dos o
mas condiciones consiste en elegir o determinar mediante una construccion un
objeto especifico que satisfaga algunas de las condiciones en cuestion, unas
que se puedan validar teéricamente de manera directa, y luego mostrar que
el objeto asi determinado también cumple las demas condiciones que la de-
finicion le impone al objeto cuya existencia se quiere demostrar. En el caso
del Teorema Existencia del Punto Medio, se comienza la demostracion de-
terminando un punto M que satisface su equidistancia a los extremos 4 y B
del segmento (Definicion Punto Medio ii)) y luego se demuestra que el punto
esta entre 4 y B (Definicion Punto Medio 1)). La determinacion del punto
M se logra al: 1) crear la recta determinada por los puntos 4 y B; 2) asignar
coordenadas a los puntos 4 y B (Postulado Recta - Numeros Reales 1)); 3) de-
terminar el promedio de esas coordenadas; 4) asignarle a ese numero el punto
M de la recta que le corresponde (Postulado Recta - Numeros Reales ii)). El
ultimo paso es demostrar que M esta entre A y B, gracias a la propiedad de los
numeros reales que asegura que el promedio de dos niimeros esta entre ellos,
y al Teorema Orden-Interestancia.

Recuento y andlisis del episodio en el que surge
la estrategia TAFP

La presentacion sucinta del episodio y el analisis de este se hacen conside-
rando fragmentos transcritos de las interacciones entre quienes participaron
en la produccion de la demostracion. Al exponer una cita de algin participan-
te, indicamos, entre corchetes cuadrados, el nimero de la intervencion en la
transcripcion completa. El propdsito de esta informacion es dar una idea del
flujo de la interaccion a través de la cual ocurrio el episodio.

El primer paso de la demostracion es tomar un punto entre Ay B
Como de costumbre, el profesor comunica la tarea para la sesion de cla-

se: “Vamos a justificar que si se tiene un segmento 4B, entonces este tiene
exactamente un punto medio” [1]. Enseguida solicita el primer paso de la
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demostracion. Laura plantea: “Que existe un punto [...] En medio de A4 y
B..”” [9, 11]. Angela afiade: “Tiene que haber un punto entre 4 y B [12]. Ala
pregunta del profesor, “;;Como escribo eso?” [13], para impulsar que se for-
malice la propuesta, Laura responde: “Con el Teorema Punto Entre” [14]. Las
alumnas repiten su propuesta mientras el profesor la consigna en el tablero. El
pregunta: “;Por qué se les ocurre que podemos utilizar ese teorema?” [27], a
lo que responde inicialmente Angela: “Porque necesitamos un punto que esté
entre esos dos (pulgar e indice de la mano derecha extendidos como para re-
presentar la separacion entre los extremos de un segmento) para decir...” [28],
idea que completa Laura “Para poder hallar el punto medio. Para decir que ese
X estd en medio de 4 y B” [29].

Las palabras que hemos destacado en letra negrilla nos llevan a pensar
que las alumnas han evocado un segmento y su punto medio, y posiblemente
la definicién de punto medio de un segmento. Es claro que la expresion de
Laura “en medio de” se refiere solo a tomar un punto entre los dos puntos
dados. Al aludir al Teorema Punto Entre, claramente no piensan en asignarle
al punto otra propiedad especial, lo cual nos indica que estan convencidas de
que inicialmente deben crear un punto que satisfaga la interestancia. Esto se
confirma con las explicaciones que dan posteriormente del porqué usan el
teorema mencionado.

Cabe notar que el profesor no indica de manera alguna si la propuesta
de las estudiantes es la forma correcta de comenzar la demostracion o no. Con
sus preguntas y solicitud de explicacion, ofrece a la clase la oportunidad de
revisar y modificar la propuesta expuesta.

&¢Se detecta algiin problema en la propuesta?

Como se vera en lo que sigue, parece que el profesor tiene como hipotesis que
las estudiantes van a incurrir en la estrategia TAFP, ya que la propuesta consis-
te en tomar un punto que satisfaga una interestancia y, de esa manera, la inica
opcion posible es forzar la propiedad de equidistancia. Su siguiente interven-
cién incluye no solo una expresion verbal sino también una ilustracion de la
situacion. Su mediacion comienza con la solicitud de proveer las condiciones
requeridas para que un punto sea punto medio de un segmento. Varios estu-
diantes indican correctamente que son dos: interestancia y equidistancia. El
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profesor comenta: “Con esto que harian Laura y Angela, ya tendriamos parte
del asunto que necesitamos, la interestancia. Pero, yo quiero que ustedes me
digan (mirada a todo el grupo) si esa forma de hacer la demostracion esta bien
o no. Hasta ahi, ;estan ustedes de acuerdo con lo que ellas proponen o ven
algin problemita con ello?” [33]. Como no recibe la respuesta deseable, pues
los estudiantes creen que el problema esta en la falta de formalismo tedrico de
la propuesta, ¢l insiste: “En términos de representacion grafica lo que tenemos
hasta el momento es algo como esto (en el tablero dibuja un segmento de ex-
tremos A y B), y después ellas proponen que exista un punto X que cumpla la
relacion X estd entre 4 y B. ;Qué creen ustedes?” [41].

Como vemos, el profesor no hace explicito que la estrategia propuesta
sea erronea; en cambio, indaga con la intencion de que sean los estudian-
tes los que reconozcan la accion TAFP. Pretendiendo ayudarlos, representa el
segmento en el tablero esperando que los estudiantes plasmen la propuesta de
Laura y Angela en una imagen y visualicen que la posicion de X en el segmen-
to puede ser cualquiera.

El problema es la manera de determinar el punto X

Tras la insistencia del profesor en revisar la propuesta de Laura y Angela,
Maria timidamente interviene: “Es que el X aparece como que... como gra-
tis... aparece” [48]. El profesor le solicita aclarar su idea: “Apareci6 y cuando
uno aparece, /donde puede aparecer ese punto entre A y B?” [51]. Otro estu-
diante responde: “En cualquier parte del segmento” [52]. Esta respuesta da
lugar a que el profesor se refiera de nuevo a la inaceptabilidad, desde la ma-
tematica, de la estrategia TAFP: “En cualquier parte del segmento. Entonces,
(qué tal que X aparezca por aca? (En el segmento 4B representado en el table-
ro, marca un punto X muy proximo a 4.) O que X aparezca por aca (marca otro
punto en el segmento). /Y queremos que aparezca por alli o queremos que X
sea muy especial? ;En donde queremos que aparezca X? En términos graficos,
solamente como por aqui ;si 0 no? (sefiala en la figura del tablero) para que
ese X sea efectivamente el punto medio. Si nosotros hacemos lo que tenemos
acé (sefala la propuesta de Laura y Angela), entonces después ustedes a este
punto que ya se tiene, lo van a obligar a que cumpla condiciones. ;Se acuer-
dan? ;Y, yo qué les decia ayer?” [53], y continlia con esta idea: “Que mejor
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que cuando se determinara el puntico ya se le asignaran las condiciones que
queremos. ¢ Ven el asunto lo distinto que es? Ayer yo les decia: van a cometer
este error con frecuencia...” [55].

Maria interpreta la solicitud del profesor de examinar la propuesta de
Laura y Angela como objecién al contenido y no a la justificaciéon que presen-
tan ellas para su propuesta. Su uso de la palabra “gratis” parece indicar que
reconoce que en la propuesta existe la libertad de tomar cualquier punto del
segmento. Su objecion puede significar que entiende que, de continuar con lo
que proponen Laura y Angela, se llegaria a TAFP. La intervencion del profe-
sor nos lleva a pensar que ¢l supone que los estudiantes han entendido que,
debido a la posicion aleatoria del punto X en el segmento, no se podra deducir
la equidistancia de tal punto a los puntos 4 y B, a partir de la interestancia.

Determinar el punto que tiene exactamente
la coordenada que se necesita... ées eso “machetear”?

Descartada la propuesta de Laura y Angela, el profesor da una idea general,
con escasa explicacion, del procedimiento para demostrar la existencia del
punto medio: “Entonces, en algin momento efectivamente vamos a tener que
encontrar la interestancia, en algin momento, pero este no es. Mas bien, que la
interestancia surja como producto de otra construccidon que vamos a tener que
hacer. Entonces, ese paso, por lo pronto, no (borra el tercer paso registrado en
el tablero). Listo, entonces ;como hacemos para construir este puntico X (se-
fala en la figura del tablero el que seria el punto medio del segmento y borra
los otros dos puntos que habia marcado), para que tenga las condiciones que
queremos que tenga? ;Qué se les ocurre que podemos hacer? Que se determi-
ne con algo, con lo que quiero que tenga” [57]. Juan entiende que habiendo
descartado la opcion de comenzar asignando la propiedad de interestancia a
un punto, no queda sino otra opcion: “Ponerle la condicion de que AX [la dis-
tancia de 4 a X] sea igual a XB [la distancia de B a X]” [58]. Asi, Juan explicita
la accion por hacer pero no dice como llevarla a cabo. Es Dina quien, con poca
seguridad, propone: “Si se le asignan coordenadas a 4 y a B, cuando se deter-
mine el punto X se le da la caracteristica... jseria como muy “macheteado”?”
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[62]. Cuando el profesor le pregunta exactamente en qué consiste el “mache-
te”, ella dice: “Darle a X la distancia exacta entre 4 y B” [64].

De las intervenciones de Juan y Dina inferimos que su interpretacion
de punto medio de un segmento incluye la equidistancia a los extremos del
segmento y que el uso de coordenadas es el medio para determinar el punto X.
Sin embargo, para Dina proceder de este modo es asignar una propiedad muy
exigente al punto, razén por la cual duda de la pertinencia de su propuesta.
Una vez aceptada la propuesta de determinar al punto X con una condicidn es-
pecifica de distancia, se alude a qué coordenadas asignarle a los puntos dados
Ay B (Postulado Recta - Numeros Reales 1)), y se discute como determinar
convenientemente, a partir de esas coordenadas, el nimero que a su vez deter-
mine precisamente al punto X (Postulado Recta - Numeros reales ii)).

Demostracion de la existencia de la bisectriz
de un angulo

En una sesion de clase ocurrida tres meses después de aquella en la que tuvo
lugar el episodio anteriormente relatado, se aborda la tarea de demostrar la
existencia de la bisectriz de un angulo. Surge la tarea debido a que tal objeto
fue mencionado por alglin grupo de estudiantes en la resolucion del problema
en que se les pedia construir, con geometria dindmica, dos angulos adyacen-
tes congruentes y justificar tedricamente las acciones realizadas en la cons-
truccion. Comienzan por enunciar como definicion de bisectriz de angulo, la
siguiente:

Bisectriz de un Angulo: Dado el 4ngulo ABC, el rayo BD es su bisec-
triz si: 1) los angulos ABD y DBC son congruentes, y (ii) el punto D

pertenece al interior del angulo ABC .

Enseguida, tiene lugar una interaccion dialdgica entre estudiantes y
profesor. El inicia el proceso de produccion de la demostracion diciendo: “El
angulo ABC es dado. Seguimos con el segundo paso. ;/Cual seria el segundo
paso? ;Qué es lo que necesitamos que aparezca?”’. De esta manera, el profesor
pretende insinuarles que deben tener en cuenta como van a determinar el ob-
jeto geométrico sobre el cual versara la demostracion de existencia. Algunos
estudiantes responden que se necesita un rayo con un punto en el interior del
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angulo y que ademas determine, con los lados del angulo original, dos angulos
adyacentes congruentes, es decir, mencionan las dos condiciones involucradas
en la definicion de bisectriz de un angulo. Segln su respuesta, parecen haber
interpretado la pregunta como “qué objeto queremos tener al final de la de-
mostraciéon” y no “de qué objeto vamos a partir para hacer la demostracion”.
Entonces el profesor pregunta: “;Qué hacemos para determinar ese rayo con
esas propiedades? ;Qué debemos hacer?”. Angela responde y explica, por
solicitud del profesor, que se tiene que “Crear el punto D. Entonces existe el
punto D, tal que... que pertenezca al interior del angulo”, respuesta que el
profesor interpreta como una instancia de TAFP. Interpretamos esto a partir de
su reaccion: “jAh, de una vez! Vamos a decirlo de una vez. Pues, de chévere,
y listo, tomamos el punto que esté en el interior. ;Qué hacemos con ¢1?”, pala-
bras que acarrean un sentimiento de inconformidad con la propuesta. El silen-
cio prolongado de los estudiantes podria indicar que no ven como desarrollar
esa propuesta de forma tedricamente valida. Molly expresa esto al decir: “Por
ahi no seria. Porque D quedaria en cualquier lugar del interior del &ngulo”.

Al igual que la definicion de punto medio de un segmento, la definicion
de bisectriz de un angulo se formula en términos de la conjuncion de dos pro-
piedades. Desde el punto de vista de la logica, la demostracion podria comen-
zar enfocandose en cualquiera de las dos propiedades, con lo cual surgen dos
estrategias para la demostracion: i) proseguir como propone Angela, tomando
cualquier punto D en el interior del angulo o ii) localizar, usando el teorema’
que lo permite, un rayo 4D tal que la medida del angulo DAB sea la mitad de
la medida del angulo ABC. En el primer caso, habria que forzar al punto para
que quedara en una posicion tal que el rayo de extremo en B y determinado
por el mencionado punto diera lugar a un angulo cuya medida fuera un medio
de la medida del angulo ABC. Esto es “machetear”. En el segundo caso, se
deberia demostrar que el rayo AD localizado tiene puntos en el interior del
angulo ABC. Desarrollar esta estrategia es exigente, pero con ella no se “ma-
chetea”. Ademas los estudiantes ya contaban con todos los elementos teéricos
necesarios.

3 Teorema Construccién de Angulo: Sean un rayo AB, en un plano @, y r un niimero real tal que 0
< r < 180. Entonces existe un tnico rayo AD tal que D estd en alguno de los semiplanos determi-
nados por la recta AB en @, y la medida del dngulo DAB es r.
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Al comparar superficialmente acciones de los participantes en el in-
tercambio dialégico de los dos episodios es notorio que en ambos es Angela
quien propone la estrategia TAFP; pero en el segundo es Molly, no Maria,
quien identifica por qué la estrategia es erronea. En el segundo episodio, en su
intervencién el profesor no explicita que la propuesta de Angela sea erronea,
pero al parecer Molly interpreta las palabras del profesor como una indicacioén
de que no es la forma de proceder, razon por la cual explica por qué la pro-
puesta de Angela no es correcta.

Consideraciones finales

Hay varios asuntos que queremos destacar, relacionados con las demostracio-
nes de existencia en el &mbito de la geometria, la estrategia TAFP empleada
espontaneamente por los estudiantes y la mediacion del profesor.

Un examen de las dos propiedades que conforman la definicion de pun-
to medio de un segmento muestra que la equidistancia es matematicamente
mas exigente que la interestancia en el sentido de que aquella es una carac-
teristica puntual mientras que la interestancia conlleva libertad pues hay infi-
nidad de puntos que cumplen esa propiedad. Asi mismo, en la situacion de la
bisectriz de un angulo, localizar el rayo para que se determine un angulo de
una medida especifica es darle una propiedad mas exigente que simplemente
tomar un punto en el interior del angulo. Es bastante probable que de alguna
manera, consciente 0 no tanto, los estudiantes que comienzan a abordar y a
entender el procedimiento para hacer demostraciones de existencia se hagan
preguntas como, por ejemplo: En una demostracion de existencia, ¢se puede
partir de un objeto que comparte propiedades tan fuertes con aquel cuya exis-
tencia se quiere demostrar? ;Cuales y cuantas de las propiedades se pueden
asumir desde un principio? Por nuestra parte, como investigadores, nos pre-
guntamos al respecto: ;Es esta preocupacion la que lleva a los estudiantes a
Tomar al Azar un objeto para luego Forzarlo a tener otra Propiedad? ;Por
qué ellos no consideran que esta estrategia sea “machetear” pero si consideran
que es “machetear” la asignacion de propiedades més determinantes? Quiza
la dificultad que encaran los estudiantes tiene que ver con el dilema cognitivo
respecto a cuales propiedades asignar y cudles tratar de demostrar.

Otra causa para el dilema de los estudiantes puede residir en la logica
que hay detras de una conjuncion. Siendo conmutativa la conjuncién, jpor
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qué esa propiedad no parece ser util cuando se quiere demostrar un enun-
ciado cuyo consecuente involucra una conjuncién? Ademas, ;como entender
que, contrario a lo que sucede en la mayoria de las demostraciones, donde
la tesis del teorema es el Gltimo paso de la demostracion, en el caso de una
demostracion de existencia algunas de las propiedades incluidas en la tesis
se le asignan desde un principio a un objeto? Es indispensable entender que
no se atribuyen libremente las propiedades sino que se determinan uno o mas
objetos especificos con esas propiedades bajo la condicion de que sea posible
validar tedricamente tal asignacion.

La complejidad que encierran las consideraciones hechas nos permite
ver claramente la necesidad de la mediacion semidtica del profesor en el aula.
Dificilmente hubieran podido los estudiantes descubrir por si solos la estra-
tegia para demostrar teoremas de existencia, como lo ilustra lo anteriormente
expuesto, pues la estrategia esta basada en cuestiones matematicas que requie-
ren mayor conocimiento de la logica, de lo que es un sistema axiomatico y de
como se trabaja cefiido a este, conocimiento con el que no contaban en ese
momento. Ademas, jcuanto tardo la comunidad matematica en configurar la
estrategia que en la actualidad acepta como apropiada para demostrar existen-
cia de objetos geométricos? y ;/qué nos hizo pensar que los estudiantes podian
recorrer por si solos de manera exitosa ese camino en unas pocas sesiones de
clase? Cuando el curso se realiza bajo el supuesto de que aprender significa
adoptar comprensivamente formas de actuar histéricamente establecidas para
modificar y extender el discurso sobre objetos y procedimientos matematicos
(Ben-Zvi y Sfard, 2007), entonces aprender como proceder para demostrar la
existencia de un objeto matematico definido a través de mas de una propiedad
debe hacerse con la orientacion explicita del profesor. Debe haber conver-
saciones sobre la diferencia entre tratar una conjuncion en cuanto operacion
entre proposiciones, en la cual el orden es irrelevante, y usar la conjuncion
para expresar fenomenos y acciones en los que la temporalidad, la causali-
dad y la dependencia estan presentes. Los estudiantes deben poder ver que la
conjuncioén tiene una dimension logica y otra semantica. En el caso que nos
ocupa, para demostrar una conjuncidon que garantice existencia, no se puede
partir indistintamente de una u otra propiedad. La razon es que una propiedad
tiene que ser inferida de la otra para que sea una demostracion valida. No hay
forma de saber todo esto sin la interaccion explicita con un experto (Ben-Zvi
y Sfard, 2007).
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En cuanto a la mediacion del profesor, privilegio la participacion de los
estudiantes para que fueran ellos quienes aportaran las ideas, muchas veces a
través de preguntas relacionadas con lo que decian los estudiantes. No propor-
cion6 informacion para impulsar a los estudiantes a modificar sus propuestas,
ni indicé como debian proceder sino que gui6 el flujo del intercambio. Dejo
que se expresaran ideas, a sabiendas de que no eran las adecuadas, solicito la
exposicion clara de las ideas, y, por medio de preguntas, sembro duda e hizo
evidente la necesidad de ser criticos ante lo que se propone. Esperd hasta que
algin estudiante descubriera la inconsistencia de la propuesta. Sin embargo,
esas acciones no parecen haber tenido un efecto notorio y en la direccion de-
seable con respecto a la construccion de significado de la estrategia apropiada
para demostrar existencia. Dos semanas después de ocurrido el primer episo-
dio, algunos estudiantes volvieron a proponer pasos, en otras demostraciones,
que llevan a TAFP, y finalizando el semestre todavia ese era un asunto proble-
matico. El hecho de que Angela haya propuesto la estrategia TAFP en las dos
ocasiones nos indica que ella requeria mas mediacioén y quiza una mediacion
de indole mas decididamente semidtica. Probablemente, se habria beneficiado
de acciones del profesor como la exigencia de expresar sus ideas completas,
y de continuar con la produccion de la demostracion hasta que ella misma se
diera cuenta de que se estanca el desarrollo de esta pues no hay forma, ma-
tematicamente valida, de demostrar la segunda propiedad del objeto, en cada
caso. Ademas, en ese momento habria sido oportuna una intervencion del pro-
fesor en la que expusiera explicitamente dos asuntos: la invalidez matematica
de TAFP y la explicacion tanto de la estrategia adecuada como de su validez.

Ahora bien, la situacion habria podido ser muy distinta. Podria ser que
la interpretacion que el profesor hiciera de los signos de Angela en los dos epi-
sodios no se correspondiera con lo que ella hubiera querido comunicar. Podria
ser que ella hubiera querido resaltar que el dominio de los posibles candidatos
a punto medio y a bisectriz estan restringidos respectivamente al segmento
y a los rayos con puntos en el interior del angulo. Pero esto es apenas una
especulacion que para tratar de dilucidarla requeriria que se le hubiera dado
la oportunidad a la estudiante de desarrollar su idea sobre el procedimiento
completo para demostrar la existencia de los objetos en cuestion.

Es posible que el profesor haya experimentado un dilema en torno a
cuanto decir y en qué momento intervenir, ante la presunta ocurrencia de TAFP,
dada la metodologia participativa que quiere implementar. Consideramos que
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el manejo de este dilema implica diversos factores, entre los cuales podemos
citar: la asignacion de mas tiempo para los aportes de los estudiantes; la aten-
cion del profesor para escuchar todo lo que el estudiante tiene que decir en un
momento determinado; la reflexion y habilidad del profesor para distinguir
sus interpretaciones de las de los estudiantes; y la prevision que le permita pla-
near, de manera informada, acciones y momentos de intervencion en el aula.
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