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Enunciado de un teorema: ¢dnico
componente del significado del teorema?

Oscar Molina

Andrés: Por fin entendi el Teorema Localizacion de Puntos.
Maria: Uy, jcomo asi?
Andrés: Si. Lei y lei el enunciado y ya lo entendi.

Maria: Mmm. Entonces ven me ayudas a hacer este ejercicio. ;Re-

cuerdas que el profesor dijo que tocaba usar ese Teorema?
[Varios minutos después]

Maria:  (No dizque entendias el Teorema? ;Como resolvemos el

problema...?

(Reconoce en sus experiencias escolares, como profesor o estudiante,
un didlogo similar al anterior? Si su respuesta es afirmativa, cabe
preguntarse: si entendemos el enunciado de un teorema, ;por qué no
podemos emplear el teorema en la resolucion de un ejercicio, o en la
demostracion de otro teorema, por ejemplo?, ;serad suficiente entender
el enunciado de un teorema para comprender el teorema o tener un
significado mas o menos amplio de él? De otro modo, cuando en su

rol, un profesor universitario le dice a sus estudiantes.: “;Entienden el
teorema?”, jtendra claridad sobre lo que pretende que los estudiantes
conozcan del teorema mismo y tendran claridad los estudiantes sobre lo

que deben saber del teorema para que su profesor quede satisfecho?
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a comunidad de educadores en matematicas ha puesto de presente al-
gunos aspectos que se deben considerar, en momentos oportunos de
la trayectoria escolar, a la hora de introducir a los estudiantes en la
practica de demostrar enunciados matematicos. Concretamente, sugieren que
tal practica se favorece si los estudiantes entienden: i) aspectos de la logica
(lenguaje y esquemas de razonamiento); ii) el enunciado del teorema que se
va a demostrar, en lo concerniente a la identificacion de su hipotesis y su te-
sis; y iii) otros elementos del sistema tedrico (postulados, definiciones y otros
teoremas) para hacerlos operables en la demostracion, etc., (Selden, 2012).
No obstante, no es usual que en la literatura especializada se presente una
descripcién mas o menos completa de lo que significa “entender el enunciado
de un teorema” o “entender un teorema”. Este articulo se concentra en hacer
una tal descripcion a través de los elementos que, desde nuestro punto de
vista, integran el significado de la expresion tener un significado amplio de
un teorema': (i) estructura y contenido del enunciado, (ii) demostracion, (iii)
relacidn con otros elementos tedricos (comparacion de enunciados de postula-
dos u otros teoremas y sus respectivas demostraciones) y (iv) uso experto del
teorema en diversos contextos. Ejemplificamos la descripcion con el Teorema
Localizacion de Puntos (TLP).
El reconocimiento y caracterizacion de estos elementos es consecuen-
cia de los resultados obtenidos en el proyecto de investigacion Conjeturas y
organizacion del contenido matemadatico en clase, especificamente en lo que
tiene que ver con el andlisis realizado para identificar los significados que los
estudiantes tienen del TLP cuando uno de ellos lo emplea como garantia en el
marco de la justificacion de un procedimiento donde su uso no es pertinente.
Este analisis nos permitio precisar aspectos del Teorema que los estudiantes o
el profesor intentan poner en juego en interacciones cuyo objetivo es precisar
por qué el uso de tal Teorema no es adecuado en la situacion.

1 Por teorema entendemos el sistema ternario conformado por: enunciado, su demostracién y el
sistema tedrico que la soporta (Mariotti, 1997).
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Elementos que integran un significado
amplio de teorema

En las siguientes secciones, describimos e ilustramos los elementos que inte-
gran un significado amplio de teorema. En primera instancia, precisamos los
rasgos caracteristicos de los elementos y luego las ejemplificamos a la luz del
Teorema Localizacion de Puntos como protagonista; no obstante, en ocasio-
nes usamos otros teoremas para ejemplificar de mejor manera la descripcion
hecha.

Estructura del enunciado de un teorema y su contenido
geométrico

Un primer elemento del significado de un teorema estd conformado por la
estructura logica de su enunciado y el contenido geométrico expuesto en el
mismo. La estructura logica del enunciado refiere a la hipdtesis y la tesis de
la proposicion condicional que lo conforma. El contenido geométrico del teo-
rema refiere tanto a los objetos geométricos involucrados en el enunciado y
las propiedades de interés, como la relacion de dependencia que liga a dichos
objetos y propiedades.
Para el caso del TLP, cuyo enunciado es:

Dados un rayo CT'y un nimero positivo z, existe un Gnico punto X tal

que X pertenece al rayo CT'y la distancia de C a X es z,

el texto subrayado corresponde a la hipoétesis y el no subrayado, a la tesis.
La hipdtesis menciona un rayo cualquiera (sin propiedad especial alguna) y
un numero positivo cualquiera. La tesis afirma la existencia de un punto X en
el rayo, cuya distancia al extremo del rayo dado es precisamente el nimero
dado. Parafraseando el enunciado, la dependencia entre hipdtesis y tesis se
describe de la siguiente manera: siempre que se tenga un nimero positivo y
un rayo, es posible encontrar un punto en el rayo tal que la distancia al ex-
tremo del rayo sea el nimero dado. Los objetos involucrados en el teorema,
destacados en letra cursiva, son: un rayo, un numero positivo, un punto y una
distancia entre puntos; y el teorema garantiza la existencia de un punto con
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dos rasgos (el objeto al que pertenece y su distancia a un punto especifico).
Esto ultimo hace que el TLP se constituya en un teorema de existencia, si bien
no de un objeto geométrico con un nombre especial (es decir un objeto que
previamente se haya definido, como es el caso del punto medio de un segmen-
to), si de un objeto con propiedades especificas (un punto en un rayo que dista
de su extremo un niumero dado). Con la descripcion hecha, es posible concluir
que el TLP es 1til en contextos de distancia entre puntos (necesaria para de-
terminar la medida de longitud de segmentos); de manera general, se usa en
casos en los que sea necesario construir un segmento congruente a uno dado
mediante la localizacion de un punto que serd uno de sus extremos.

Como se vera en las proximas secciones, identificar la estructura del
enunciado de un teorema y precisar su contenido geométrico son acciones
necesarias para promover los demas elementos que integran el significado del
teorema, en particular, para comparar el teorema con otros.

Demostracion del teorema

Como se dijo antes, uno de los elementos constitutivos de un teorema es su
demostracion. Al involucrarse en el proceso de construir la demostracion de
un teorema, es importante determinar su estructura; esto es, distinguir los pa-
sos clave de la demostracion y, con ello, estudiar las consecuencias que puede
tener, durante su desarrollo, una decision respecto a asuntos tedricos. En tal
sentido, vale la pena mencionar que el proceso no discurre meramente gene-
rando paso a paso los argumentos que se encadenan y que juntos componen
la demostracion; es imprescindible, para no quedarse dando palos de ciego, ir
analizando el efecto que podrian tener, a mediano plazo, algunas decisiones
que se toman en aquellos pasos en los que se tienen opciones para luego esco-
ger el camino correcto.

En la tabla de la subseccion titulada “Comparacion y analogia en-
tre demostraciones”, se muestra la estructura de la demostracion del TLP.
Especificamente, se exponen aquellos aspectos clave de la demostracion (que
redundan en los pasos -argumentos- clave de la misma) y el proposito de cada
uno de los aspectos destacados. Es, precisamente, en la descripcion de estos
propositos donde se establece el resultado del analisis del efecto que tendria
la toma de algunas decisiones: por ejemplo, en el aspecto asociado a “Asignar
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coordenadas al origen del rayo (C) y al punto que lo determina (7)”, si con-
venientemente asignamos como coordenadas de Cy 7,a 0y a ¢ > 0, respecti-
vamente, cuando llegue el momento de usarlas, la demostracion se facilita en
los siguientes términos: 1) la coordenada del punto X seria el mismo niimero
z 'y, con ello, la distancia entre X'y C seria z (una de las propiedades que se
debe demostrar); y ii) los casos de desigualdades entre las coordenadas de los
puntos C, Ty Z son solo dos (¢ <t <z o0 ¢ <z<t)yno cuatro como se muestra
en la tabla.

Identificar los aspectos resaltados no es asunto facil. La experticia para
hacerlo depende de haber realizado demostraciones que tengan una estruc-
tura analoga y de conocer muy bien el sistema tedrico con el que se cuenta,
para poder emplear con pertinencia sus elementos (en otras palabras, usar de
manera experta otros teoremas, definiciones o postulados del sistema). En la
siguiente seccion, damos luces al respecto de estos asuntos.

Relacién de teoremas: comparacién entre sus respectivos
enunciados o demostraciones

Otro elemento del significado de un teorema es su relacion con otros elemen-
tos de una teoria. Es usual que esta relacion se plantee en términos de una con-
secuencia logica dentro del sistema tedrico (e. g., un teorema implica a otro) o
en términos de relaciones del enunciado con otro segun su estructura (e. g., el
enunciado de un teorema es el reciproco de otro). En este articulo, no quere-
mos hacer una descripcion de una relacion de este tipo; mas bien, pretendemos
centrarnos en una relacion de teoremas del mismo sistema caracterizada por la
comparacion entre sus respectivos enunciados o demostraciones. Presentamos
lo que caracteriza a cada una de tales comparaciones y la utilidad de hacerlas
en términos de enriquecer el significado de un teorema.

Comparacién de enunciados
Comparar los enunciados de dos proposiciones del sistema tedrico requiere

hacer uso del contenido geométrico de cada cual, aspecto imprescindible para
develar y caracterizar las situaciones en las cuales el teorema se puede usar
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de manera pertinente. Para ejemplificar esto, presentamos la comparacion de
los enunciados del TLP y el Postulado Rayos - Numero (PRYN). Tal compa-
racion se suele hacer en el curso Geometria Plana del programa de formacion
inicial de profesores de matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional,
cuando se introduce el PRYN en el sistema tedrico de la clase; en ese momen-
to se considera prudente hacer dicha comparacion, con el proposito de que
los estudiantes hagan una analogia entre uno y otro, identifiquen los objetos
geométricos involucrados en cada cual y precisen situaciones generales en las
cuales se pueden usar.

A continuacion exponemos el enunciado del PRYN. El texto subrayado
indica la hipotesis del Postulado; el texto no subrayado, la tesis del mismo:

Dados una recta 48 vy un punto C que no pertenece a la recta, y el

conjunto de los nimeros reales entre 0 y 180. Se puede establecer una

correspondencia de todos los rayos de extremo 4 y un punto en el semi-

plano determinado por la recta 4B en el que estd C con el mencionado
conjunto de numeros tal que:

i) A cadarayo le corresponde un tinico numero.
ii) A cada numero le corresponde un tinico rayo.
iii) Al rayo 4B le corresponde 0.

iv) Al rayo opuesto al rayo 4B le corresponde 180.

Iniciemos la comparacion analizando las respectivas hipotesis. Aunque
ambas aluden al mismo objeto geométrico (rayo) y a nimeros reales, tienen
condiciones diferentes. En el TLP, el objeto geométrico es un unico rayo cual-
quiera, mientras que en el PRYN se alude a todos los rayos contenidos en un
mismo semiplano determinado por una recta, y de extremo en dicha recta (i.
e., tienen una condicion). En cuanto a las condiciones del numero, algo similar
ocurre: en el TLP se menciona un solo niimero real con la tinica condicion de
ser positivo, mientras que el PRYN alude a todos los niimeros reales positivos
menores que 180. En resumen, el PRYN es més exigente que el TLP en lo que
tiene que ver con las condiciones de los objetos involucrados en la hipdtesis.
Cabe anotar que en el enunciado del PRYN, detrés de la caracterizacion de la
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correspondencia entre rayos y numeros se esconde la generacion de angulos y
la determinacién de su medida.

Ahora, con respecto a las condiciones necesarias que plantean las res-
pectivas tesis, precisamos lo siguiente: el enunciado del TLP afirma la po-
sibilidad de determinar un Unico punto (e. g., X) en un objeto muy bien de-
terminado (un rayo —e. g., rayo C7) con una condicion de distancia (e. g., z)
dada a un punto previamente establecido (el extremo del rayo). Por su lado,
el PRYN afirma también la posibilidad de determinar un objeto; sin embargo,
la determinacién mencionada es mas compleja que en el caso del TLP, por
cuanto precisa las relaciones que pueden presentarse entre los nimeros y los
rayos a los que hace referencia la hipotesis. Asi, plantea que a cada rayo (con
las condiciones especificas) se le puede asignar un unico nimero entre 0 y
180, que a cada uno de tales nlimeros se le puede asignar un unico rayo de los
mencionados, y que a los rayos que conforman la recta se les asigna 0 y 180,
segun el caso. En sintesis, precisando un rayo (e. g., rayo AD) con puntos en
el semiplano mencionado en el antecedente (e. g. el determinado por recta
AB), se puede garantizar la existencia de un tinico niimero entre 0 y 180 que le
corresponde (e. g., 5). En el otro caso, especificando un nimero entre 0 y 180
(e. g., 5), se puede garantizar la existencia de un tinico rayo (e. g., rayo 4D)
con puntos en el semiplano mencionado en el antecedente (el determinado por
recta AB) al cual le corresponde ese nimero especificado (s)>. En cualquiera
de los dos casos, ese numero s termina siendo la medida del angulo DAB (al
usar la definicion de medida de un angulo?).

La anterior descripcion de las tesis permite concluir que el TLP, como
se dijo antes, es 1til en casos en los que se requiera construir un segmento con-
gruente a uno dado mediante la localizacion de un punto que sera uno de sus
extremos. Por su parte, el PRYN es ttil en contextos donde interviene la medi-
da de amplitud de angulos; de manera general, en situaciones en las que se re-
quiere construir un angulo congruente a uno dado mediante la determinacion

2 Notese que el PRYN no declara la existencia de los nlimeros reales entre 0 'y 180, o de los rayos
en un semiplano especifico. Estos objetos ya existen a priori. Lo que se quiere decir es que existe
un ndmero en el conjunto (0, 180) que le corresponde a un rayo con las condiciones dichas en
el enunciado del Postulado, y que existe un rayo con tales condiciones que le corresponde a un
nimero dado del conjunto (0, 180).

3 Lamedida de un angulo se define como el valor absoluto de la diferencia de las coordenadas de los
rayos que lo conforman (las coordenadas son los niimeros que les corresponden segtin el PRYN).
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de un rayo que serd uno de sus lados. En esencia, mas alla de las diferencias
especificas entre ambos, los hechos geométricos tienen similitudes: ambos
proveen la existencia de sendos objetos (un punto y un rayo, respectivamente)
que finalmente proporcionan objetos necesarios para determinar una relacion
de congruencia, entre segmentos para el caso del TLP y entre angulos para el
caso del PRYN.

Hecha la anterior comparacion, es usual que en clase se formule el
Teorema Construcciéon de Angulos (TCA)?, cuya demostracion se fundamenta
principalmente en el PRYN. El enunciado de tal Teorema es el siguiente:

Sean un rayo 4B en un plano o y un nimero real r tal que 0 <r < 180.

Entonces existe un Gnico rayo 4D tal que D esta en alguno de los semi-
planos determinados por la recta AB en a y la medida del angulo DAB

esr.

Como el lector puede darse cuenta, el enunciado del TCA es mucho
mas parecido al del TLP que el mismo PRYN. Igual que como sucede con tal
Postulado, los objetos geométricos involucrados en las tesis de los Teoremas
son diferentes, aspecto que determina los contextos en los cuales se pueden
utilizar. El analisis comparativo de estos enunciados es similar al presentado
antes en relacion con el PRYN, razoén por la cual no se expone aqui. No obs-
tante, hacemos referencia al TCA pues serd importante para lo que sigue.

Comparacion y analogia entre demostraciones

Se ensefid ya que comparar los enunciados permite decantar similitudes o
diferencias entre los mismos. Cuando dos enunciados de teoremas se parecen
(aun cuando involucran objetos diferentes y se usan en contextos distintos)
es sensato pensar que su demostracion también es similar: en este punto, ad-
quiere otro sentido hacer una comparacion entre enunciados. Cuando aludi-
mos a demostraciones parecidas o andlogas, nos referimos a que las mismas

4 Sean el rayo AB en un plano a y un ndmero real r tal que 0 < r < 180. Entonces existe un Gnico
rayo AD tal que D esta en alguno de los semiplanos determinados por la recta AB en a y la medida
del dngulo DAB es r.
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tienen una misma estructura mas alla de las diferencias inherentes a los ob-
jetos geométricos involucrados. Para ejemplificar lo dicho presentamos una
comparacion, a manera de paralelo, entre las demostraciones de tres teoremas
de existencia (Teorema Existencia Punto Medio (TPM)’, TCAy TLP) prota-
gonistas en el curso en cuestion.

En los enunciados de los tres Teoremas, la respectiva tesis alude a la
existencia de un objeto geométrico; en dos de ellos (TPM y TLP), a la existen-
cia de un punto que cumple dos propiedades, interestancia® con unos puntos
dados y distancia a uno o mas puntos dados; en el otro enunciado (TCA), a
un rayo con una posicion especial que conforma un angulo con otro dado,
tal angulo con una medida especifica. La siguiente tabla resalta diferencias y
similitudes en los detalles de las respectivas demostraciones, segiin aspectos
fundamentales de estas.

segmento AB.

Teorema TPM TLP TCA
Aspecto
Conjunto al que debe Segmento 4B. Rayo CT. Uno de los
pertenecer el punto que semiplanos (H)
se busca: determinados por
la recta AB en o.
PRN i)’ Asignar coordenadas | Asignar coordena-
o ay balosextremos | das al origen del
s % Ay B del segmento, | rayo (C)y al punto
3 ‘% respectivamente. que lo determina
g & (D.
< ‘Z PRYN iii) Asignar coorde-
nada 0 al rayo
AB.
5 Teorema del Punto Medio: Dado el segmento AB, entonces existe un Gnico punto medio, M, del

6 Definicién de Interestancia: El punto B esta entre los puntos Ay C, si: i) A, By C son colineales,
y i) la suma de las distancias de Aa By de B a C es igual a la distancia de A a C.
7  Postulado Puntos de Recta - Ntiimeros Reales (PRN): Dada una recta, se puede establecer una

correspondencia entre los puntos de la recta y los niimeros reales tales que: i) a cada punto de la
recta le corresponde exactamente un néimero real, ii) a cada niimero real le corresponde exacta-
mente un punto de la recta. El nimero que le corresponde al punto A se denomina coordenada

de A, y se denota con c(A).
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Teorema
Aspecto

TPM

TLP

TCA

Proposito de la deter-

minacion de un nimero
real relacionado con las
coordenadas escogidas:

Satisfacer la equidis-
tancia del punto que

se busca a los extre-

mos del segmento.

Satisfacer que la
distancia del origen
del rayo al punto
buscado sea z.

Satisfacer que

la medida del
angulo confor-
mado con el rayo
buscado y el
dado sea r.

Condiciones, en térmi-
nos de las coordenadas
asignadas, del numero
que permite determinar
el objeto buscado:

Es el promedio de las
coordenadas asigna-
das a los extremos.

Es un numero x
que depende de la
relacion de orden
entre ¢(C)y (1) y
del hecho de que la
distancia® del punto
buscado al extre-
mo del rayo sea z.
Especificamente,

el nimero x es la
suma o la diferencia
de c(C) y z, seglin
si ¢(7) es mayor o
menor que ¢(C).

Es un numero
entre 0y 180

tal que el valor
absoluto de la di-
ferencia entre la
coordenadas que
se asignen a los
rayos que con-
forman al angulo
sea . Especifica-
mente, como la
coordenada del
rayo AB es 0, el
namero buscado
es el mismo 7.

PRN ii) tal que: | M seael punto que | X sea el punto que
2 se le asigna al nime- | se asigna al nimero
‘g ro obtenido anterior- | obtenido anterior-
= mente. mente.
§ PRYN ii) tal Rayo AD sea el
o que: rayo en H que se
2 asigna al numero
54 obtenido ante-

riormente.

8 La distancia entre dos puntos se define como el valor absoluto de la diferencia de las coorde-
nadas de los puntos (las coordenadas son los nimeros que les corresponden segtin el Postulado
Puntos de Recta - NGmeros Reales).
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Teorema TPM TLP TCA
Aspecto
Teorema Orden | Si el promedio de Si[c<t<c+zo
- Interestancia’® | a'y b es mayor que c<c+z<fo[t<
a 'y menor que b, o, c-z<coc-z<t<

5 mayor que b y menor | c] entonces (7 esta
Z que a, entonces M entre Cy X) o(X
g esta entre 4 y B. estaentre Cy 7)o
& (T esigual a X).
g Inferir interestancias que posibiliten deducir
S que el punto pertenece al conjunto requerido
) usando el orden de las coordenadas.
=
© | Definicién del M pertenece al seg- X pertenece al rayo
‘8 | objeto geomé- mento AB. CT.
o

trico (rayo'”) al
cual debe perte-
necer el punto

buscado:
Determinar la En cualquier caso, En cualquier caso,
distancia de- distanciade 4 a M es | distanciade Ca T

seada que debe | igual a distancia de es z.
tener el punto BaM.
buscado con los
puntos dados.

Determinar la Medida de angu-
medida deseada lo DAB es r.

del angulo que
se conforma.

Determinar distancia o medi-
da segun el caso

Finalizar la demostra- Se usa la definicion | Se hace la con- Se hace la
cion segun la definicion | de punto medio juncién de los dos conjuncion de
del objeto buscado si para inferir que M ultimos pasos: X los dos tultimos
aplica; si no, hacer solo | es punto medio del pertenece al rayo CT | pasos: rayo AD
la respectiva conjuncion: | segmento AB. y la distancia de C a | contenido en Hy
Tesz. medida del angu-
lo DAB es r.

La tabla anterior ilustra la gran similitud que tienen las demostraciones
desde un punto de vista estructural, hecho que se evidencia en la primera
columna. Esta presenta los aspectos clave de las demostraciones en términos

9 Teorema Orden - Interestancia: Dados tres puntos A, By C de la recta m, si c(A) < c(B) < c(C) o
c(A) > c(B) > ¢(C), entonces B estd entre Ay C.

10 Definicion de Rayo: Dados Ay B dos puntos de una recta, el rayo AB es la unién del segmento AB
con el conjunto de puntos X de la recta para los cuales B estd entre Ay X.
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de aquellas propiedades que estan en la tesis del enunciado, que como se ob-
serva, es trasversal a cada enunciado mas alla de los hechos geométricos que
se usan para cada caso (segun los objetos involucrados). Las deméas columnas
muestran el desarrollo particular de cada demostracion y con ello, la relacion
del teorema en cuestion con otros elementos del sistema tedrico utiles para
producirla.

Con los ejemplos presentados buscamos ilustrar como al notar las dife-
rencias o similitudes de los enunciados de los teoremas es posible, con base
en la demostracion de uno de ellos, dilucidar las de los demas siguiendo un
esquema analogo. Es una manera de intepretar lo que Selden (2012) refiere
como tener un amplio repertorio de ejemplos y usarlos apropiadamente, en
este caso para construir la demostracion de un teorema.

Uso experto de teoremas (postulados o definiciones) en
diversos contextos

Uno de los propositos de determinar el contenido geométrico del enunciado de
un teorema es develar y caracterizar las situaciones o contextos donde se pue-
de utilizar. Ademas de precisar la tematica general en la que se puede utilizar,
reconocemos otros dos contextos mucho mas especificos:
* en lajustificacion tedrica de un procedimiento de construccion de un
objeto geométrico con alguna propiedad especial, cuando se emplea
como garantia de un paso en tal procedimiento; o
» en la demostracion de otro teorema, cuando se usa como garantia de
una afirmacion en un paso de dicha demostracion.

Ahora bien, develar y caracterizar los contextos donde es pertinente
usar un teorema no es suficiente, también hay que saber usarlo. Pero ;qué
significa saber usar un teorema? Con dos ejemplos!!, intentaremos ilustrarlo.

11 La produccién de los estudiantes que se utiliza para configurar los ejemplos se toma de sesiones
de clase que tuvieron lugar en el segundo semestre de 2013.
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Ejemplo 1. En la justificacion teérica de un procedimiento

En el curso Geometria Plana, se propone a los estudiantes el siguiente pro-
blema para cuya resolucion deben usar un programa de geometria dinamica.
Para ese momento, ellos cuentan con el PRN. El problema tiene el proposito
de introducir el TLP en el sistema teorico:

Problema de los Cuatro Puntos: Dados tres puntos no colineales 4,

By C, jexiste un punto D tal que los segmentos AB y CD se bisequen?

El procedimiento que usualmente emplean es el siguiente: i) construir
tres puntos A4, By C no colineales; ii) construir el segmento 4B y el punto
medio M de este; iii) construir la recta CM; iv) construir la circunferencia de
centro M y radio CM; v) marcar el punto D como la otra interseccion de la
recta y tal circunferencia. El punto D es el que se busca (Figura 1).

Figura 1 Figura 2

Cuando este procedimiento se expone ante la clase, el profesor pregunta
sobre la justificacion tedrica de cada uno de los pasos de tal procedimiento. No
hay dificultad alguna para justificar los tres primeros pasos, si para justificar el
cuarto: el objeto circunferencia no existe en el sistema y no se tiene la intencion
de introducirlo en ese momento, pues no es necesario desde un punto de vista
tedrico —como se vera en lo que sigue. Los estudiantes deben encontrar una ma-
nera de ajustar el procedimiento, mas exactamente deben remplazar los pasos
cuarto y quinto de manera que lleguen a determinar el punto D mediante accio-
nes que puedan respaldar teéricamente. En el procedimiento inicial, ellos usan
la circunferencia porque les permite “copiar” medidas de longitud; asi que, los
pasos cuarto y quinto se pueden remplazar por las siguientes acciones que si se
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pueden respaldar tedricamente: iv) construir un punto £ en la recta CM tal que
M esté entre C'y F; v) construir el rayo MF’; vi) tomar la distancia de C a M; vii)
emplear la herramienta trasferencia de medidas usando tal rayo y tal distancia;
y viii) denominar el punto que surge en el rayo MF como D (Figura 2).

En esencia, este procedimiento provoca que el objeto circunferencia no
se introduzca al sistema por cuanto no es necesario hacerlo, ya que lo que se
quiere producir es consecuencia de un elemento tedrico disponible: el PRYN.
No obstante, se usa este episodio como pretexto para no aludir directamente
a tal postulado (y con ello a las coordenadas), sino mas bien crear un hecho
geométrico que se ajusta mas a la situacion (usar un rayo y un niimero positivo
para garantizar la existencia de un punto con una posicioén y distancia a otro
punto especiales); en tal sentido, se propone construir el enunciado del TLP
segun las condiciones con las cuales se contaba y el resultado que se espera-
ba. Terminada esa labor, y con el proposito de usar el nuevo Teorema (TLP),
enseguida se acoplaron los objetos que se tenian en los primeros tres pasos a
las condiciones de la hipdtesis del Teorema; esto es, construir un rayo —rayo
MF-y un numero positivo —distancia de M a C.

Ejemplo 2. En la justificacion de otro teorema

Se pretende demostrar el Teorema ALA!?. En términos generales, la demos-
tracion del Teorema descansa en una idea clave: hacer una construccion auxi-
liar, esto es, construir un triangulo congruente a uno de los dados (i. ¢., copiar
el triangulo), utilizando partes (lados y angulos) del otro tridngulo dado, de tal
manera que se acaba demostrando que los triangulos coinciden. Para ilustrar
esta idea, pensemos que se dan los triangulos ABC y DEF’; en tal sentido, se
deberia: i) construir, por ejemplo, el triangulo 4B°C congruente con el tridn-
gulo DEF (Figura 3); y ii) determinar que los triangulos AB’C y ABC son el
mismo; esto es para el caso particular expuesto antes, se deberia deducir que
B’y B son iguales.

12 Teorema ALA: Dada la correspondencia entre los triangulos ABC y DEF tal que los dngulos de
vértices Ay D, Cy Fy los segmentos AC y DF son congruentes, entonces los tridngulos ABC y DEF
son congruentes.
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Figura 3

En este ejemplo, no se pretende exponer la demostraciéon completa
del Teorema —para ver un esquema general de la misma, consultar el libro
Geometria Plana: un espacio de aprendizaje (Samper y Molina, 2013); si se
pretende mostrar el uso del TLP como garantia en un paso de la demostra-
cion. Antes se dijo que uno de los pasos fundamentales en la demostracion
es construir el tridngulo 4B’°C congruente con el triangulo DEF de forma tal
que quede superpuesto al triangulo ABC. Como se debe determinar una con-
gruencia de triangulos, los estudiantes deben aludir al Postulado LAL (Gnico
criterio que se tiene para determinar tal congruencia). Especificamente, ellos
deben notar que para lograrlo, basta construir un segmento congruente con un
lado —convenientemente escogido— del triangulo que se quiere “copiar’; asi
podrian usar tal Postulado, ya que con la hipoétesis del enunciado del Teorema
ALA, cuentan ademas con la congruencia de un par de angulos y un par de
lados correspondientes (angulos de vértices 4 y D, y segmentos AC y DF
congruentes, por ejemplo).

Con este panorama, y dado que hemos tomado las dos congruencias
mencionadas, los estudiantes deben precisar que no tienen mas opcion que es-
coger el segmento DE para construir un segmento congruente con ¢él. El paso
siguiente es hacer la construccion del nuevo segmento, con la condicion de
usar lados o angulos del otro triangulo (ABC). En este punto, los estudiantes
deben evocar el TLP como recurso tedrico pertinente en este contexto puesto
que les permite hacer la construccion deseada. Ahora bien, deben saber usar-
lo, es decir:

* ajustar (o acoplar) los objetos geométricos con que cuentan segin
las condiciones dadas en la hipodtesis del Teorema ALA, a las con-
diciones de la hipotesis del TLP; esto es, determinar el rayo AB con
base en el segmento AB (hecho que se garantiza con el Teorema
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Recta - Rayo - Segmento'®) y un niimero positivo conveniente, para
este caso, la medida de longitud del segmento ED (i. e., la distancia
entre los puntos £y D),y
* determin ar el punto B’ en el rayo AB con las distancias entre A y B’
y E y D iguales, conclusion que se obtiene al usar como garantia el

TLP.

Con los dos ejemplos se pretende ilustrar lo que entendemos por “usar
apropiadamente” un teorema (en este caso, el TLP), que en términos de Bills
y Tall (1998, citado en Selden, 2012) se conoce como hacer operable el teore-
ma. En primera instancia, se evoco en situaciones donde era pertinente usarlo
(construccion de un segmento congruente con otro). En segundo lugar, hubo
un uso experto del TLP; esto es, fue necesario ajustar (o acoplar) a las propie-
dades mencionadas en la hipétesis del TLP, tanto un paso en el procedimiento
de construccion (ver Ejemplo 1) como los objetos dados en la hipotesis de
un Teorema que se quiere demostrar (ver Ejemplo 2), para poder usar el TLP
como garantia en la justificacion de tal procedimiento o de dicha demostracion.

A manera de conclusion

Para terminar, presentamos unas reflexiones que son producto de la descrip-
cion realizada. En primera instancia, ponemos a disposicion de la comunidad
de educacion matematica cuatro elementos que integran un significado amplio
de un teorema. Consideramos que cada uno de esos elementos puede servirle
al profesor de matematicas en dos sentidos diferentes: 1) como indicador para
inferir el significado que, en un momento particular del proceso educativo,
dan sus estudiantes a un teorema especifico, y ii) como recurso didéactico para
la planeacién y gestion de clase cuyo propdsito sea propiciar en el aula la
construccion de significado de un teorema especifico.

Como se evidencia en la descripcion hecha de tales elementos, el pri-
mero de ellos se convierte en soporte de los otros tres; no se puede hacer
uso experto de un teorema o hacer una comparacion entre enunciados o de-
mostraciones de teoremas, si no se ha entendido su enunciado en el sentido

13 Teorema Recta - Rayo - Segmento: Existe la recta AB si y solo si existe el segmento AB o el rayo
AB. Existe el rayo AB si y solo si existe el segmento AB o la recta AB.
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expuesto en parrafos anteriores. Con este panorama, nos atrevemos a sugerir
entonces que, en un contexto educativo en el que se pretenda iniciar el camino
de construccion del significado de un teorema, es necesario propiciar un es-
pacio para que los estudiantes hagan un estudio juicioso de su enunciado, con
el propdsito de reconocer su estructura y explicitar su contenido geométrico.
Insistimos que cumplir con este unico indicador, no es suficiente —pero quiza
si necesario- para tener un significado mas o menos completo de un teorema,
por lo menos a nivel universitario. Los otros dos elementos deben ser parte de
este camino, recorridos de manera paulatina pero con la suficiente conciencia
de su importancia.

Una invitacion

Notese que hasta el momento hemos presentado elementos que integran un
significado, relativamente amplio, de un teorema, una vez conocido su enun-
ciado. Pero, desde un punto de vista didactico, ;/por qué no pensar en la cons-
truccion de un significado tal, previo al conocimiento del enunciado por parte
de un syjeto (i. e., un estudiante)? El grupo de investigacion L - G, en el mar-
co de la invitacion sugerida en la pregunta anterior, estd convencido de que si
un estudiante participa en la produccion del enunciado de un teorema, es po-
sible que construya a su vez un significado del mismo en lo que respecta, por
lo menos, a los elementos primero y cuarto expuestos en secciones anteriores.
Este presupuesto se fundamenta en dos referentes: el enfoque sociocultural
del aprendizaje, en particular, bajo la perspectiva participacionista (Sfard,
2008); y la teoria de signos propuesta por Sdenz-Ludlow y Zellweger (2012).

Asociado al primer referente, tal como se expone en Perry, Samper,
Camargo y Molina (2013), concebimos aprender como un proceso gradual
que ocurre principalmente en la comunidad del aula, mediante el cual los estu-
diantes van siendo capaces de participar en una actividad especifica —para este
caso, la produccion de un teorema— con una disposicion genuina o auténtica
(i. e., asumen un papel de colaboradores o lideres por iniciativa propia, segin
lo permita y lo requiera la circunstancia), y un comportamiento autonomo (i.
e., activan sus recursos intelectuales para hacer propuestas y sostenerlas, para
considerar y tomar posicion frente a las propuestas de los otros miembros de
la comunidad del aula) y relevante (i. e., intervienen con aportes que son utiles
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aun si tienen errores). Asociado al segundo referente, entendemos por cons-
truccion de significado el proceso mediante el cual se producen y refinan las
interpretaciones idiosincraticas sobre aspectos de un objeto matematico deter-
minado, generadas en la mente del sujeto (estudiante, para este caso) cuando
recibe un signo vehiculo (e. g., gesto, palabra, grafico, imagen mental) que
hace explicito lo que pretende comunicar otro sujeto (para este caso, un pro-
fesor u otro estudiante) sobre el objeto; el proposito del proceso es que tales
interpretaciones, a mediano o largo plazo, sean consonantes con el significado
pretendido del profesor (y con ello, consonante con el significado del objeto
referente en la comunidad del discurso matematico (Perry, Camargo, Samper,
Saenz-Ludlow y Molina, 2014).

En lo que sigue, describimos brevemente la aproximacion metodologi-
ca para la enserianza, mediante la cual intentamos propiciar que nuestros es-
tudiantes participen en la produccion de un enunciado matematico, y con ello
construyan el respectivo significado cercano al pretendido por el profesor.

Aproximacién metodolégica para la enseiianza

Destacamos tres elementos sobre los que recae nuestro esfuerzo didactico
innovador para generar un entorno favorable para aprender a demostrar: las
tareas matematicas, el uso de la geometria dindmica y la interaccion social en
la clase'.

Desde el momento mismo en que se inicia el desarrollo de un tema, se
involucra a los estudiantes en la resolucion de problemas abiertos' de indole
geométrica (Samper, Molina, Camargo, Perry y Plazas, 2013) como medio
para lograr que sean ellos quienes descubran, conjeturen y produzcan inicial-
mente justificaciones informales, todo con el objetivo de que puedan participar

14 El curso en el que se emplea esta aproximacién metodolégica no cuenta con libro de texto. La
comunidad del aula desarrolla el contenido geométrico a lo largo de las sesiones de clase. El pro-
fesor sigue un modelo tedrico (el de Birkhoff, 1932) y gufa las conversaciones para que el sistema
tedrico que se produce en clase, se corresponda con aquel.

15 Los problemas abiertos se componen de la descripcion de una situacién y una pregunta que pide
establecer una conjetura, como proposicién condicional, que exprese relaciones entre propieda-
des de los objetos geométricos involucrados. Dicha pregunta de ninguna manera revela o sugiere
una respuesta.
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activamente en la introduccion de nuevos enunciados en el sistema tedrico en
desarrollo. Creemos que en un ambiente como el esbozado antes, los estudian-
tes alcanzan un cierto grado de familiaridad con los objetos geométricos sobre
los que versaran los enunciados que haran parte del sistema tedrico en produc-
cion. Cabe mencionar que los estudiantes trabajan en forma individual o en
grupos pequeflos, apoyados en el uso de un programa de geometria dinamica
(Geogebra o Cabri, por ejemplo). Incide en la ganancia de esta familiaridad la
posibilidad de modelar una situaciéon en un entorno en el cual estan inmersos
ciertos conocimientos geométricos; en consecuencia, las relaciones que los
estudiantes descubren en la exploracion de dicha situacidon se pueden modelar
matematicamente, esto es, existe teoria matematica que las explica (Mariotti,
Bartolini Bussi, Boero, Ferri y Garuti, 1997).

Un ejemplo de problema que se les propone a los estudiantes es el
Problema de los Cuatro Puntos, expuesto en una seccidn anterior.

Después de la resolucion del problema se pide a los estudiantes presen-
tar sus producciones —que, por lo general, son diversas— ante la comunidad
del aula con el fin de revisarlas y concretarlas en enunciados e ideas que se
convierten en material de trabajo de la comunidad para formar el sistema teo-
rico. Especificamente, se les pide presentar: el procedimiento de construccion
realizado en el programa de geometria dindmica, la validacion de cada paso
del procedimiento desde el sistema teérico del que disponen en el curso, y la
formulacién de una conjetura que sintetice el resultado establecido. En una
seccion anterior, ya se expuso un procedimiento de construccion sugerido y un
bosquejo de la validacion tedrica dada por los estudiantes. Conjeturas asocia-
das al problema, que usualmente surgen de los estudiantes, son:

Dados tres puntos no colineales 4, By C. Entonces existe un punto D

tal que los segmentos 4B y CD se bisecan.

Dados tres puntos no colineales 4, By C. Si D pertenece al rayo CM,
con M punto medio del segmento AB y las distanciasde MaDya C
iguales, entonces los segmentos AB y CD se bisecan.

Respecto a la interaccion social en la clase, destacamos dos tipos de
conversacion: la instruccional y la matematica (Perry, Samper, Camargo, y
Molina, 2013). A través de una conversacion instruccional del profesor con
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uno o varios estudiantes sobre las producciones presentadas, se favorece la
construccion colectiva de significado que tiene lugar cuando los miembros
mas experimentados de una cultura instruyen a los menos experimentados.
En esta conversacion se llevan a cabo acciones como responder preguntas que
ayudan a ganar familiaridad y comprension de los objetos geométricos invo-
lucrados, aceptar o rechazar las conjeturas formuladas, revisar la formulacion
misma de las conjeturas, establecer la definicion de un objeto que interviene
en la situacion, etc.

Siguiendo con el ejemplo que nos ha servido para ilustrar la aproxima-
cion metodologica, respecto al enunciado del Problema, el profesor genera
una conversacion instruccional en la que se aclaran definiciones de objetos o
relaciones como: bisecar, punto medio y segmentos bisecados. Ademas, se es-
tudian las conjeturas formuladas para aceptarlas o rechazarlas. Es asi como
el profesor invita a los estudiantes a precisar cual de las dos conjeturas anterio-
res es “mejor”. Ellos se inclinan por la segunda aduciendo que es mucho mas
completa que la primera por cuanto da informacion sobre las condiciones del
punto D para que los segmentos 4By CD se bisequen.

En este punto, el profesor aclara que si bien se demostrara la segunda
conjetura, cuando ¢él pide la justificacion de cada paso del procedimiento de
construccion, lo que pretende es que se garantice la existencia del punto D
con las condiciones que se mencionan en la hipotesis de tal conjetura. En la
medida que los estudiantes no se percatan de dicho asunto, el comentario del
profesor al respecto, hace parte también de la conversacion instruccional.

En el marco de una conversacion matematica, considerada como el dia-
logo entre el profesor y los estudiantes (o entre los estudiantes) sobre un tema
matematico especifico, las ideas se comunican, se comentan y se critican. No
nos referimos a esta interaccion como una discusion matematica porque ella
implica que los estudiantes tengan una posicion definida con respecto a una
idea matematica y que puedan confrontarla con otras; en nuestro caso, esto no
ocurre pues para los estudiantes de ese nivel, la exigencia de esta tarea esta por
encima de su madurez matematica actual. Consideramos que en una conversa-
cion matematica, la participacion estudiantil se hace mas autonoma, auténtica
y relevante, lo que permite que el profesor actie como un miembro mas de la
comunidad en aspectos relacionados con contenido matematico. En esta con-
versacion, la responsabilidad de culminar con éxito una tarea recae en toda la
comunidad. El papel del profesor se enfoca en administrar las propuestas de
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los estudiantes, controlar el uso correcto de los elementos del sistema tedrico,
e institucionalizar el conocimiento.

En el marco de la actividad de clase que tuvo lugar a partir del Problema
de los Cuatro Puntos, la conversacion matematica se gener6 principalmente en
dos momentos: al justificar tedricamente el procedimiento de construccion y al
justificar la conjetura misma. La descripcion realizada en este escrito cuando
se presentd un procedimiento de construccion asociado al Problema (véase el
Ejemplo 1 de la seccion “Uso experto de teoremas (postulados o definiciones)
en diversos contextos”) alude al primero de estos momentos. Como se dijo
alli, en el marco de la justificacion de uno de los pasos de la construccion (el
que da origen al punto D), el profesor tiene el propdsito de introducir el TLP;
sin embargo, en tal seccion no se hizo referencia a lo complejo del proceso que
tuvo lugar para construir el enunciado de dicho Teorema. Este proceso estu-
vo permeado por una conversacion matematica; a continuacion presentamos
una breve descripcion de la misma. En primera instancia, para determinar el
punto D, los estudiantes usan un objeto geométrico (la circunferencia) que el
profesor atin no quiere introducir al sistema. El asevera que ese objeto no es
necesario para hacer dicha construccion; asi que, luego intentan usar el PRN
y, con ello, usar coordenadas. Se presentan varias dificultades al intentar dilu-
cidar qué coordenadas deben tener los puntos C'y M (después de construida la
recta que los contiene), para precisar luego el nimero x que daria la existencia
del punto D buscado en tal recta. Tras una conversacion instruccional para
precisar las coordenadas de tales puntos y el nimero x, finalmente se esta-
blece que una asignacidon conveniente es cero y m respectivamente para los
puntos C'y M, y x igual a 2m. Con esto establecido, haciendo uso del PRN y
del Teorema Orden - Interestancia, se garantizan respectivamente la existencia
del punto D (que le corresponde al ntimero x) y el hecho de que M esta entre C
y D. Los estudiantes entonces han determinado que existe un punto D con las
condiciones impuestas en la conjetura, y se percatan de que ello es producto
de la justificacion del paso de construccion respectivo (se da sentido al ultimo
comentario relativo a la conversacion instruccional).

Se inicia en ese momento una actividad de clase, quiza la méas compleja
durante el proceso de producir el enunciado del TLP: con base en la expe-
riencia vivida, sintetizar en una proposicion condicional que no haga uso de
coordenadas ni de una recta, y si de un rayo y de un niimero positivo, un hecho
geométrico que posibilite la construccion del punto D. El profesor pretende



Oscar Molina

con ello que los estudiantes sustituyan el PRN que exige varios elementos
(nimeros, recta, puntos) por una proposicion mas sencilla que recoja sintéti-
camente el item ii) del Postulado; es decir, que produzcan un enunciado mas
operable en diferentes situaciones. Con el objetivo de que sean los estudian-
tes quienes formulen tal enunciado, el profesor pregunta: qué es lo que, en
esencia, es requisito para construir el punto D. Los estudiantes, interpretan la
pregunta asociando la respuesta a las condiciones del PRN; se refieren enton-
ces a coordenadas, recta, etc., pero no a lo que el profesor quiere escuchar: el
rayo del cual se debe partir y el nimero positivo (doble de la distancia de M a
() que representa una distancia y con el que se determina el punto D. Fueron
fallidos los intentos del profesor para que autonomamente se produjera tal ex-
plicitacién por parte de los estudiantes. Fue el profesor quien llamo la atencion
sobre este hecho e hizo un recuento de lo sucedido en el proceso de construc-
cion del punto D. Asi, aunque los estudiantes no formularon el enunciado del
TLP, si vivieron la manera en como este se puede producir y experimentaron
la necesidad de introducirlo al sistema con su uso en acto: determinar un punto
en un rayo que esté a una cierta distancia de otro, lo cual finalmente termina
generando dos segmentos congruentes.

Con la descripcion y ejemplificacion de nuestra aproximacion metodo-
logica para la ensefianza —empleada en nuestros cursos de Geometria Plana
con el firme proposito de que los estudiantes experimenten actividad demos-
trativa y participen en la construccion de un sistema teérico como lo propone
Freudenthal (1973, citado en de Villiers, 1986)—, quisimos mostrar de qué
manera es posible que los estudiantes vivan un proceso de produccion de he-
chos geométricos susceptibles de ser enunciados de teoremas. En cualquiera
de los dos contextos, bien sea porque el enunciado es respuesta a un problema
especifico (caso de las conjeturas que proveen la solucion a dicho problema) o
porque se constituye en una necesidad tedrica para poder justificar un paso de
construccion relativa a tal solucion, es altamente probable que los estudiantes
le den un significado al Teorema en términos de su contenido geométrico y de
su utilidad en ciertas situaciones.
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