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Con este cursillo se pretende mostrar a los asistentes que el andlisis combinatorio no es
una temdtica exclusiva para los que se inician en el estudio de las probabilidades y que no
se requiere Illegar a ese nivel, para empezar a conocer los principios combinatorios y las
reglas bdsicas de esta rama. Por eso se ha seleccionado un conjunto de problemas y
situaciones que se puedan llevar a la escuela. A lo largo del cursillo se propondrdn
situaciones cldsicas relacionadas con los principios y reglas bdsicas, y también se
presentardn algunas situaciones mds complejas donde se combinen las diferentes reglas
de la combinatoria.

PALABRAS CLAVE

Principios combinatorios, técnicas de conteo.

PRINCIPIOS COMBINATORIOS

El andlisis combinatorio es el estudio de los métodos que nos permiten determinar el
numero de elementos de un conjunto o la cantidad de posibles resultados de un
experimento, sin recurrir a la enumeracion directa. En el analisis combinatorio se
cuenta con unos principios (Adicién, multiplicacién, correspondencia, Dirichlet,
inclusién y exclusién y complementario) y unas técnicas de conteo (Permutaciones,
variaciones y combinaciones).
Principio de adicion
Supongamos que un procedimiento A se puede hacer de m maneras, y que un segundo
procedimiento B se puede hacer de n maneras. Supongamos ademas que son
mutuamente excluyentes. Entonces, el numero de maneras como se puede hacer A o B
es (m+n) maneras. En términos de conjuntos: Si A1, Az, As,..., An son conjuntos finitos
no vacios y disyuntos, entonces

AL U A WA UL UA[=[A [ +HA [ HA [+ A

Situacion 1. Un coleccionista de musica de Fast Domino, James Browm y Etta James
tiene la oportunidad de elegir un disco de regalo entre 5 discos de Domino, 8 de
Browm y 6 de Etta, ;de cuantas maneras puede seleccionar un disco?

Principio de multiplicacion

También se conoce como el principio fundamental del conteo. Si una operacién se
puede ejecutar de n1 maneras, y si para cada una de estas ejecuciones se puede llevar
a cabo una segunda operacién de nz formas, y si para cada una de las dos primeras
operaciones se puede realizar una tercera operacion de n3 formas, y asi
sucesivamente, entonces, la serie de k operaciones se puede realizar de n1 x nz x n3
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X...X nk formas. En términos de conjuntos: Si A1, A2, As,..., An son conjuntos finitos no
|A1 XAy XAy ><"~><An| :|A1|X|A2|X|A3|X"'X|An|

vacios, entonces

Situacion 2. En la figura se muestra un tablero convencional de ajedrez con dos torres.
;De cuantas maneras se pueden colocar las dos torres en el tablero de tal forma que
no se ataquen entre si?

Principio de correspondencia

Dos conjuntos finitos cuyos elementos pueden ponerse en correspondencia uno-uno,
son del mismo tamafio. Cuando tenemos que calcular el tamafio de un conjunto,
podemos encontrar otro de su mismo tamafo mas facil de medir.

Situacién 3. En una liga de n equipos de futbol se deben jugar partidos eliminatorios
hasta que quede uno solo, que sera el campedn (n = 2k, k natural ). Cada partido acaba
con la victoria de un equipo, pues se llega si es necesario a los penaltis. ;Cuantos
partidos se deberan jugar en toda la liga?

Principio de Dirichlet (Palomar)

Si hay (n+1) perlas y n cajas, entonces alguna caja contendra mas de una perla. En
general: si se colocan n objetos en m cajas, alguna caja tiene mas de [n/m] elementos,
y existe alguna caja con a lo sumo [n/m] elementos. Este principio es mas usado para
justificar proposiciones que para hacer conteos.

Situacién 4. ;Cual es el nimero minimo de personas que debemos reunir para
asegurarnos que hay dos de ellas que cumplen afios en el mismo mes?

Principio de inclusion y exclusion

Para 2 conjuntos finitos este principio se define de la siguiente manera:

Si Ay B son conjuntos finitos, entonces

|AuB|=|A|+|B|-|[AnH
Para 3 conjuntos finitos este principio se define de la siguiente manera:
Si A, By C son conjuntos finitos, entonces

|AuBuC| :|A|+|B|+|C|—|AmB|—|AmC|—|BmC|+|AmBmC

Para n conjuntos finitos este principio se define de la siguiente manera:
Si A1, A2, ..., An son conjuntos finitos, y

A [+[A, ]+ +[A]

ai=

141



E La ensefianza y aprendizaje de la probabilidad y la estadistica

|A1 mA2|+|A1 mA3|+...+|An_1 mAn|

az=

a3=|A1 NA, VA A A, A A+ AL NAL NA,

an=|A1 NA, NA; m...mAn|
Entonces:

A, UA, UA, UL UA | =2, -2, +a, -t () a, = kgl(-m“ak

Situacion 5. ;Cuantos numeros enteros hay entre 1 y 500 inclusive, que son divisibles
por 2, por 3 o por 57

Principio del complementario
Si X es un conjunto finito con n elementos, Y =X con m elementos, entonces
X—¥|=[X|-[¥]=n-m

Situacién 6. Daniela extrae, con reemplazo, 5 cartas de una baraja francesa de 52
cartas. ;Cuantas posibilidades tiene de sacar al menos una Jota?

TECNICAS DE CONTEO Y CONFIGURACIONES COMBINATORIAS

Las técnicas de conteo son las diferentes reglas que permiten contar de manera
abreviada la cantidad de elementos que tiene un conjunto. En estas reglas aparecen
con frecuencia los nameros factoriales y los nimeros combinatorios o coeficientes
binomiales. Por otra parte, se llaman configuraciones combinatorias a los diferentes
objetos que se pueden formar con los elementos (iniciales) de un conjunto. Estas
configuraciones pueden ser permutaciones, variaciones y combinaciones (con o sin
permitir repeticiones de los elementos iniciales). Las técnicas de conteo son utiles
para contar la cantidad de configuraciones construidas bajo ciertas condiciones.

Para describir las principales técnicas de conteo es importante tener presente una
notacion y vocabulario basico tal como la idea de factorial y coeficiente combinatorio
binomial, que se explican a continuacién.

Factorial de n. El factorial de n se define como el producto de los enteros positivos que
son menores o iguales a n, y se simboliza n! = nx(n-1)x(n-2)x(n-3)x(n-4)x...x3x2x1.
Ademas, se define 0! = 1.

|
Coeficiente binomial. El coeficiente binomial C] se define como [Ej = k!(n. o1’ (n=k=0).
(N-K):

El coeficiente binomial se puede interpretar de cuatro manera diferentes:

e Interpretacion conjuntista: C; representa la cantidad de subconjuntos de tamafio
k que se pueden formar en un conjunto de tamafio n.

e Interpretacion aritmética: C; es el nimero que resulta de realizar las operaciones

n!

kl(n-k)!
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n
e Interpretacion algebraica: C] :(kj se puede interpretar como el coeficiente de

k=n
<"y"™ en el desarrollo de (x+y)" = Z[Zj Xy
k=0
e Interpretacion geométrica: En una cuadricula de n-k filas por k columnas, C}
representa la cantidad de caminos ascendentes desde (0,0) hasta (n-k,k).

Permutacion de n elementos diferentes

Son los diferentes arreglos que pueden formarse con los n elementos de un conjunto,
de tal modo que dos arreglos difirieren entre si porque sus elementos estan en
distinto orden. El nimero de permutaciones de n objetos distintos es Pn = n!

Situacién 7. Un grupo de 4 nifios y 5 nifias van a formar una fila. ;De cuantas maneras
pueden organizarse, si deben ir alternados (por géneros)?

Permutacion circular

Son los diferentes arreglos o grupos que pueden formarse con los elementos de un
conjunto alrededor de un circulo, de tal modo que dos arreglos difirieren entre si
porque sus elementos estdn en distinto orden. El nimero de permutaciones de n
objetos distintos agregados en un circulo es Cn=(n-1)!

Situaciéon 8. ;Dé cuantas maneras se pueden organizar en una estanteria circular 4
l

prismas, 6 cilindros, 3 piramides, 5 esferas y 4 cubos, si todos los s6lidos del mismo

tipo deben quedar juntos?

Permutacion con repeticiones

Supdéngase que un conjunto tiene ni elementos iguales, nz elementos iguales, n3
elementos iguales,..., nk elementos iguales, y que n1 + n2 + n3 + ... + nk = n. Entonces,
las permutaciones con repeticiones son los diferentes grupos o arreglos que pueden
formarse con los n elementos del conjunto, de tal manera que dos arreglos difieren
entre si porque sus elementos estan en distinto orden.

El nimero de permutaciones de n objetos, de los cuales n1 son iguales, n2 son iguales, .
. . n n!

.., nkson iguales, es iguala P =

n,,n,,..,n, n!n,l.n!
Situacién 9. En la primera vuelta de un campeonato de fttbol cada equipo juega un
total de 15 partidos. Un equipo X termind la primera vuelta con 17 puntos, producto
de 4 victorias, 5 empates y 6 derrotas. ;De cuantas maneras se pudieron dar estos
resultados?

Desarreglos
Un desarreglo o desorden de n objetos, es una permutacion de los n objetos tal que
ninguno de ellos queda colocado en su posicion original. El nimero total de
desarreglos con n objetos es D, = n! (1 SIS S S et (=D 1] .

20 31 4 nl
Situacion 10. Se tienen 10 sobres marcados con sus respectivos destinatarios y se

tienen las 10 cartas marcadas, una para cada destinatario. Se distribuyen las cartas al
azar. ;De cuantas maneras se pueden distribuir para que no haya una coincidencia?

143



E La ensefianza y aprendizaje de la probabilidad y la estadistica

Variaciones sin repeticiones

Son los diferentes arreglos que pueden formarse con los n elementos de un conjunto,
tomados de k en k, de tal modo que dos arreglos difieren entre si porque contienen
elementos diferentes o sus elementos estan en distinto orden. A estas configuraciones

también se les llama k-permutacién y se denotan por npk, P(n.k) o Vi El nimero de

variaciones sin repeticiones que se pueden formar de un conjunto de n elementos
tomando k elementos, es:

(n—k)!

an =nn-Dn-2)0—-3)..(n—k+1)=

Situacién 11. ;Cuantas banderas de 3 colores se pueden obtener, si contamos con 12
colores diferentes?

Variaciones con repeticiones

Son los diferentes arreglos que pueden formarse con los n elementos de un conjunto,
tomados de k en k, en los que pueden aparecer elementos repetidos, de tal modo que
dos arreglos difieren entre si porque contienen elementos diferentes o sus elementos

n_ k
estan en distinto orden. El nimero de variaciones de este tipo es VR(n,k) = VR =n"
Situacion 12. ;Cuantas palabras de ocho letras se pueden formar utilizando sélo las 5

vocales?

Combinaciones sin repeticiones

Son los diferentes grupos que pueden formarse con los n elementos de un conjunto,
tomados de k en k, de tal manera que dos grupos difieren entre si cuando tienen al
menos un elemento distinto. No se tiene en cuenta el orden. Es decir, una combinacién
de tamafio k de un conjunto de n elementos es cualquier subconjunto que tenga k

elementos.

El nimero de combinaciones de k objetos distintos tomados de un conjunto de n

objetos distintos es igual a nCxk = C(n,k) = [nj -
k) K@—k!

Situacion 13. ;Cuantas diagonales tiene un octagono regular?

Reparticiones

Sea A un conjunto con n elementos, y sean ni, nz, .., nk enteros positivos tales que n1 +
n2 + ... + nk = n; entonces el nimero de reparticiones ordenadas diferentes de A de la
forma ( A1, Az,.., Ak ), donde A1 contiene n1 elementos, Az contiene n2 elementos, ...y
Ak contiene nk elementos, esta dada por el coeficiente multinomial:

C( n J:(nj[n—nl)[n—m—an (n—nl—nz—...—nHJ: n!
ny,0,,..,0, n, n, n, n, n!nyl..n/!

Situacion 14. Los 8 integrantes de una familia se retinen en un restaurante que tiene
dos mesas disponibles, una mesa tiene 4 puestos y la otra 6 puestos. ;De cuantas
maneras se pueden repartir entre las dos mesas?
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Combinaciones con repeticiones

Son los diferentes grupos que se pueden formar con los n elementos de un conjunto,
tomados de k en k, en los que pueden aparecer elementos repetidos, de tal manera
que dos grupos difieren entre si cuando tienen al menos un elemento distinto.

El nimero de combinaciones de k objetos, con repeticiones, tomados de un conjunto
de n objetos es iguala cgn =| ™ |=[ " FE 1.

k k
Una combinacion con repeticiones se puede describir como la seleccion de xi objetos
de tipo i, (i=1, 2, 3,..,, n), donde cada xi es un entero no negativo y xi1+xz+...+Xn = k. Es
decir, cada combinacién con repeticiones de orden k, se corresponde con una solucién
entera no negativa de la ecuacién x1 + X2+ ... + xn = k.

También se puede decir que, si se quieren hallar n nimeros enteros no negativos cuya

suma sea k, hay {“} _ (““‘ ‘1] soluciones.

k k
Situacién 15. ;Cuantas fichas tiene el juego de Doming, si se sabe que en cada ficha van
dos ndmeros que son elegidos del conjunto {0,1,2,3,4,5,6} y que estos numeros se
pueden repetir?

Sumatorias. Algunas férmulas que también son utiles para hacer conteos son las

siguientes:
k=n

. L +1
e Suma de los n primeros enteros positivos: 1+2+3+...+n= Zk = %
k=1
k=n
e Suma de los n primeros impares positivos: 1+3+5+..+2n—1=» (2k—-1)=n’
k=1
k=n
. +1)(2n+1
e Suma de los n primeros cuadrados: 1+4+9+..+n” =k’ =w
k=1
k=n 2 2
. +1
e Suma de los n primeros cubos: 1+8+27+..4+n’ =Y k&’ :H(HT)
k=1

k=n
o . - 1 .
e Suma geométrica: 1+x+x" +..+x"" = x" 1=1—,Sl|x|<l.
k=1 -X

Situaciéon 16. La pared de un supermercado es decorada con 20 filas de bolas de
chocolate, de tal forma que en la primera fila (arriba) se coloca una bola, en la segunda
fila dos bolas, en la tercera fila tres bolas y asi sucesivamente (Figura 1). ;Cuantas
bolas de chocolate se requieren para esta decoracion?

Situacién 17. ;Cuantos cuadrados hay en un tablero de ajedrez (Figura 2)?

Situacion 18. ;Cuantos cubos se requieren para construir una piramide de 8 niveles, si
cada nivel tiene forma de cuadrado, y los niveles estan por 1, 4, 9,... cuadrados, como
se muestra en la Figura 3?
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Figura 1. Figura 2. Figura 3.

Situacién 19. A un cubo de lado 3 cm se le atraviesan 6 planos de tal forma que queda
dividido en 27 cubos de lado 1 cm, como se muestra en la Figura 4. ;Cudntos cubos
nuevos se han formado?

Situacion 20. En la figura 5 se muestra un cuadrado de lado 2 cm que se ha dividido en
cuatro partes y una de las partes se ha sombreado y otra de las partes se ha dividido
en cuatro partes. Se sigue indefinidamente el proceso de dividir en cuatro partes y de
sombrear una de las cuatro partes. ;Cual es el area de la regién sombreada?

_FE

Figura 4. Figura 5.
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