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Resumen

Tradicionalmente el céalculo de la integral indefinida constituye unos de los contenidos en el que los
estudiantes presentan muchas dificultades, algunas de ellas estan dadas pues el enfoque dado en las clases
para calcular integrales hacen pensar en aprenderse “muchos” métodos sin existir un hilo conductor entre
ellos, por otro lado los maestros por lo general llegan evaliian si sabe o no calcular estas integrales y en este
sentido en la ensenanza de esta tematica no se logra la unidad entre la 16gica de la ciencia, la logica de la
asimilacion y la 16gica del contenido. El objetivo de este trabajo es discutir una propuesta didactica para la
ensefianza del calculo de la integral indefinida, donde se asumen como referentes teoricos, el propiciar el
desarrollo del pensamiento logico de los alumnos, considerando como habilidades generalizadoras a lograr en
esta unidad a la identificacion del modelo del integrando y la clasificacion de las técnicas para reexpresar el
integrando y los métodos de integracion, ademas se asume que la evaluacion del aprendizaje, en la unidad de
integrales indefinidas, no debe estar dirigida a valorar si el alumno domina cada método en especifico, sino el
proceso general para integrar, evaluando si se hacen diferencias entre las diferentes técnicas de reexpresion
del integrando y las posibles formas de integrar, donde se debe insistir en las generalidades de las diferentes
formas de integrar. En la primera sesion de trabajo se presentara una caracterizacion de los enfoques
tradicionales de la integral indefinida en la literatura especializada y de las principales dificultades en la
evaluacion del aprendizaje de la Integral Indefinida. Se haré la propuesta del proceso general de Integracion.
En la segunda sesion de trabajo se presentara una propuesta didactica para la ensefianza de la Integral
Indefinida basada en el proceso general de integracion, asi como el sistema de tareas y las habilidades
esenciales en la integral indefinida. En la tercera sesion de trabajo se presentara una propuesta didactica
sobre la evaluacion del aprendizaje en la integral indefinida con un enfoque constructivita. Experiencias de su
aplicacion en la educacion superior cubana.

Introduccion

Tradicionalmente el céalculo integral constituye unos de los contenidos en los que los
estudiantes presentan mas dificultades para su aprendizaje y corresponde al maestro
trabajar didacticamente dicho curso. En este trabajo se propone un nuevo enfoque en el
contenido para la ensefanza del calculo de la integral indefinida el que conduce a
desarrollar una ensefianza mas efectiva. Esta propuesta permite establecer estrategias
didacticas que propician una mayor motivacion y aprovechamiento de los alumnos,
integrando elementos teoricos, disciplinarios metodologicos y técnicos en la ensefianza de
esta ciencia, ademas brinda las herramientas necesarias para el disefio de estrategias y
proyectos didacticos que posibiliten en el alumno el aprendizaje conceptual y significativo.

Desarrollo

Cuando el maestro tiene que enseiar a sus alumnos como calcular una integral indefinida se
encuentra ante el dilema de que en los textos de matematicas esta tematica se expone desde
diferentes puntos de vistas, no en su concepto ni en su interpretacion geométrica ni en sus
propiedades pero si se dan varios enfoques en los métodos analiticos que se proponen para
su calculo. Por ejemplo, hay autores que consideran a la sustitucion y/o cambio de variables
como un método de integracion cuando este caso es realmente una de las técnicas que se
utilizan para reexpresar el integrando a una funcion elemental de la cual se puede hallar su
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primitiva, otro ejemplo es considerar la descomposicion de funciones racionales en
funciones racionales simples como un método de integracion pues este es un caso similar al
anterior. Es obvio que el maestro debe ensefiar al alumno todas las variantes que se le
pueden presentar teniendo en cuenta que uno de los objetivos educativos del calculo integral
es: que los alumnos desarrollen habitos de proceder reflexivamente, de evaluar los
resultados de su trabajo y utilizacion de diversa literatura, ademas de, contribuir a la
capacidad de razonamiento, de pensar logicamente y contribuir a la formacion
computacional de los estudiantes. Ademads se debe buscar una estrategia didactica para la
ensefianza y el aprendizaje de manera tal que la evaluacion del aprendizaje de los alumnos
pueda deslindar las dificultades esenciales de este contenido, pues tradicionalmente estas
dificultades estan fundamentalmente en las técnicas para reexpresar el modelo del
integrando y no en la aplicacion de los diferentes métodos.

Inicialmente consideramos necesario que el maestro tenga presente que las habilidades
esenciales que debe desarrollar en los estudiantes son las de identificacion y la de
clasificacion, la de identificacion dirigida a que el alumno ante una integral indefinida
identifique cual es el modelo que tiene el integrando, para esto se le debe orientar al alumno
que el integrando puede estar dado por una funcion del tipo: Elemental, F(g(x))g(x),
Racional, u.dv o con primitivas no elementales. Por tanto, al inicio de la unidad las tareas
no deben estar dirigidas a calcular integrales, por el contrario el maestro debe dirigir la
atencion del alumno a que identifiquen el modelo del integrando, considerando que ya ha
trabajado con las integrales inmediatas obteniéndolas como proceso de antiderivacion. La
habilidad de clasificacion estara dirigida a que una vez identificado el integrando,
clasifiquen que técnicas puede utilizar para reexpresar el mismo, las cuales pueden ser:

— Aplicar las propiedades de las integrales.

— Desarrollar y simplificar algebraicamente el integrando, utilizando:
= Completamiento de cuadrados
= Simplificacion de fracciones
» Descomponer fracciones racionales en fracciones simples.
=  Multiplicar y dividir por el conjugado pitagorico.

— Completamiento del diferencial.

— Sustitucion y/o cambio de variables.

Luego los métodos de integracion se pueden agrupar realmente en cuatro, ellos son: uso de
coleccion de integrales inmediatas, uso de las integrales inmediatas generalizadas, método
de integracion por partes y uso de las tablas de integrales.

En consecuencia con lo anterior, se propone para la estructuracion del contenido, trabajar
con la base orientadora de las acciones (BOA) para el proceso general de integracion, la cual
se define como el conjunto de condiciones en las que realmente se apoya el alumno para
ejecutar las acciones. Esta BOA contiene 4 pasos: Identificar las caracteristicas del modelo
del integrando, Reexpresion del integrando, Simplificar y por ltimo Calcular la integral.
Esta BOA se utiliza como orientacion, para el calculo, permitiéndole al alumno identificar el
modelo del integrando, y clasificando de esta forma la via a seguir para resolverla.

643



ACTA LATINOAMERICANA DE MATEMATICA EDUCATIVA — VOL. 17

Para el calculo de primitivas en las integrales indefinidas se propone un proceso general
(Ver Anexo), esto permite que la evaluacion no esté dirigida a valorar si se domina cada
método en especifico, sino el proceso general para integrar. Para lograr esto la unidad se
disend utilizando el proceso general de integracion, entonces, la evaluacion estara dirigida a
valorar si se hacen diferencias entre las diferentes técnicas de reexpresion del integrando y
las posibles formas de integrar, donde se debe insistir en las generalidades de las diferentes
formas de integrar. Por ejemplo, una de las técnicas de reexpresion del integrando es el
cambio de variables. Aqui se debe valorar las operaciones que incluye esta accion, que son:

— Definir que sustitucion se hara.

— Calcular el diferencial de la variable a sustituir, y por ultimo,

— Sustituir la variable y el diferencial en la integral.
Y todo lo que queda por hacer para resolver dicha integral corresponde al 4to.paso del
proceso general de integracion y donde la solucion general debe corresponderse con la
variable inicial que se da, cuestion ésta que no esta contenida en los pasos del método, sino
en la autovaloracion que el estudiante hace de la respuesta obtenida segun el problema
planteado.

De especial importancia consideramos, en esta propuesta didactica, a la utilizacion del
proceso general de integracion propuesto anteriormente, ya que éste permite darle un
enfoque sistémico a la unidad y es mas facil para el aprendizaje y la evaluacion, pues el
enfoque dado por muchos autores para calcular integrales hacen pensar en aprenderse
“muchos” métodos sin existir un hilo conductor entre ellos y en este sentido se propone
buscar la unidad entre la logica de la ciencia, de la asimilacion y del contenido. Se
propone utilizar una tarjeta de estudio donde se refleje el proceso general de integracion,
orientando la evaluacion del aprendizaje a que el estudiante valore el proceso general y que
valoren el tratamiento que le dan otros autores, clasificando varios métodos. A partir de
esto los estudiantes pueden hacer un trabajo de busqueda donde tengan que valorar esta
situacion. El sistema de tarea que sugiere es el siguiente:
» Dada un grupo de integrales indefinidas:

Identificar el modelo del integrando, Identifique en cudl de ellas se puede reexpresar

el integrando, aplicando las propiedades de la integral indefinida, Calcule, si utiliza

las tablas de integrales especifique que formula utilizo.

» Dada un grupo de integrales indefinidas:
Identificar el modelo del integrando, Identifique en cual de ellas se puede reexpresar
el integrando utilizando completamiento de cuadrados, simplificacion de fracciones,
multiplicando y dividiendo por el conjugado pitagorico o descomponiendo
fracciones racionales en fracciones simples, Calcule cada caso y si utiliza las tablas
de integrales especifique que formula utilizo.

» Dada un grupo de integrales indefinidas.
Identifique las que tengan en el modelo del integrando una funcion de la forma F(g(x))g (x), Identifique, quién es f(x) y quién
g(x), clasifique, la formula de las tablas de integrales inmediatas con la que se puede resolver, calcule.
Dada un grupo de integrales indefinidas.
Identifique las que tengan en el modelo del integrando una funcion de la forma u.dv,
Identifique, quién es u y quién es dv, Aplique la formula de integracion por partes, Calcule,
si utiliza las tablas de integrales especifique que formula utiliz6.
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Dada un grupo de integrales indefinidas,

Identifique las que tengan en el modelo del integrando una funcién racional, Identifique si
la fraccion racional es propia o impropia, Descomponga la fraccion racional en fracciones
simples, Calcule la integral, si utiliza las tablas de integrales especifique que formula
utilizo.

Dada un grupo de integrales indefinidas:

Identifique, en cuales de ellas, es necesario hacer sustitucion y/o cambio de variables, Qué
sustitucion o cambio de variables usted haria, Calcule la integral, si utiliza las tablas de
integrales especifique que formula utilizo. .

Dada un grupo de integrales indefinidas:

Identifique, en cudles de ellas, es necesario completar el diferencial para obtener una
integral inmediata generalizada, Complete el diferencial, Calcule, si utiliza las tablas de
integrales especifique que formula utilizo.

Dada un grupo de integrales indefinidas:

Identifique el modelo del integrando, Reexprese el integrando, Integre, si utiliza las tablas
de integrales especifique que formula utilizo.

Tareas con las caracteristicas anteriores pero exigiendo la justificacion de las acciones
realizadas.

Dada un grupo de integrales indefinidas, Calculelas.

Las demas tareas estaran referidas a la resolucion de problemas sobre diversas aplicaciones
de la integral indefinida.

Observe como el sistema de tareas anterior va orientando el alumno tanto a las técnicas de
reexpresar al integrando como a los métodos de integracion. Con el mismo, es posible
dirigir la evaluacion, en las primeras clases practicas y autopreparacion, a valorar el
desarrollo practico de cada una de las operaciones que involucran el proceso general de
integracion, donde el estudiante se enfrenta a este grupo de tareas con una tarjeta de estudio
en la cual aparecen todos los elementos esenciales del proceso de integracion y los modelos
de las acciones a ejecutar, lo que permite valorar si se asimila la BOA dada a un nivel
reproductivo. Posteriormente, la actividad se basa en un sistema de tareas con estas mismas
caracteristicas, pero dirigido fundamentalmente a ejercitar el racionamiento tedrico, de
forma que la accion se transforma de la 16gica de la accion a la logica del concepto, donde
el estudiante pueda justificar lo que hizo y porqué lo hizo.

En algunas de estas tareas se orienta cada operacion a desarrollar, y se pide en cada una de
ellas las integrales que no se corresponden a las que se orientan resolver y darles solucion,
explicando el procedimiento seguido en cada caso. Otras estan dirigidas directamente al
calculo de integrales, sin especificar en su enunciado las posibles acciones a realizar para su
resolucion. Obsérvese que en las tareas anteriormente descritas se destacan las acciones
esenciales a desarrollar: identificacion y clasificacion. Por tanto, en el proceso de
asimilacion de este contenido, es importante valorar si el estudiante identifica el modelo del
integrando y si clasifica la(s) técnica(s) para reexpresar el integrando, asi como la formula
para resolver la integral.
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En este tema, por ser un tema basico fundamental dentro del célculo integral y de la
disciplina matematica, la evaluacion parcial debe estar dirigida a las acciones esenciales:
Identificacion y clasificacion y a la asimilacion del proceso general de integracion.

Conclusiones

Esta propuesta didactica propicia que el estudiante sepa diferenciar entre las técnicas para
reexpresar el integrando y el proceso de integrar, ademas, permite al profesor incidir
realmente en los métodos de integracion y poder valorar si los errores de sus estudiantes
estan precisamente en dichas técnicas y no en los métodos de integracion. Se insiste en que
se le debe orientar a los estudiantes, en las Gltimas clases de la unidad, que se haga un
analisis comparativo y critico del enfoque que dan varios autores clasicos a la integral
indefinida y que ellos vean que realmente es lo mismo, s6lo que muchos de ellos desglosan
las técnicas de reexpresar el integrando como métodos, por ejemplo muchos autores llaman
método de sustitucion y método de descomposicion de fracciones racionales en fracciones
simples, cuando realmente estas son técnicas como se relaciona en el trabajo.
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