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CONSTRUYENDO LA NOCION DE FUNCION TRIGONOMETRICA:
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Resumen

La enseflanza contemporanea se ve modificada, considerablemente, a causa de los resultados recientes
de la investigacion en matematica educativa tanto al nivel nacional como al de las diferentes regiones y
escuelas de pensamiento en el mundo de hoy; estos resultados plantean, por ejemplo, que los asuntos
del aprendizaje ligados al papel de la representacion, la visualizacion y la utilizacion de tecnologias de
la informacion juegan un papel prioritario en el disefio de secuencias didacticas novedosas para la
escuela y la universidad. En el marco de este curso, dimos cuenta del estudio de las condiciones de
construccion social de las funciones trigonométricas y lo presentamos a la luz de propuestas didacticas
para favorecer los aprendizajes de los alumnos.

Antecedentes

Nuestro curso se apoya en el disefio de una presentacion para el tratamiento de las
funciones segun la propuesta del libro Funciones: visualizacion y pensamiento
matemadatico de Cantoral y Montiel, (2001). Este texto fue disefiado con base en las
investigaciones conducidas por el equipo de Educacion Superior del Departamento de
Matematica Educativa del Cinvestav — IPN en México. Se compone de secuencias
didacticas sobre la nocion de funcion desde una perspectiva en la que la visualizacion
juega un papel relevante, con la mediacion del uso de una particular tecnologia, las
calculadoras con capacidad grafica con opciones dindmicas. Esta aproximacion ha
sido trabajada en diversos programas de formacion docente en nuestro pais, asi como
en eventos internacionales sobre ensefianza de la matematica. Para desarrollar esta
propuesta consideramos como punto de partida que previo al estudio del célculo, se
precisa de la adquisicion de un lenguaje grafico que posibilite la transferencia de
campos conceptuales virtualmente ajenos a causa de las ensefianzas tradicionales,
estableciendo un “isomorfismo” operativo entre el algebra bésica y el estudio de las
curvas, mejor aun, entre el lenguaje algebraico y el lenguaje grafico (Cantoral y
Farfan, 1998).

En nuestra opinion, el concepto de funcion ha sido una pieza clave en el desarrollo de
la matematica, las ciencias y la tecnologia. Aunque algunos de los resultados de
investigacion han llegado al nivel de propuestas didacticas, en la mayoria de las
“clases reales” se le sigue reduciendo a una mera presentacion formal y se acompana
de un tratamiento algoritmico entre los alumnos.

El proceso de transposicion didactica no es un proceso simple ni lineal, como se ha
documentado ampliamente por la teoria antropologica de la didactica de Yves
Chevallard, y se sabe ademas que la participacion de los profesores en tal proceso
resulta de la mayor importancia, pues seran ellos quienes al final, con sus clases
cotidianas podran participar en el desarrollo del pensamiento matematico de sus
estudiantes. Investigaciones como (Vinner, 1983; Dreyfus y Eisenberg, 1990;
Breidenbach, et al., 1992, Dubinsky y Harel, 1992) tratan sobre el concepto de
funcion y reportan dificultades ligadas a su aprendizaje. La mayoria de las
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aproximaciones teéricas que abordan la nocion de funcion, han puesto la atencion en
la construcciéon de significados a través de procesos que bien podriamos llamar
mentales. Vinner (1983) reporta por ejemplo algunas imagenes del concepto que
desarrolla el alumno, en las que domina la regularidad en sus representaciones, se
tiene también un cierto rechazo a las formulas y graficas de funciones definidas por
intervalos, a las formulas y graficas de funciones constantes (por la ausencia de la
variable independiente o la falta de variacion en el bosquejo de la gréfica), entre
otras. En otro sentido, apropiarse del significado de la nocion de funcion implica
formar una imagen de ella, tener estructuras cognitivas que se asocien al concepto,
incluyendo representaciones mentales, procesos y propiedades asociados, mas que la
definicion formal del concepto. Sin embargo, el cerebro no es una entidad puramente
légica, la manera compleja en la que funciona estd a menudo en desacuerdo con la
logica matematica. El desarrollo de las imagenes conceptuales y de razonamiento,
como camino hacia la comprension y el aprendizaje de las ideas matematicas, no
puede ser coherente durante todo el tiempo pues los estimulos sensoriales excitan
ciertos caminos neuronales e inhiben otros, pudiéndose producir conflictos
congnitivos entre partes inconscientes de la imagen conceptual construida por el
sujeto (Vinner y Tall, 1981).

En (Dubinsky y Harel ed., 1992; Breidenbach, et al., 1992) se hace una extension del
analisis piagetiano de la percepcion y de la inteligencia usando el marco teorico de la
abstraccion reflexiva mediante acciones, procesos, objetos y esquemas, para hablar de
la apropiacion de las nociones. En términos generales, ellos reportan en lo que
respecta a la nocion de funcion, la complejidad que implica el pasaje de la concepcion
de accion a la concepcidn de proceso, debido a ciertas restricciones como la debida a
su concepcion (restriccion de manipulacion, restriccion de cantidades, restriccion de
continuidad en la grafica). Se refieren a una concepcion de accion cuando el alumno
requiere de las instrucciones precisas, como por ejemplo del empleo de formula
algebraica para estar en condiciones de realizar transformaciones sobre ella, evaluar
en puntos especificos o realizar la composicion de dos funciones haciendo las
sustituciones correspondientes, digamoslo asi, haciendo s6lo un paso a la vez. Una
concepcion de proceso significa bajo este enfoque, el tener una idea mas dinamica,
poder pensar a la funcién como algo que recibe una o mas entradas y que regresa
salidas o encontrar la inversa de una funcion. Esta etapa requiere de las
coordinaciones de varias acciones. La concepcion de objeto se logra cuando se
manipulan las funciones mediante otras acciones y procesos, por ejemplo, cuando se
derivan. Lograr la concepcion de esquema involucra acciones, procesos y objetos del
concepto de funcién, y distingue cuales pertenecen a cada esquema.

Otra postura respecto de esta nocion de funcidon se establece en términos de la
llamada dialéctica herramienta - objeto de Régine Douady, quien reporta la
existencia de dificultades para considerar a las funciones como herramientas en el
trabajo matematico y, de forma mas notoria, para traducir al contexto de funciones
aquellos problemas que han sido planteados en otros contextos matematicos como el
numérico, geométrico, o externos a la matematica y que requieren de una traduccion
para ser resueltos.
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En las aproximaciones tedricas mencionadas se le confiere un estatus importante al
manejo de las diferentes representaciones del concepto de funcidon, ya sea en
términos de imagenes del concepto, concepciones de accion, proceso, objeto y
esquema o en la dialéctica herramienta objeto. La formacion del pensamiento
cientifico, particularmente en matemadtica, estd intimamente ligado al desarrollo de
simbolismos especificos para representar a los objetos y a sus relaciones, por tanto, el
progreso de los conocimientos implica la creacion y el desarrollo de sistemas
semioticos nuevos y especificos (Ferrari, 2001). Por su parte, en (Duval, 1995) se
sefiala que no puede existir comprension en matematicas si no se distingue un objeto
de su representacion, pero se requiere del manejo de estas representaciones para
comprender el objeto. Se busca entonces la formacion, tratamiento y conversion de
los registros semidticos de representacion del objeto para lograr su aprendizaje. Se
ejemplifica este proceso con un esquema de la articulacion de registros semidticos
para el caso de la funcion cuadratica, lo que nos hace pensar que se requiere de un
sistema de representacion semidtico especifico de este objeto, en otras palabras, que
este sistema seria distinto de aquel que se utilice en la funcion lineal, o en una funciéon
trascendente por ejemplo.

Sin embargo, las dificultades ligadas al aprendizaje del concepto de funcion no
pueden limitarse al manejo y articulacion de sus representaciones, pues existen
también obstaculos epistemologicos inherentes al concepto mismo y no asi a las
particularidades de las maneras de ensefiarlo, son propios de la construccion cultural.
Para otros autores, los entendimientos relativos al concepto de funcidon consisten de la
identificacion de cambios observados a nuestro alrededor como un problema practico
a resolver, asi como el reconocimiento de regularidades en las relaciones entre
cambios como una manera de estudiarlos. Ignorarlos como condiciones necesarias
para el desarrollo de la nociéon de funcion, conllevaria enfrentar un obstaculo
epistemoldgico, relativo a la filosofia de la matematica, respecto a considerar que los
problemas practicos no conciernen a esta disciplina. Esto desconoceria lo sucedido en
la historia de las ideas, pues las funciones aparecieron como herramientas para
predecir y describir fenomenos de la naturaleza. Por otro lado, se considera que el
desarrollo de una fuerte creencia en el poder de las operaciones formales con
expresiones algebraicas y la creencia que solo las relaciones que pueden expresarse
mediante una féormula analitica son funciones constituyen otro obstaculo. En tanto
que, discriminar entre la funcion y las herramientas analiticas utilizadas para describir
una ley implicaria un acto de entendimiento. Ademas se establece que la definicion es
una descripcion del objeto conocido a través de los sentidos. La definicion no
determina al objeto, sino el objeto a la definicion. Superar este obstaculo requeriria la
capacidad de discriminar entre una definicidon matematica y la descripcion del objeto,
es decir, hacer una sintesis de la concepcion general de funcion como objeto. Tomar
en consideracion los elementos epistemologicos de la construccion de los conceptos
nos hace pensar en como enfrentar la problematica del aprendizaje del concepto de
funcion cuando tenemos distintos tipos de funciones (algebraicas, racionales,
trascendentes, entre otras), cada una con origen en un contexto especifico, con
distintas propiedades analiticas, esto es, con epistemologias propias, esto lo aborda
ampliamente la socioepistemologia.
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Bajo este enfoque, se sabe que un concepto no se reduce a su definicion, y que se
constituye en distintos contextos de representacion. La articulacion y vinculacion de
estos contextos son necesarias para el entendimiento del concepto, pero no
suficientes. Por ejemplo, para el caso del concepto de funcion, el alumno debe
reconocerlo como definicion, relacion de conjuntos, tabla de valores, féormula,
grafica, representacion iconica; y, vincular y transitar entre una y otra, pero ademas,
debera darle una funcionalidad al concepto dentro y fuera de escenarios escolares.
Esta funcionalidad debe reconocerse en su construccion social, y por lo tanto
reproducir ciertas practicas culturales.

Dado que el entendimiento es parte del complejo mundo del pensamiento y
comportamiento humano, hay elementos tales como la expresion, el gesto, los
movimientos, la interaccion con el medio, que contribuyen al entendimiento de los
problemas y a su resolucion. Quiza por ello las corrientes sicoldgicas se han ocupado
de los asuntos de visualizacion de los conceptos matematicos, incorporando
heuristicas de aprendizaje, contextos de representacion, herramientas visuales, entre
otras. En su mayoria, toman en cuenta la articulacion de contextos y sus procesos
cognitivos relacionados como la visualizacion de los conceptos.

Este curso se enfoco al estudio de los efectos del juego de marcos, el algebraico y el
analitico en particular, en la construccion de propiedades analiticas de las funciones
trigonométricas. En el transito de estos marcos para las funciones trigonométricas,
buscamos localizar y analizar las propiedades asociadas a las funciones circulares o
trigonométricas, tanto al nivel del origen del conocimiento como al de la forma en
que los estudiantes pueden participar de dicho proceso.

Haciendo un estudio breve de los programas curriculares en cuanto al estudio de
funcion trigonométrica, observamos que para definirlas se presentan elementos
involucrados a su aplicacion; tales como el tridngulo, circulo trigonométrico, medida
de angulos. El interés principal para su presentacion radica en solo aprender los
términos que la definen para su uso como herramienta en la solucion de problemas.

Ahora bien, consideramos de partida que la trigonometria cldsica se basa en el estudio
de las propiedades de los tridngulos, y de las razones trigonométricas como medios
principales para estudiar dichas propiedades; en la trigonometria analitica en cambio,
se inicia con el circulo, de modo que el circulo unitario permite dar otra definicion a
las funciones trigonométricas, mediante las que se estudian sus propiedades de
naturaleza analitica. El paso de la medida de los angulos en grados a la medida de los
angulos en radianes plantea un escenario de interés para los estudios didacticos, en
este estudio nos interesaremos mas por el transito que se da de las funciones
trigonométricas sobre angulos a las funciones trigonométricas sobre reales. Este curso
desarroll6 estrategias didacticas para estos fines.

En algin sentido, la limitacion que introduce el tratamiento de las funciones
trigonométricas restringidas a los angulos es matematicamente innecesaria, y de
hecho consideramos que puede constituirse como un obstaculo didactico para el
aprendizaje. Con frecuencia en las clases y en las aplicaciones matematicas, se debera
tratar con funciones trigonométricas como funciones del tiempo o de la distancia, o
simplemente como funciones de un niimero real. Pero debemos sefialar que si bien la
diferencia entre sen(2 rad) o sen(2°) o sen(2) no tiene demasiada importancia
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significativa en los textos y en las clases de matematicas, si creemos que plantea una
dificultad mayor al nivel de los procesos de aprendizaje. Esto se acentiia cuando
notamos que en las diferentes calculadoras con capacidad grafica, o en los programas
computacionales con posibilidades de graficacion, se emplea la misma tecla sen para
todos los fines, independientemente del dominio de definicion o de las unidades de
medida que se elijan, ya sea para evaluar una razon o para graficar una funcion.

Aunque la presentacion escolar de las funciones trigonométricas sera restringida en
los primeros afios de su ensefianza a las relaciones entre las medidas de los lados de
los triangulos rectangulos con las de sus dngulos interiores, mas adelante el alumno
encontrara que tiene que operar sobre situaciones novedosas, como por ejemplo habra
de tratar con angulos superiores a 180° sin hacer alusion a tridngulo alguno, o debera
graficar funciones que combinan una parte algebraica con otra trascendente, como
cuando debe estudiar el crecimiento de f(x) = senx + x, o decidir sobre la suavidad de
la gréafica de la funcion g en el origen, con: g(x) =cosh —1six>0; peroes 0six <0,
del mismo modo ocurre cuando deba calcular limites que no se abordan con
estrategias algebraicas, como por ejemplo los limites:

. senx ., cosx—1
lim o lim .

x=0  x x—0 X

También tendra que discutir la naturaleza de la convergencia de series que
involucran, de diferentes formas, a las funciones trigonométricas, como por ejemplo:

X——4+——"—+-
357 2n—-1

Bajo este enfoque, no estaremos limitando nuestra problematica de interés, al papel
de las representaciones semidticas en la actividad cognitiva de los alumnos, ni a la
formaciéon de representaciones mentales entre los escolares, sino mas bien,
desarrollaremos la tesis de que la epistemologia de la funciones trigonométricas, y el
uso social que de ellas se hace, impregnan de significados a dichos conceptos.
Fundamentalmente, asumimos que los obstaculos epistemolégicos ligados a la
construccion de funcidon trigonométrica deben ser considerados en un disefio de
ingenierias didacticas particulares.

3 5
X x - o bien Z sen(2n —1)x
1

Iniciamos el curso con la resolucion de ecuaciones algebraicas mediante factorizacion
de polinomios con coeficientes reales, estudio grafico y algebraico de las funciones
potencia. Queremos trabajar la naturaleza de las raices de una ecuacion polinomial:
simples, dobles, triples y cuadruples, y sobre el como se forma un patron de
comportamiento grafico para y=x*" y y=x*""', la funcién seno, incluida su gréfica y
sus propiedades como periodicidad, acotacion, oscilacién, pero que no se haya
estudiado a la funcioén seno como el limite de una particular serie potencias.

En este sentido, nuestra propuesta se desarrollara sobre factorizacion de polinomios y
su clasificacion por la naturaleza de sus raices, tomamos la forma algebraica y la
naturaleza del contacto entre la grafica de una funcidon potencia y el eje X.
Centraremos la atencion en las formas de escritura, de argumentacion y de validacion
y del empleo de gestos y movimientos corporales que pongan en juego ante
problemas no rutinarios.
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Pero un tratamiento, basado en graficas, movimientos y argumentaciones con
respecto de las funciones trigonométricas no podria reducirse a transformaciones y
traslaciones, sino dar inicio por la construccion de sus primitivas (sen x, cos x, tan x).
De aqui que, como segunda parte del curso, se reflexion6 y discutié sobre los
momentos de ruptura que precisa la funcidn trigonométrica para su construccion en el
aula, y que proponemos son:

e De larealidad macro al modelo a escala

e Larazon como abstraccion de la proporcion

e Extraccion de la razon de un referente tedrico: el triangulo.
e Conversion de unidades: grados <> radianes <> reales

e De las funciones reales a las funciones complejas

de donde proponemos nuestra hipotesis de investigacion, a saber, que la funcion
trigonométrica abstrae propiedades de las tablas trigonométricas y del estudio de los
triangulos, pero obedece a prdcticas de naturaleza distinta que la trigonometria
como rama de la geometria. De aqui que nuestro fundamento tedrico sea aquel que
incorpore las cuatro componentes de la construccion social del conocimiento
matematico, la socioepistemologia.
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