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LA INVESTIGACION EN VISUALIZACION Y RAZONAMIENTO
ESPACIAL. PASADO, PRESENTE Y FUTURO

Research on visualization and spatial reasoning. Past, present and future.

Teresa Fernandez Blanco

Universidad de Santiago de Compostela

Resumen

En este trabajo intentaré poner de manifiesto que la visualizacion sigue siendo un tema de interés
para futuras investigaciones en el dmbito de la geometria y el razonamiento espacial. Un breve
recorrido por los antecedentes recordard aquellos topicos que han sido objeto de estudio en este
campo y aquellas lineas de investigacion que permanecen abiertas. Para terminar expondré los
resultados de una investigacion reciente que pone de manifiesto las carencias de los futuros
maestros en este tema y la importancia de planificar y desarrollar acciones formativas.
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Abstract

In this work I will try to show that visualization keeps on being of great interest for future
investigations in the field of geometry and spatial reasoning. A brief overview of the background
will remember us those topics that have been studied in this field and those research lines that are
still open. To finish I will show the results of a recent investigation that show us deficiencies of
future teachers in this field and the importance of planning and developing training activities.
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INTRODUCCION

A lo largo las dos ultimas décadas se ha podido constatar un resurgimiento de la investigacion
centrada en la visualizacion (Arcavi, 2003; Battista, 2007; Gutiérrez, 1998; Hershkowitz, Parzysz y
van Dormolen, 1996; Phillips, Norris, y Macnab, 2010; Presmeg, 2006, 2008; Rivera, 2011;
Zimmerman y Cunningham, 1991) debido principalmente a dos razones. La primera de ellas tiene
que ver con la presentacion de conceptos, formas, relaciones y propiedades a través de nuevos
elementos y entornos de aprendizaje propios del mundo altamente tecnoldgico en el que vivimos.
Estos avances tecnologicos se convierten en potentes herramientas matematicas y cientificas al
inferir dinamismo a muchas entidades que antes eran presentadas por medio de tablas, formulas y
simbolos. Por otra parte, estos cambios en las herramientas tecnologicas conducen a cambios en los
recursos semioticos y en las representaciones y viceversa lo que lleva a investigar sobre los
procesos visuales que estan teniendo lugar (Rivera, 2011, p.10).

La segunda de las razones antes citadas esta relacionada directamente con cambios en la concepcion
de la propia naturaleza de la matematica, segun los cuales la matematica es entendida como una
busqueda de patrones y la visualizacion serd una herramienta fundamental para reconocer esos
patrones (Hershkowitz et al., 1996, p. 163).

Uno de los grandes problemas de la visualizacion como objeto de investigacion ha sido su propia
definicion y los diferentes nombres con los que se asocia. En Gutiérrez (1996a), Guillén (2010),
Godino, Cajaraville, Fernandez y Gonzato (2012); Fernandez (2012) aparecen listados de diferentes
concepciones de la visualizacion espacial en las que el concepto de imagen juega un papel central,
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junto con otros tres elementos: las representaciones externas, los procesos para manipular esas
imagenes y las habilidades para la creacion y procesamiento de las imagenes (del Grande, 1990;
Gutiérrez, 1991; 1996a). En este trabajo no trataremos estos aspectos de la visualizacion de forma
especifica sino que seran abordados desde la dptica de las investigaciones llevadas a cabo.

La principal caracteristica atribuida por Arcavi (2003, p. 216) a la visualizacion es que “ofrece un
método de ver lo invisible”, tanto entendiendo la visualizacion como nombre (el producto, la
imagen visual) o bien como verbo (el proceso, la actividad). Cuando Arcavi (2003) habla de “ver lo
invisible”, en su sentido mas profundo y figurativo, se refiere a percibir un mundo abstracto que la
tecnologia (ni Optica ni electronica) no puede ver por nosotros. Las matematicas tratan con objetos
y entidades diferentes de los fendmenos fisicos, y dependen en gran medida de la visualizacidon en
sus diferentes formas y diversos niveles, mucho mas alld del cuerpo de la geometria y la
visualizacion espacial. En los monograficos de Batista (2007), Phillips, Norris y Macnab (2010),
Presmeg (2006) y Rivera (2011) se puede encontrar informacion muy completa de articulos sobre
visualizacion en diferentes areas de la matematica.

En este documento me centraré en el analisis de la investigacion en visualizacion y razonamiento
espacial (VRE). Dado que la geometria tiene un soporte muy fuerte en elementos visuales, esta ha
sido una de las areas en las que més se ha investigado esta relacion (Phillips, 2010). Sin embargo,
como los objetos de estudio en geometria estan relacionados casi siempre con una entidad fisica o
visual, esta relacion entre geometria y visualizacidon es mas complicada de lo que, a priori, puede
parecer.

La primera parte del trabajo presenta una revision bibliografica con la intencion de describir qué
topicos han sido objeto de estudio y andlisis en las investigaciones. En la segunda parte se
describird una investigacion reciente que pondra de manifiesto diversas carencias de futuros
maestros de Educacion Primaria en actividades que implican visualizacion y razonamiento espacial.
En la tercera parte se enunciaran algunos trabajos de investigacion que se estan llevando a cabo en
este campo y se mostraran posibles caminos a seguir teniendo en cuenta cuestiones de investigacion
que han sido propuestas por diversos autores (Guillén 2010, Presmeg, 2006, Phillips et al., 2010).

ANTECEDENTES

Esta revision de la bibliografia sobre visualizacion y razonamiento espacial se hard a través de
cuatro facetas o dimensiones (epistémica, cognitiva, instruccional y ecoldgica) descritas en el
enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (Godino, Batanero y Font,
2007), que permitira una vision desde una perspectiva diferente a la habitual. A causa de la evidente
limitacion de espacio, no se pretende proporcionar una relacion exhaustiva de referencias sino
presentar una idea mas o menos general del estado de la cuestion.

Faceta epistémica

Las principales cuestiones epistemologicas abordadas por las investigaciones que nos ocupan son
dos: una se refiere a la argumentacion y demostracion y la otra se deriva de la ambigiiedad de la
palabra representacion.

La primera esta relacionada con el estatus otorgado a la visualizacion en la educacion matematica;
puesto que, aunque la mayoria de los matematicos confian y utilizan la argumentacion visual en su
trabajo, muchos de ellos son reacios a mostrarla como un recurso habitual. Ello se debe,
principalmente, a que durante los siglos XIX y XX los estandares para la publicacion se basaban en
un pensamiento légico y formal lo que implicaba cierta hostilidad hacia las argumentaciones
visuales. Sin embargo, a finales del siglo XX los matematicos redescubren el poder del
razonamiento visual y sugieren demostraciones y teoremas puramente visuales.
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Seglin Battista y Clements (1995, p. 53), tanto la teoria de Piaget como la de van Hiele indican que
los estudiantes pueden comprender y trabajar explicitamente con sistemas axiomaticos so6lo después
de haber alcanzado los niveles mas altos de ambas jerarquias:

El camino mas efectivo para engendrar un uso util de la demostracion en geometria en la escuela
secundaria es evitar la demostracion formal durante gran parte del trabajo con los estudiantes. Si nos
centramos en ayudar a los estudiantes a construir unos cimientos empiricos y visuales para los
niveles mas altos del pensamiento geométrico, podemos llegar a conseguir que aprecien la necesidad
de una prueba formal. So6lo entonces, seran capaces de utilizarlo significativamente como un
mecanismo para justificar ideas.

Por su parte, Arcavi (2003, p. 224) argumenta que la visualizacion puesta al servicio de la
resolucién de problemas puede también ir mas alld de su papel procedimental e inspirar una
solucion general y creativa. Asimismo, las representaciones de formas visuales pueden ser
elementos legitimos en las demostraciones matematicas.

Diversas investigaciones, como la de Soto-Andrade (2008), muestran que, a pesar de que el
razonamiento visual esta contemplado en los curriculos, en general, los profesores lo siguen
presentando como un argumento auxiliar o introductorio, un accesorio al que no asignan el estatus
que deberia tener. Como consecuencia, los alumnos no lo consideran como un tipo de razonamiento
bésico para su formacion ni como una accion del todo valida para hacer matematicas.

La otra cuestion epistemoldgica que adquiere un papel importante en el campo de la visualizacion
es la nocion de representacion.

La nocioén abstracta de representacion implica una relacion entre dos o mas configuraciones, en la
cual una representa a la otra en un sentido que se determine (Goldin, 2002, p. 207). En el contexto
de la psicologia del aprendizaje matematico y de la resolucion de problemas, es preciso considerar
por un lado las configuraciones internas del individuo (configuraciones verbales y sintacticas, visual
imagineria, reglas y algoritmos, esquemas, heuristicos, etc.) y por otro las configuraciones externas,
generalmente observables a través del entorno (objetos de la vida real, graficos, figuras
geométricas, palabras escritas y habladas, etc.). Ademas, debemos considerar las posibles relaciones
que representan o pueden representar.

El rechazo de la corriente conductista a las configuraciones internas y, por otra parte, el rechazo de
los constructivistas radicales a las configuraciones externas, motiva que esta definicion de
representacion no sea aceptada por ninguno de estos dos grupos. Estos enfoques se ven reflejados
en dos puntos de vista en la educacién matematica: el primero de ellos, el tradicional, tiende a
centrarse en las producciones de los estudiantes, su rendimiento matematico, sus logros
matematicos, rechazando o no enfatizando los aspectos relacionados con lo interno. Por su parte, el
otro punto de vista se centra en procesos cognitivos y cualitativos de la comprension matematica,
sin acentuar lo externo. Estas dos perspectivas se sustentan en un desequilibrio que provoca que la
nocidon de representacion como una interaccion descriptiva de lo externo y lo interno no sea
aceptada.

Sin embargo, segiin Goldin (2007), la interaccion entre las representaciones externas e internas es
fundamental para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. El interés primario del proceso
de instruccion se centra en la naturaleza de las representaciones internas en proceso de desarrollo
por los estudiantes. Las conexiones entre representaciones se pueden sustentar en el uso de
analogias, imagenes y metaforas, asi como semejanzas estructurales y diferencias entre sistemas de
representacion. Las representaciones internas son siempre inferidas a partir de sus interacciones
con, o su discurso sobre, la produccion de representaciones externas. Se considera 1til pensar que
lo externo representa lo interno y viceversa. Un concepto matematico se ha aprendido y se puede
aplicar en la medida en que se han desarrollado una variedad de representaciones internas
apropiadas, junto con las relaciones funcionales entre ellas.
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Algunos autores como Presmeg (2006, p. 206), afirman que la imagineria visual (representacion
interna) es subyacente a la creacion de una disposicion espacial o a un dibujo o diagrama, por lo que
no tiene sentido la separacidon entre representacion interna y representacion externa. Esta autora
prefiere utilizar los términos imagineria ¢ inscripciones (Roth, 2004) puesto que capturan de una
manera muy concisa los aspectos visuales de esos dos tipos de representaciones.

Para Duval (1999, pp. 4-5) la distincion entre representaciones internas y externas se realiza
atendiendo al modo de produccion y no a su forma o naturaleza y que, en ese sentido, los signos no
son ni una cosa ni la otra. Por ese motivo, este autor sostiene que la distincion deberia hacerse entre
un tipo de representaciones cognitivas que son producidas de forma intencional por un sistema
semiotico (mental o externo), llamadas representaciones semidticas, y aquellas representaciones
cognitivas que son producidas de forma casual o automatica por un dispositivo fisico (fotografias,
reflexiones) o por un sistema organico (sueflos, memoria visual de imagenes), que reciben el
nombre de representaciones fisicas/organicas.

Una cuestion mas que atafie a la faceta epistemologica es el estudio de los contenidos matematicos.
El analisis de los distintos documentos revisados nos ha llevado a establecer seis categorias
teniendo en cuenta el tipo de contenido propiamente matematico en el que se centran:
representaciones planas de objetos tridimensionales, desarrollos planos de cuerpos espaciales,
clasificacion de figuras, comprension de conceptos y propiedades, transformaciones geométricas y
validez de la demostraciéon o argumentacion visual.

En Gonzato, Fernandez y Godino (2011) se hace una revision de la clasificacion de tareas de
visualizacion presentadas por diversos autores. La variedad de tipos de tareas muestra la
complejidad del tema y apoya la propuesta de clasificar en tres familias los tipos de problemas en
los que intervienen habilidades de visualizacion y orientacion espacial.

Faceta cognitiva

Desde el punto de vista de la faceta cognitiva muchos trabajos se han centrado en el analisis de
teorias para el desarrollo del aprendizaje geométrico. La Teoria de van Hiele es el marco tedrico
dominante cuando se trabaja en didactica de la geometria. La teoria e investigacion desde la
perspectiva de Van Hiele tiene fuertes implicaciones en la instruccion en geometria de cara a
organizar unidades de ensefianza y para evaluar el progreso de los estudiantes (Clements y Battista,
1992; Gutiérrez, 1998). Siguiendo esta teoria, la visualizacion aparece en primer plano en el primer
nivel de razonamiento, imprescindible en la jerarquia del pensamiento geométrico. Gutiérrez (1992)
aplica este modelo para comprender y organizar la adquisicion de habilidades de visualizacion
espacial en geometria tridimensional.

Segun Batista (2008, p. 342) un “objeto cognitivo es una entidad mental sobre la que se opera
durante el razonamiento y una representacion es algo que se pone en el lugar de otra cosa”. De esta
manera, en geometria uno razona sobre objetos mediante representaciones. La mayor parte de los
investigadores distinguen entre dos tipos de objetos cognitivos que se presentan durante el
razonamiento geométrico: dibujo y figura. Este autor defiende que esta dicotomia es insuficiente
para capturar la complejidad de los objetos del razonamiento geométrico y propone cuatro tipos de
objetos geométricos:

El objeto fisico que es una entidad concreta (puerta, pelota, dibujo o figura arrastrable, etc.); el
objeto perceptivo es una entidad mental percibida por un sujeto cuando esta viendo un objeto fisico;
el objeto conceptual que es un modelo mental que es activado cuando un objeto es percibido, cuando
una entidad es recordada mediante reflexion y analisis, o cuando se encuentra una descripcion
verbal. Por ultimo, un objeto geométrico es una especificacion verbal explicita formal de una
relacion espacial o de las caracteristicas que definen una categoria de formas (p. 343).
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Para Laborde (1993, p. 49), la distincion entre figura y dibujo esta en que “el dibujo se refiere a la
entidad material, mientras que la figura se refiere a un objeto teérico”. Esta distincién también la
lleva al contexto de la geometria dinamica, donde una figura (como concepto geométrico abstracto)
es invariante cuando pasa la prueba de arrastre (es decir, sigue manteniendo las mismas
caracteristicas que el objeto basico) mientras que un dibujo no las mantiene.

De igual forma, Presmeg (1997, p. 305) observé que “Un dibujo o un diagrama es, por su
naturaleza, un caso concreto, que incluso para el pensamiento matematico mas trivial es necesario
abstraer y generalizar”. Esta autora sostiene que la concrecion de un caso de dibujos e imagenes es
el origen de muchas dificultades en el razonamiento matematico basado en la visualizacion.

Desde el punto de vista de Duval (1995) existen dos caracteristicas por las cuales una figura
geométrica no puede ser vista como un dibujo de un objeto fisico: la primera surge de las
limitaciones internas de organizacion que existen en las figuras geométricas y no existen en los
dibujos fisicos de los objetos; la segunda es debida a diferencias funcionales, pues una figura debe
ayudar o dar una clave para resolver un problema. Esas diferencias se mantienen
independientemente de si la representacion es en papel o en la mente.

Las cogniciones de los sujetos y las relaciones entre ellas sobre los distintos objetos basicos que se
identifican en el razonamiento geométrico y espacial son las que van a permitir comprender este
tipo de razonamiento. Para ello hay que tener en cuenta dos consideraciones: La primera esta
relacionada con la manera en que la concepcion afecta a la percepcion. “Lo que uno ve esta
afectado por lo que uno sabe y piensa” (Battista, 2007, p. 844). La segunda consideracion esta
relacionada con el papel que pueden jugar los diagramas, segun actien como datos o como
representaciones. Battista (2008, pp. 348-349) sostiene que ambos, figura y dibujo, pueden ser
representaciones u objetos dependiendo de la funcion que estén realizando. Este autor considera que
la educacién matematica no ha tenido en cuenta que los diagramas pueden ser objetos graficos
geométricamente analizables y se ha centrado en ellos como representaciones imperfectas de
conceptos geométricos abstractos.

Podemos distinguir tres centros de interés, dentro de esta faceta, que han suscitado la atencion de
los investigadores:

1- Aprendizaje de conceptos

Segun Vinner y Hershkowitz (1983, p. 20) existen dos dificultades importantes al tratar con la
formacion de conceptos: una es la propia nocion de concepto y otra es como determinar si un
concepto se ha formado en la mente de alguien. Al ser las matematicas una ciencia deductiva, los
conceptos se definen a partir de conceptos previos, salvo que sean conceptos primarios con lo cual
siguen indefinidos. Por lo tanto, si un concepto no es primario la definicidon matematica unicamente
determina todos los ejemplos y no ejemplos del concepto, y de este modo la actividad se centra en
identificar los ejemplos del concepto.

Hershkowitz (1990, p. 81), destaca el papel de los procesos visuales en la formacion de la imagen
de un concepto, papel que es especialmente importante en el caso de objetos tridimensionales. Para
ella, el concepto se deriva de su definicion matematica, por lo que tiene atributos criticos (o
relevantes, que son los que un concepto tiene que tener para ser modelo del concepto) y atributos no
criticos (irrelevantes, que solo los poseen algunos ejemplos). En general, los atributos irrelevantes
se logran primero porque tienen fuertes caracteristicas visuales y son los que permiten hacer las
clasificaciones dentro de un mismo concepto. Para describir el desarrollo cognitivo de los
estudiantes en relacion con las imagenes de los conceptos, esta autora considera lo que denomina el
fenomeno prototipo:

Cada concepto tiene un conjunto de atributos criticos o rasgos relevantes y un conjunto de ejemplos.
Todos estos ejemplos son matematicamente equivalentes ya que satisfacen la definicion del concepto
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y contienen todos sus atributos criticos, pero son diferentes el uno del otro visualmente o
psicoldgicamente (Hershkowitz, 1989, p. 63).

Sin embargo, hay ejemplos que tienden a ser mas populares que otros y esos son los llamados
ejemplos prototipo. Generalmente, los ejemplos prototipo tienen la lista de atributos mayor, son los
que primero se adquieren y existen en la imagen de concepto de la mayoria de los estudiantes.

Por otra parte cabe destacar la idea de concepto figural de Fischbein (1993). La principal tesis del
trabajo de Fischbein es que la geometria trata con entidades mentales (las asi llamadas figuras
geométricas) que poseen simultaneamente caracteristicas conceptuales y figurales.

Los objetos de investigacion y representacion en el razonamiento geométrico son por tanto entidades
mentales, 1lamadas por nosotros conceptos figurales, que reflejan propiedades espaciales (forma,
posicion, tamafio), y al mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales como idealidad, abstraccion,
generalidad, perfeccion. (Fischbein, 1993, p. 143).

De la investigacion de Fischbein y Nachlieli (1998) se deduce que hay que distinguir entre
conceptos que se corresponden con figuras invariantes y conceptos que se corresponden con
variedad de figuras. Por ejemplo, la diferencia de resultados entre el concepto de angulo recto y el
de paralelogramo es que la forma del primero es siempre la misma mientras que el segundo puede
aparecer en formas diferentes. Este hecho conduce a que, con la edad, este conflicto entre lo figural
y lo conceptual se supere, ya que el primero es mas un problema perceptivo que matematico.

La clasificacion también se halla relacionada con el aprendizaje y formacion de conceptos, tal y
como muestran De Villiers (1994) y Jones (2000). La distincion entre las clasificaciones
jerarquicas, que utilizan definiciones inclusivas, y las particionales, que utilizan clasificaciones
exclusivas, pone de manifiesto este hecho.

En el modelo de formacion de conceptos matematicos descrito por Presmeg (1992, p. 607) las
imagenes de patrones, como base de los conceptos matematicos, son la tnica construccion propia
de los individuos y no es accesible a otros. Sin embargo, estas construcciones estan basadas, en una
cantidad mas o menos elevada, de imagenes concretas que surgen de experiencias matematicas y
que pueden haber sido compartidas con otros.

2- Procesos y estrategias

Desde el punto de vista de la educacion matematica cuando nos referimos a la visualizaciéon como
“verbo” estamos centrandonos en el proceso, en la actividad, en el como de la visualizacion.
Diversos investigadores han analizado este aspecto, bastante complejo y dificil pero muy
interesante desde el punto de vista de la educacion, a través de modelos, fases y modos cognitivos.

Segtin Bishop (1989, p. 177), las imagenes visuales, mentales o fisicas, son aquellos objetos que se
manipulan en la actividad de la visualizacion. Esa manipulacién se realiza segun dos tipos de
procesos:

o Interpretacion de informacion figurativa (IFI). Es el proceso de comprension e
interpretacion de representaciones visuales para extraer la informacion que contienen. Esto
incluye la manipulacion y transformacion de representaciones visuales e imagenes visuales.
Se trata de una capacidad de contenido y de contexto, y particularmente se refiere a la forma
del estimulo material.

e FEl procesamiento visual (VP) es el proceso de conversion de informacion abstracta o no
figurativa en imagenes visuales, asi como el proceso de transformaciéon de unas imagenes
visuales ya formadas en otras. Se trata de una capacidad de proceso y no se refiere a la
forma del estimulo del material presentado. Su naturaleza es privada y personal, siendo el
proceso inverso del anterior.
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En el modelo de Burden y Coulson (1981) toda estrategia de resolucion de un determinado item
espacial obedece a tres caracteristicas: el modo de representacion, aquello sobre lo que el sujeto
concentra su atencion y los medios concretos auxiliares. El modo de representacion hace referencia
a si el sujeto necesita formar o hacer uso de una imagen mental en el curso de la realizacion del
item espacial. En cuanto al modo de concentrar la atencidn del sujeto, estos autores distinguen dos
modos en que los alumnos dirigen su estrategia hacia el objeto considerandolo globalmente o
parcialmente. Los medios concretos auxiliares utilizados por el sujeto durante la resolucion del item
espacial hacen referencia a los movimientos realizados por ciertos sujetos desplazando sus lapices
en el aire, al tomar notas, si inclinan sus cuerpos o cabeza un cierto angulo, etc.

Tomando como punto de inicio el estudio de Burden y Coulson (1981) y modificandolo para
ajustarlo a sus objetivos, Gorgorio (1998) analiza las estrategias de los estudiantes desde tres puntos
de vista, que no corresponden a tres tipos de estrategias cognitivas sino a tres aspectos diferentes de
la estrategia de resolucion del estudiante: la estructuracion de la estrategia, el procesamiento de la
estrategia y el centro de atencion de la estrategia.

Por su parte, Duval (1995) distingue cuatro tipos de aprehension cognitiva cada una con sus leyes
de organizacion y procesamiento: aprehension perceptiva, secuencial, discursiva y operativa. Segun
Duval (1995, p. 155) “La aprehension operativa no trabaja independientemente de las otras,
particularmente de la aprehension discursiva, sino que usualmente el procesamiento heuristico
figural esta subordinado a esa aprehension”. Asimismo, el contraste entre la representacion fisica de
un objeto (un dibujo en papel o en una pantalla) y la imagen mental de ese objeto no es la
caracteristica mas importante desde el punto de vista de las figuras geométricas ya que tienen la
misma complejidad cognitiva. Las figuras pueden ser internalizadas y las imagenes pueden hacerse
manifiestas.

Una de las hipoétesis del trabajo de Soto-Andrade (2008, pp. 5-6) es que “La visualizacion es
provocada por la activacion de metaforas previas que implican un cambio de modo cognitivo del
estudiante”. Este autor entiende por modo cognitivo nuestra forma preferida de pensar, percibir,
recordar, de conocer y que aparece por si misma cuando estamos resolviendo un problema. Se
puede hablar de cuatro modos cognitivos que son resultado de combinar dos dicotomias: verbal/no
verbal y secuencial/no secuencial (relacionados con el hemisferio del cerebro derecho e izquierdo y
el frontal y occipital). Ese cambio de modo cognitivo que se produce con la activacion de las
metaforas se mueve desde el verbal al no verbal (visual) y finalmente, desde el secuencial al
simultaneo.

Gal y Linchevski (2010, p. 166) analizan las dificultades implicadas en los procesos figurales del
aprendizaje de la geometria a través de tres fases: la organizacion perceptiva, la fase de
reconocimiento y la fase de representacion. Estos autores muestran como los principios de la
Gestalt de la organizacion perceptiva pueden ser utilizados para explicar algunas de las dificultades
encontradas en tareas geométricas. En la siguiente fase, la de reconocimiento, la forma y objetos,
una vez percibidos, son reconocidos. El objeto es dividido en sub-objetos cada uno de los cuales es
clasificado para posteriormente, cuando esas piezas y su configuracion estin determinadas, el
objeto se reconoce como un patron compuesto por dichas piezas. El reconocimiento de esos
patrones se puede realizar mediante un proceso de abajo-arriba o de arriba-abajo. La ltima fase, la
fase de representacion, ocurre cuando, una vez que los objetos son reconocidos, se representan en la
mente.

3- Preferencia del método.

El objetivo de las investigaciones se centra en analizar las caracteristicas de los visualizadores y el
efecto de una ensefianza visual o no visual sobre visualizadores y no visualizadores en términos de
rendimiento en VRE.
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Siguiendo la premisa de que todo problema matematico involucra légica y razonamiento para su
resolucion, un método es visual si involucra imagenes visuales como una parte esencial del trabajo.
En ese sentido, Presmeg (1986b, pp. 42-43) define un visualizador como una persona que prefiere
usar métodos visuales al tratar con problemas matematicos que pueden ser resueltos por ambos
métodos, mientras que un no visualizador es aquel que los resuelve por métodos no visuales.

Partiendo de la clasificacion anterior, una linea de investigacion se ha interesado en los estudiantes
que sobresalen en visualizacion. Una de las razones que nos da Woolner (2004, p. 450) para intentar
explicar cual es el motivo de que los visualizadores no estén entre los estudiantes de éxito
matematico, tiene que ver con que el estilo de aprendizaje preferido por los visualizadores no
concuerda con el estilo claramente verbal de la ensefianza y evaluacion tradicional. Otra razén se
deriva de que las diferencias entre enfoque visual y enfoque verbal pueden proceder de la existencia
de distintos tipos de visualizadores. Kozhevnikov, Hegarty y Mayer (2002) argumentan que algunos
visualizadores tienden a utilizar imagenes pictoricas concretas mientras que otros obtienen el éxito a
través de imagenes mas abstractas que requieren de mas habilidades espaciales. De ahi que los
visualizadores puedan tener alta o baja capacidad espacial. También se ha sugerido que los
problemas de los visualizadores provienen de la falta de equilibrio entre la comprension visual y la
verbal.

Presmeg (1986a, pp. 103-105) explica que este fendmeno puede deberse a factores externos (la
propia naturaleza de las matematicas, limitacion en los tiempos de evaluacion, los libros de texto y
métodos de ensefianza) e internos (requieren mas carga cognitiva y las imagenes concretas pueden
hacer pensar en detalles irrelevantes o incluso introducir informacion falsa). Ambos factores pueden
interactuar para producir una preponderancia de no visualizadores entre alumnos de alto
rendimiento matematico.

Faceta instruccional

Seglin Ben-Chaim, Lappan y Houang (1988, p. 68), “los efectos de la instruccion para incrementar
las habilidades de visualizacion espacial proporcionan evidencia que soporta la nocioén de que esas
habilidades pueden ser ensefiadas y aprendidas”.

La mayor parte de los trabajos presentan propuestas para trabajar la conversion de representaciones
planas de objetos 3D, conceptos geométricos basicos, exploracion de transformaciones geométricas
en el plano y desarrollos planos de s6lidos. También se analiza el efecto de los recursos en esa
instruccion, tanto de los materiales manipulativos como de los nuevos entornos tecnologicos. A
continuacion comentaré solo algunos trabajos a modo de ejemplo.

Hershkowitz et al. (1996), describen tres proyectos centrados principalmente en la perspectiva de la
educacion visual para la interaccidon de las formas con el espacio real. Desde el punto de vista de
estos autores, estos proyectos muestran una importante contribucion a la educacion visual: en los
tres el punto de partida de la actividad de ensefianza aprendizaje son las formas en el espacio, a los
estudiantes se les guia hacia la matematizaciéon del entorno visual con el que interactian y, las
herramientas y acciones matematicas son ricas y variadas, yendo mas alla de la identificacion y
analisis de las componentes y propiedades de entidades visuales, considerando relaciones dinamicas
y niveles superiores entre entidades visuales en el espacio.

Tal y como sefiala Gutiérrez (1998, p. 6), hay numerosos estudios que han analizado las
componentes especificas de la visualizacidon en la geometria espacial. Varios de ellos se centran en
las representaciones planas de objetos tridimensionales. Pittalis, Mousoulides y Christou (2009)
parten de la base de que en la representacion plana de objetos tridimensionales hay una pérdida de
informacion que dificulta tanto el analisis de las propiedades de los objetos como el propio
reconocimiento de los mismos. La comunicacion de informacidon espacial a partir de figuras
bidimensionales demanda la aplicacion de ciertos convencionalismos, no triviales, que no son



La investigacion en visualizacion y razonamiento espacial. Pasado, presente y futuro 27

ensefiados en la escuela tradicional y que son fundamentales para interpretar dichas
representaciones planas y poder reconstruir el objeto tridimensional.

La premisa de Malara (1998) se basaba en que la unica forma de que los profesores incluyeran
cierto tipo de actividades de solidos geométricos en sus clases (no habituales en los planes de
estudio) era que ellos mismos discutieran y comprobaran la potencia, las dificultades y problemas
que podrian surgir de los mismos. Este trabajo se centra exclusivamente en la representacion de
objetos en una trama isométrica con una propuesta de ejercicios que implican la habilidad de
visualizar mentalmente los sélidos en nuevas posiciones, desde varios puntos de vista, dibujar tales
representaciones, identificar objetos y completar su representacion, etc.

Segun Pallascio, Allaire y Mongeau (1993, pp. 8-9), desde la investigacidon en visualizacion
emergen dos tipos de imagenes mentales, aquellas que pertenecen a un consumo de datos inmediato
y que estdn relacionadas con competencias analiticas (percepcion) y las que tratan con la
reconstruccion mental de objetos, relacionadas con competencias sintéticas (representacion). El
trabajo de estos autores pretende mostrar el desarrollo de competencias espaciales a través de una
propuesta de actividades que alternen o combinen competencias analiticas y sintéticas.

Cohen (2003, p. 229) sugiere que hay una diferencia fundamental en el proceso mental que se
necesita para visualizar desarrollos de solidos curvos frente al que se necesita para desarrollar
poliedros, ya que en estos tltimos toda la superficie del s6lido aparece en la misma forma, mientras
que en los primeros (conos y cilindros) hay superficies curvas que tienen un aspecto totalmente
diferente cuando se tumban sobre el plano. Segin Cohen imaginar estos desarrollos depende en
gran medida de las experiencias llevadas a cabo con acciones de plegar y desplegar solidos.

Segun Gutiérrez (1996b) el software especial que permite ver diferentes representaciones de sélidos
en pantalla y poder transformarlos favorece la creacion y manipulacion de imagenes mentales. Un
ejemplo de ello lo tenemos en la investigacion de Pittalis, Mousoulides, y Antreou (2009) cuyo
objetivo es examinar los procesos de visualizacion de los estudiantes para construir imagenes
visuales dinamicas de formas 3D cuando estaban trabajando en un entorno dindmico. Estos autores
hablan de habilidades espaciales dinamicas como aquellas que se requieren para razonar sobre
estimulos en movimiento (visualizacion dinamica). Normalmente, el aprendizaje a través de estos
entornos combina representaciones simbolicas, estaticas y dinamicas que pueden ser modificadas de
forma interactiva. A su vez, estos nuevos entornos demandan de los estudiantes la necesidad de
procesar y relacionar diferentes representaciones, asi como controlar y evaluar interacciones con
esas representaciones para construir representaciones mentales coherentes. Sus conclusiones
afirman que el software permitio a los estudiantes construir imagenes visuales dindmicas, poniendo
de manifiesto el gran potencial de estas para mejorar su aprendizaje.

Las propuestas didacticas de Guillén (2001, 2005), centradas en la clasificacion de soélidos,
muestran la gran ventaja del material manipulativo asi como de los entornos dindmicos que
permiten construir o generar familias de sélidos.

Por otra parte, Acua y Larios (2008) abordan dos fenomenos relacionados con la operacion de
arrastre que obstaculizan una visualizacion adecuada. El primero surge cuando los estudiantes son
incapaces de visualizar todos los momentos intermedios de la transformacion, de manera que sélo
consideran la construccion hecha antes de ser modificada por el arrastre y la construccion final (esto
puede ser considerado como una forma de rigidez geométrica ya que trata con la incapacidad de
imaginar cada una de las situaciones intermedias como una posicion discreta de la construccion). El
segundo tiene que ver con la internalizacion de la propia herramienta y la capacidad de
proporcionar un significado matematico coherente. “Para que esta internalizacion tenga lugar los
atributos figurativos deben alcanzar un cierto grado de identificacion y fusion con los atributos
conceptuales” (Acufia y Larios, 2008, p. 7).
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El trabajo de Sinclair (2003) resalta la distincion entre los diagramas de los libros de texto y los
bocetos en geometria dindmica para poder extraer todos los beneficios de la realidad visual. Los
estudiantes que tratan las imagenes dindmicas como modelos de los libros de texto pierden la
evidencia visual que podria proporcionar una mayor comprension de las relaciones geométricas.
Esto también es corroborado por la investigacion llevada a cabo por Sack y Vazquez (2008, p. 222).

Pese a que la mayor parte de los estudios sobre la importancia de la visualizacion en el aprendizaje
de la geometria se centran en la geometria espacial, algunos investigadores, como Orton (1997) se
han preocupado por analizar su influencia en el aprendizaje de conceptos de geometria plana. Este
autor analiza modelos de reconocimiento de figuras planas en diferentes orientaciones mediante la
manipulaciéon mental de las mismas.

White y Mitchelmore (2003, p. 403), teniendo en cuenta que el reconocimiento visual del concepto
de angulo no es trivial, presentan una propuesta para la ensefianza de este concepto que va desde
actividades fisicas con materiales concretos al concepto abstracto general.

Al igual que en la geometria espacial, en la geometria plana el uso de entornos de geometria
dinamica y software adecuado puede facilitar la construccion y definicion de conceptos (Pratt y
Davison, 2003). Asi mismo, permite desarrollar conexiones entre las figuras y sus propiedades,
formando relaciones jerdrquicas entre clases de formas y facilitando el paso de un nivel de van
Hiele a otro (De Villiers, 1998; Markopoulus y Potari, 1996).

En general, muchos investigadores consideran, sobre todo en el nivel de ensefianza secundaria, que
la finalidad de las actividades de construccion en entornos de geometria dinamica es actuar de
puente hacia la justificacion y la demostracion (Healy y Hoyles, 2001; Mariotti, 2001; Marrades y
Gutiérrez, 2000).

Faceta ecolédgica

En la faceta ecologica se recogen aquellas investigaciones que tratan diferencias de género y
diferencias culturales en cuanto a rendimiento en test de VRE. Ademas, también se contemplan
trabajos en los que la visualizacion opera con conceptos matematicos que no contienen aspectos
espaciales y aquellas investigaciones que intentan enfatizar la importancia de la visualizacion de
cara a incluirla en los documentos curriculares asi como aquellas que realizan propuestas concretas.

En la revision hecha por Gutiérrez (1998), se concluye que existe un amplio acuerdo en que la
capacidad de visualizacion estd mas desarrollada en los hombres que en las mujeres, sin embargo,
en cuanto a razonamiento logico las capacidades son muy similares. Otros investigadores, como
Arrieta (2003, 2006) y Presmeg y Bergsten (1995), presentan conclusiones diferentes, observando
que, en ciertas etapas, las chicas superan a los chicos.

Los trabajos de Clements y Battista (1992) y Gorgori6 (1996, 1998) sefialan que es importante
comprender la complejidad de la investigacion en términos de diferencia de géneros, esas
diferencias se han atribuido a factores culturales, biologicos o a ambos. Ademas, incluso cuando no
se encuentran esas diferencias en una tarea determinada, no se deberia asumir que los chicos y las
chicas hayan usado las mismas estrategias para resolverlas.

Algunas investigaciones, como la de Bishop (1983) y la de Mitchelmore (1980), han mostrado que
los estudiantes no pertenecientes a culturas occidentales son pobres en habilidades espaciales,
debido, principalmente, a la falta de familiaridad con las convenciones occidentales. Presmeg
(1989) indica que, al igual que en las culturas occidentales, hay preferencias individuales a la hora
de utilizar o no métodos visuales en la resolucidon de problemas. Esta autora centra su atencién en
mostrar de qué manera la visualizaciéon puede mejorar la comprension y el aprendizaje de las
matematicas en clases multiculturales. La necesidad de imagenes adquiere gran importancia cuando
nos encontramos en situaciones de instruccion en las que el lenguaje empleado no es la lengua
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materna de muchos de los estudiantes, por lo tanto, en pequefia o gran medida, la visualizacion
facilitara una comprension que la falta de fluidez verbal no permite (Presmeg, 1989, p. 9).

En cuanto a implicaciones curriculares, los educadores matematicos involucrados en el curriculum
recomendaban, desde hace ya mas de dos décadas, que se deberia impartir un curso de intuicion
visual en geometria antes de empezar con el curso deductivo. La educacion visual es fundamental
para una buena adaptacion a esta nueva sociedad tecnoldgica y debe estar recogida desde
propuestas curriculares (Arcavi, 2003; Battista, 2007; Cunningham, 1991; Phillips et al., 2010;
Guillén, 2000; Hershkowitz et al., 1996; Mariotti, 2001; Rivera, 2011; Stylianou, 2001).

Ben-Chaim et al. (1989), Hershkowitz, et al. (1996) recalcan la fuerte relacion que tiene la
visualizacion con muchos aspectos del curriculo en la escuela infantil y primaria (razonamiento
deductivo/inductivo, razonamiento proporcional, formacion de conceptos matematicos, etc.). En
estas etapas adquiere gran importancia debido a que los nifios tienen una fuerte dependencia de las
representaciones visuales de las ideas matematicas y confian en ellas mucho mas que los adultos.

Para Bishop (1989, p. 11) tanto la visualizacion como la imagineria visual son cuestiones muy
personales; ya que cada alumno necesita un tiempo especifico para la creacion de las imagenes v,
ademas, la forma de operar con esas visualizaciones depende de cada uno. Esas caracteristicas han
de ser contempladas en la ensefianza, pues muchos profesores esperan que los alumnos creen
imagenes idénticas como resultado de procesos que son personales. Asi mismo, comprender en
profundidad el proceso de visualizacion supone tener en cuenta diferentes contextos, variedad de
tareas y diversos estimulos.

Desde la teoria de los conceptos figurales, Fischbein (1990, pp. 155-156) llega a la conclusion de
que el proceso de construccion de conceptos figurales en la mente de los estudiantes no debe ser
considerado como un efecto espontaneo de los cursos usuales de geometria. El proceso de integrar
las propiedades figurales y conceptuales en una misma unidad mental con predominancia de las
limitaciones conceptuales sobre las figurales no es un proceso natural, por lo que debe ser objeto de
preocupacion para el profesor.

Segun Presmeg (1989, p. 20), una forma de ayudar a los estudiantes a comprender las diferentes
formas de vida, a entender y apreciar los elementos y el pensamiento propio de cada cultura, seria
incorporar al curriculo todas esas actividades que introducen elementos visuales que emanan de
ellas.

La propuesta del informe “Learning to Think Spatially” publicado por las academias Nacionales de
US (National Academy of Sciencies, National Academy of Engineering, Institute of Medicine)
(National Research Council, 2006), incluye el pensamiento espacial en el curriculo como un paso
necesario para promover una alfabetizacion espacial que se hace fundamental en el tecnoldgico
siglo XXI.

Diezmann y Lowrie (2009, p. 423) nos indican seis formas de conseguir el objetivo anterior:
introducir en el curriculo el desarrollo de habilidades espaciales y variedad de tareas espaciales;
ayudar y apoyar a los estudiantes en el desarrollo de su vocabulario espacial y proporcionar
situaciones para que lo utilicen; fomentar el desarrollo de habilidades espaciales (memoria visual,
visualizacion de zonas oscuras y colocacioén y orientacion de formas); proporcionar ejemplos de
tareas para que sea mas facil después visualizar situaciones y fomentar la conexion con experiencias
previas; hacer un seguimiento de las dificultades y errores de los alumnos, y finalmente, obtener
rendimiento del uso de las tecnologias, como los juegos 3D, que proporcionan entornos informales
para el aprendizaje sobre orientacion.
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UNA APROXIMACION ONTOSEMIOTICA A LA VISUALIZACION Y EL
RAZONAMIENTO ESPACIAL.

El objetivo principal de esta investigacion se centra en la evaluacion de habilidades de visualizacion
y razonamiento espacial de futuros profesores de Educacion Primaria. El enfoque del trabajo es de
indole cognitivo, en el sentido de que se pretende evaluar conocimientos, formas de razonar y
habilidades de pensamiento de los sujetos sobre los que se realiza el estudio. Teniendo en cuenta la
diversidad de planteamientos y de nociones cognitivas usadas en las investigaciones, asi como la
finalidad educativa del estudio, se ha optado por utilizar un marco tedrico integrativo sobre el
conocimiento y la instruccion matematica, como es el “enfoque ontosemidtico” (EOS) que Godino
y colaboradores vienen desarrollando para la Didactica de las Matematicas (Godino y Batanero,
1998; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007).

El interés de abordar este objetivo se basa en el papel que la visualizacidn tiene en el aprendizaje
matematico en general y, de manera especial, en el aprendizaje de la geometria, por lo que su
evaluacion y desarrollo debe ser un objetivo de la ensefianza en los distintos niveles educativos. En
el caso de la Educacion Primaria asi se reconoce en los disefios curriculares de los diversos paises
(NCTM, 2000; MEC, 2006), lo que plantea un reto para la formacion de profesores, tema que ha
sido objeto de un menor nimero de investigaciones. El conocimiento de las habilidades iniciales de
los futuros profesores sobre visualizacion y razonamiento espacial es, sin duda, una informacion
necesaria para el disefio de acciones formativas fundamentadas sobre este contenido curricular.

Se ha empleado como instrumento de evaluacion para analizar las habilidades de visualizacion y
razonamiento espacial un cuestionario elaborado especificamente para esta investigacion, el cual se
ha pasado a una muestra de 400 alumnos. El analisis se ha centrado en aplicar las categorias de
objetos matematicos primarios que propone el EOS (objetos lingiiisticos, conceptos, propiedades,
procedimientos, argumentos, situaciones-problemas), y las dualidades cognitivas (ostensivo — no
ostensivo, particular — general, unitario — sistémico, expresion — contenido y personal —
institucional) con el fin de elaborar una caracterizacion de la visualizacion espacial, que servira de
base para describir las habilidades de los estudiantes a la hora de resolver las tareas propuestas y
comprender los conflictos que manifiestan.

En este marco tedérico se considera que el analisis de la actividad matematica, de los objetos y
procesos que intervienen en la misma, centra la atencion inicial en las prdcticas que realizan las
personas implicadas en la solucion de determinadas situaciones-problema. La aplicacion de este
planteamiento a la visualizacion nos lleva a distinguir entre "practicas visuales" y "practicas no
visuales" o simbolico/analiticas. Con dicho fin se fija el interés en los tipos de objetos lingiiisticos y
artefactos que intervienen en una practica los cuales seran considerados como visuales si ponen en
juego signos icdnicos, diagramaticos o indices (Peirce, 1965). Aunque las representaciones
simbodlicas (lengua natural o lenguajes formales) consisten en inscripciones visibles, no
consideraremos dichas inscripciones como propiamente visuales, sino como analiticas o
sentenciales.

Desde este marco se asume, en términos generales, la definicion de visualizacidon propuesta por
Arcavi (2003, p. 217): "La visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion,
interpretacion, uso y reflexion sobre retratos, imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel
o con herramientas tecnologicas, con el propdsito de representar y comunicar informacion, pensar y
desarrollar ideas previamente desconocidas y comprensiones avanzadas". Vamos a interpretar la
nocidn cognitiva de habilidad en términos de las nociones tedricas del EOS como el sistema de
practicas operativas y discursivas que una persona realiza para resolver un determinado tipo de
situaciones-problemas y de la configuracion de objetos y procesos ligados a tales practicas

Las tareas seleccionadas seran cuestiones importantes desde el punto de vista de la investigacion, al
ser consideradas como tareas visuales segin el marco tedrico adoptado (Godino, Cajaraville,
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Fernandez y Gonzato, 2012) y por corresponderse con tipos de tareas de investigaciones previas,
permitiendo una comparacion con los resultados de las mismas. Por otra parte, en dichas
actividades intervienen contenidos matematicos que forman parte, explicita o implicitamente, del
curriculo de la formacion de maestros. En la tabla 1 de describen brevemente las diferentes tareas
seleccionadas.

Tabla 1. Clasificacion de las tareas del cuestionario

N°deitem Espacio Accidn (ejecutar/imaginar) Tipo de respuesta
ftem 1 3D Conteo de elementos Identificar

ftem 2 2D Realizar simetria Dibujar e Identificar
ftem 3 3D Componer y descomponer en partes Identificar

ftem 4 3D Plegar y desplegar Identificar

ftem 5 3D Conteo de elementos Identificar

ftem 6 2D Componer y descomponer en partes Identificar

ftem 7 3D Rotar Dibujar

Dada la distribucion de respuestas correctas por item (Tabla 2), con porcentajes inferiores al 40%
salvo en el item 4, se hace evidente que las tareas presentadas no forman parte de la practica
habitual de estos estudiantes. Se ha realizado un analisis de la varianza multifactorial para
determinar qué factores tienen un efecto estadisticamente significativo sobre la puntuacion total y,
en nuestro caso, hemos encontrado diferencias estadisticamente significativas en el factor género a
favor de los hombres.

Tabla 2. Distribucién del numero de respuestas correctas por item

ftem Distintivo grafico Frecuencia Porcentaje
1 X | 73 18,25

2 34 8,50

3 154 38,50

4 304 76,00

5 85 21,25

6 151 37,75

7 A ( 16 4,00
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Uno de los objetivos especificos del trabajo fue determinar los tipos de configuraciones de objetos y
procesos que ponen en juego los sujetos cuando realizan las practicas requeridas en la solucion de
tarecas de VRE. Hablar de los objetos y procesos que ponen en juego los sujetos al realizar las
practicas requeridas en la solucion de tareas de VRE es hablar de las configuraciones cognitivas en
el marco del EOS (Fernandez, Godino y Cajaraville, 2012). También se analizard en cada item la
“efectividad” de cada una de las configuraciones asociadas. Esta idea de la “efectividad” se toma de
Gorgori6 (1998, p. 227) y se modifica para que sea pertinente sélo para aquellas configuraciones
susceptibles de producir resultados correctos (configuracion valida para lograr el resultado que se
espera).

Atendiendo a la variedad de configuraciones cognitivas fue posible describir niveles de
habilidad/competencia sobre VRE. Estos niveles estan sujetos a ciertas condiciones que dependen
directamente de la tarea que se esta realizando. Por ejemplo, el nivel 1 en el item 1 no tiene por qué
corresponderse con el nivel 1 en la tarea 2; sino que se refiere a que son los niveles mas bajos
encontrados. En cada nivel puede haber varias configuraciones y en cada configuracion las
habilidades de visualizacion (Del Grande, 1990) implicadas pueden tener distinto peso.

Clasificamos las configuraciones para cada item en aquellas que consideramos de alto nivel y
aquellas que corresponden a niveles bajos. Se observa que en los items 3, 5 y 6 las configuraciones
de alto nivel superan en porcentaje a las de bajo nivel. Eso pone de manifiesto que los estudiantes,
en dichas tareas, tienen configuraciones donde movilizan variedad y cantidad de objetos visuales
(propiedades visuales, imagenes mentales, etc.). Esto no quiere decir que las acciones sobre esos
elementos se hagan siempre de manera correcta, como se puede comprobar si se analiza la
efectividad de dichas configuraciones. Probablemente esto ultimo sea debido a que los estudiantes
no saben como trabajar con esos objetos y procesos visuales o bien que no estan habituados a
hacerlo.

En los demaés items se observa que la diferencia de porcentaje entre las configuraciones de bajo y
alto nivel es muy significativo. Esta alta incidencia de las configuraciones cognitivas de bajo nivel
se puede explicar en términos de la complejidad de los objetos y procesos requeridos para la
resolucion de las tareas de VRE incluidas en el instrumento de evaluacion. En la bisqueda de algun
tipo de caracteristica comiin o diferenciadora de cada pareja, se observa que la respuesta solicitada
en los items 2 y 7 supone el dibujo de una figura y que ademas los conceptos implicados se refieren
a movimientos en el plano o en el espacio: eje de rotacion/simetria, puntos fijos y las propiedades
equidistancia al eje y perpendicularidad entre el eje y el segmento que une un punto con su
transformado. En el item 7 aparece ademas el concepto de trayectoria, hueco y agujero. En el caso
de los items 1 y 4 la conexion para estos resultados se establece en los conceptos: interseccion de
planos, sélidos truncados y dngulos poliedros.

Otro objetivo especifico de la investigacion fue determinar los principales conflictos manifestados
por los sujetos ante la resolucion de las tareas seleccionadas. Los principales conflictos que se han
detectado estan directamente asociados con la interpretacion de la representacion plana de los
objetos tridimensionales y la de los diagramas presentados. También aparecen conflictos entre la
definicion verbal de una figura y la imagen que se presenta de la misma y dificultades en los
estudiantes a la hora de argumentar la respuesta dada.

Se ha constatado que las caracteristicas de la tarea, fundamentalmente la accidon requerida
(Gorgorio, 1998), es uno de los elementos que mas afecto a la resolucion de la misma. Asi, aquellas
que requieren la accion de dibujar, fueron las que menor porcentaje de aciertos tuvieron. También
se ha observado que muchas configuraciones de alto nivel en VRE no alcanzan el 100% de
efectividad debido, ademas, al tipo de respuesta exigido (Tabla 1).

Por otra parte, el analisis ontosemiotico ha permitido explicar que en la resolucion de la mayoria de
las tareas, las referencias o restricciones visuales son mas fuertes para los alumnos que las que
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vienen dadas a partir de una sentencia verbal. Este poder de lo visual sobre lo verbal ha de ser
canalizado, es decir, es necesario aprender a manipularlo para poder trabajar y razonar sobre esas
imagenes.

Duval (1999, pp. 4-5) sitGa en el centro de la comprension en matematicas la representacion y la
visualizacion y, por tanto, es fundamental analizar en qué medida estos dos elementos interactian
para producir aprendizaje. A diferencia de otros campos de conocimiento, el uso de
representaciones semioticas es esencial para tener acceso a los objetos matematicos; sin embargo,
hay que tener en cuenta que la comprension de las matematicas requiere distinguir un objeto de su
representacion. Hemos visto en este trabajo como uno de los mayores conflictos que se encontraron
a la hora de resolver las tareas tiene que ver con esa falta de interrelacion entre representacion y
visualizacion.

Desde una perspectiva formativa, esta investigacion ha revelado las importantes carencias de los
estudiantes para maestro en cuanto a conocimiento comun y especializado del contenido de
visualizacion y razonamiento espacial (Hill, Ball y Schilling, 2008). Se deriva por tanto la
necesidad de disefiar, implementar y evaluar acciones formativas especificas para promover la
mejora de dichos conocimientos.

CARACTERIZACI(’)N DE LA VRE EN LOS ENFOQUES ACTUALES DE
INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

En el campo de la Educacion Matematica, Battista (2007), Gutiérrez (1996a, 1998), Nemirovsky y
Noble (1997), Phillips (2010) y Presmeg (2006, 2008) nos ofrecen un amplio y variado conjunto de
trabajos teodricos sobre visualizacion, a la vez que hacen un recorrido por el estado de la cuestion.
La monografia de Rivera (2011) ha dejado fuera los resultados de investigacion sobre estudios
implicando estadistica, geometria y tecnologia en el aprendizaje matematico, sin embargo indica
que hay coincidencias interesantes en términos de resultados e implicaciones. Este autor incide en
que los avances en las herramientas tecnologicas van a proporcionar el impulso necesario para
llevar a cabo mas investigacion en la visualizacion en matematicas.

Presmeg (2006, pp. 233-234) apunta una serie de direcciones a seguir en cuanto a temas de
investigacion en este campo y también enumera una lista con trece cuestiones que parecen ser las
mas significativas para la investigacion sobre visualizacion en educacion matematica. Ademas, esta
autora insiste en que la necesidad de investigacion en visualizacion sigue siendo un asunto
primordial tanto en la resolucion de problemas como en la interaccion de la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas en las aulas a todos los niveles. Otras cuestiones formuladas por Presmeg se
dirigen principalmente a cobmo promover las habilidades de visualizacion en la ensefianza de las
matematicas.

En la busqueda de un marco tedrico para la visualizacion en educacion matematica, Presmeg (2008)
afirma que las teorias anteriores han resultado ttiles como lentes para interpretar los resultados de
investigaciones empiricas y propone ampliar la taxonomia sugerida por Marcou y Gagatsis (2003) y
aspectos relacionados de la teoria lingiiistica que incluye metafora y metonimia. Segln esta autora,
la base tedrica descrita anteriormente puede proporcionar un punto de inicio para interpretar
fenomenos de visualizacion matematica en muchas areas de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas y a muchos niveles; pero aun falta que esta teoria siga evolucionando y que pueda
nutrirse de futuras investigaciones empiricas (Presmeg, 2008, pp. 9-10).

En Godino, Cajaraville, Fernandez y Gonzato (2012) se intenta avanzar en dar una respuesta al
problema de elaborar una teoria que esclarezca la naturaleza y componentes de la visualizacion y su
relacion con otros procesos implicados en la actividad matematica, su ensefianza y aprendizaje. Un
aspecto clave de la elaboracion de una teoria de la visualizacion en educacion matematica debe
incluir el estudio de las relaciones de esta forma de percepcion con otras modalidades de expresion
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ostensiva (lenguajes analiticos o secuenciales), y sobre todo, su relacion con los objetos
matematicos no ostensivos (sean considerados como mentales, formales, o ideales).

Phillips et al. (2010, pp. 88-89) enuncian cinco cuestiones que deberian ser abordadas
empiricamente en futuras investigaciones. Una de ellas se refiere a estudiar en qué situaciones la
visualizacion puede no ayudar, lo cual les lleva a formularse la pregunta de si es mejor tratar ciertos
topicos a nivel abstracto y, de ser asi, analizar el porqué de estas diferencias entre unos y otros.

Partiendo de que el pensamiento visual subyace de forma obvia en la geometria, Clements y
Battista (1992, p. 457) consideran que “el pensamiento visual tiene diferentes capas, desde la mas
primitiva a la mas sofisticada y que cada una juega un papel diferente en el pensamiento,
dependiendo de la capa que esté activada”. Siguiendo esa linea, Battista (2007) incide en que seria
conveniente que las nuevas investigaciones describan exactamente la interaccion de la visualizacion
y la conceptualizacion geométrica durante el desarrollo del pensamiento geométrico y espacial.

A la hora de centrar mi recorrido por los trabajos realizados en el seno la SEIEM relacionados con
la VRE, tomaré como fecha inicial el afio 2010 puesto que en el simposio de ese mismo aflo ya se
recogen los anteriores en el texto de una de las ponencias. En dicho simposio, se dedica un
seminario a la ensefianza y aprendizaje de la geometria, presentado y coordinado por Angel
Gutiérrez. La ponencia de Guillén (2010, pp. 51-52) centrada en los sélidos no excluy6 la
visualizacion como linea de investigacion en la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Esta
autora plantea una serie de cuestiones que abren caminos a explorar en este campo. En este mismo
seminario, Fortuny, Iranzo y Morera (2010, p. 74) se centran en el papel de la tecnologia en la
educacion geométrica y recogen las aportaciones sobre educacion geométrica y tecnologia durante
los cinco afios anteriores. Ello les lleva a considerar la visualizacidon de procesos, relacionado con
la interpretacion de diagramas y representaciones graficas que ofrecen los entornos informaticos,
como uno de los procesos cognitivos implicados en la actividad geométrica que se deben coordinar
con otros para el aprendizaje de la geometria. En ese mismo simposio se presenta una comunicacion
que reabre el debate entre la relacion entre visualizacion y talento matematico en el campo de la
geometria (Ramirez, Flores y Castro, 2010).

En la siguiente tabla (Tabla 3) recojo las investigaciones actuales sobre VRE en el seno de la
SEIEM vy reuniones asociadas.

Encuentro

Titulo

Autores

SEIEM 2010

Visualizaciéon y talento matematico. Una
experiencia docente.

Ramirez, R. Flores, P. y Castro, E.

I Encuentro
AprenGeom2010

Geometria y visualizacion 3D para maestros
en formacion.

Polo, I. y Gonzalez, M. J

Estrategias de resolucion geométrica por | Sanchez, F.
II Encuentro insight.
AprenGeom2011 | Un estudio de la capacidad espacial desde la | Arrieta, I.
educacion infantil hasta la universidad.
SEIEM 2011 Habilidades de visualizacion manifestadas por | Ramirez, R. Flores, P. y Castro, E.

Grupo aprengeom

los alumnos con talento matematico en tareas
geométricas.

Resultados de una evaluacidon  sobre

Fernandez, M. T.

SEIEM 2012 habilidades de visualizacién y razonamiento
Grupo aprengeom | espacial en futuros profesores de educacion
primaria.
Conocimiento  especializado de futuros | Gonzato, M. Godino, J. D.; Contreras, A. y

SEIEM 2013

maestros de primaria sobre visualizacién de
objetos tridimensionales.

Fernandez, T.




La investigacion en visualizacion y razonamiento espacial. Pasado, presente y futuro 35

Los ultimos trabajos presentados dentro de este campo de investigacion se mueven, principalmente,
en tres direcciones:

e Relacion entre niveles de van Hiele y habilidades de visualizacion. El interés se orienta en
términos de desarrollo de dichas habilidades y su efecto sobre los niveles y viceversa.

e Formacion inicial y continua del profesorado. Los estudios realizados muestran que es
necesario el desarrollo de acciones formativas encaminadas a mejorar la competencia de los
futuros profesores a la hora de enfrentarse a tareas de visualizacion espacial y a la hora de
seleccionar tipos de tareas para su practica docente (conocimiento comun y especializado
del profesor).

e Los nuevos entornos de geometria dinamica. Ante el objetivo de explotar la potencia que
ofrecen estos recursos, es preciso analizar el papel de la visualizacion, detectando nuevas
variables y caracteristicas, asi como sus efectos sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
Geometria.

Estas tres direcciones no son en absoluto excluyentes, como se puede observar en varias de las
referencias descritas. Por otra parte, estas lineas intentan resolver cuestiones abiertas o propuestas
por los principales trabajos de referencia en este topico, citados en la primera parte del presente
documento.

A nivel internacional, la visualizacion sigue estando presente en los principales foros y reuniones.
Como ejemplos de ello tendriamos los casos del ICME12, donde uno de los topicos sigue
titulindose ““Visualization in the teaching and learning of mathematics”, o en el grupo de
pensamiento geométrico enmarcado dentro del CERMES, donde una de las lineas de trabajo
llevaba el titulo de “Spatial and figural abilities, as geometric reasoning about two-dimensional and
three-dimensional shapes”.

Por otra parte, recoger referencias correspondientes a las numerosas investigaciones que se estan
llevando a cabo sobre la visualizacion y las tecnologias en el campo de la geometria supondria un
tarea que estd fuera del alcance de los objetivos de este documento. El numero de estudios
publicados relacionados con la tecnologia informdtica, animacion y efectos visuales interactivos ha
aumentado de forma exponencial desde el afio 2000 (Phillips, 2010, p. 78).

CONCLUSIONES

La revision bibliografica nos ha permitido identificar aquellos topicos que han sido objeto de interés
para los investigadores a lo largo de mas de cincuenta afios y encuadrarlos en una de las cuatro
facetas descritas dentro del marco teoérico del enfoque ontosemiotico.

Por otra parte, se ha realizado un recorrido por las principales cuestiones de investigacion
formuladas alrededor de la visualizacion y el razonamiento geométrico y espacial desde diferentes
marcos teoricos.

Presmeg, (2008, pp. 9-10) establecia que era necesario encontrar un marco teoérico comun para la
visualizacion. Phillips (2010, p. 83) responde que hasta el momento no lo hay aunque contamos con
modelos parciales. Seglin este Gltimo autor, tanto los educadores como los investigadores deberian
utilizar los resultados disponibles solo en contextos similares a aquellos en los que fueron
encontrados. Esta cuestion del marco teodrico se ha retomado desde el entorno ontosemidtico como
se ha visto en la anterior seccion.

Otra cuestion que surge en documentos referenciados en la revision bibliografica es la relacionada
con la visualizacion y los alumnos con talento matematico. Woolner (2004) se preguntaba si la
conclusion, de diversos estudios, de que los visualizadores logran bajo rendimiento en test de
geometria podria ser distinta si ciertos factores externos cambian (metodologia de ensefianza,
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tiempos de evaluacion, libros de texto, etc.). La investigacion llevada a cabo por Ryu, Chong y
Song (2007) sigue sugiriendo que alumnos con rendimiento alto en geometria presentan dificultades
en procesos de visualizacion espacial. Por otro lado, la idea de que los alumnos con talento
matematico evitan estrategias propias de visualizadores no concuerda con los resultados del trabajo
de Ramirez, Flores y Castro, (2010, 2012), que pueden arrojar un poco de luz sobre estas
cuestiones.

Diversos estudios recientes indican que la reticencia al empleo de la visualizacion esta
disminuyendo, debido en parte a las reformas de los curriculos, que inciden en las representaciones
visuales, y a la creciente facilidad que tienen los estudiantes para acceder a la tecnologia grafica.
Sin embargo, estos cambios, en relacion a los estudiantes, pueden ser superficiales ya que a pesar de
que puedan estar dispuestos a utilizar formas de representacion visual, carecen de entrenamiento en
este tipo de habilidades (Stylianou, 2001, p. 230).

Arcavi (2003, p. 235) apunta la necesidad de crear flexibilidad entre las representaciones visuales y
analiticas de una misma situacion de cara a obtener una adecuada comprension de las matematicas.
Ello supone que la clésica dicotomia analitico/visualizador no es la mas adecuada para describir los
procesos de aprendizaje, sino que esa dicotomia debe ser analizada en términos de estrategias,
enfoques y experiencias mas que en términos de preferencias individuales. De igual modo intenta
mostrar como los enfoques analiticos se enriquecen mediante la visualizacion y como el
pensamiento analitico beneficia los enfoques visuales. Esta idea también se puede extraer del
trabajo de Godino, Fernandez, Gonzato y Wilhelmi (2013).

Tal y como indica Presmeg (2006, p. 233) un tema que no ha sido tratado en profundidad hasta
ahora es la manera en que la visualizacion interactiia con la Didactica de la Matematica. De hecho,
los pocos trabajos que hay sobre ello son el de la citada Presmeg (1991) y el de Woolner (2004).

En la actualidad, la visualizacidn en el aprendizaje de las matematicas no sélo es contemplada como
una propuesta ilustrativa sino que esta siendo reconocida como una componente clave del
razonamiento, la resolucién de problemas y la demostracion, como se puede observar en Battista
(2007); Presmeg (2006), Phillips et al. (2010) y Rivera (2011). Todos ellos inciden en que una de
las vias que abre mas lineas de trabajo para la investigacion en geometria es la que contempla el uso
de las nuevas tecnologias como entornos de aprendizaje y/o como herramientas. Ese camino no se
puede recorrer sin tener en cuenta la presencia de la visualizacion (estatica y/o dinamica), lo que
necesariamente debe implicar la implementacion de acciones formativas centradas en el desarrollo
de habilidades y procesos visuales para la ensefianza y aprendizaje de la geometria.
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