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Resumen 
Este estudio examina el conocimiento especializado de contenido matemático de un grupo de 
estudiantes para maestro de Educación Primaria en el ámbito del razonamiento proporcional. Los 
resultados muestran que los estudiantes para maestro tienen dificultades en identificar situaciones 
no proporcionales, en reconocer la unidad en contextos de medida con el significado parte-todo  y 
en usar el significado multiplicativo de la idea de operador. Estos resultados aportan información 
de las características del conocimiento especializado sobre el razonamiento proporcional de los 
estudiantes para maestro que pueden influir en el desarrollo de diferentes ámbitos de la 
competencia docente. 
Palabras clave: Razonamiento proporcional, estudiantes para maestro de primaria, conocimiento 
especializado de contenido matemático. 

Abstract 
This study focuses on examining pre-service   primary   school   teachers’   mathematical   content  
knowledge related to proportional reasoning. Results show pre-service   teachers’   difficulties   in  
identifying non-proportional situations, in the development of the up and down reasoning and in the 
use of the meaning of operator. These results provide information about characteristics of pre-
service   teachers’   specialized   content   knowledge   related   to   the   proportional   reasoning   that   could  
influence on the development of different areas of the teaching competence. 
Keywords: Proportional reasoning, pre-service primary school teachers, specialized mathematical 
content knowledge. 

 
INTRODUCCIÓN 
El desarrollo del razonamiento proporcional entendido como  la  “habilidad  de  establecer  relaciones  
multiplicativas  entre  dos  cantidades  y  de  extender  dicha  relación  a  otro  par  de  cantidades”  (Lamon,  
2005) es un objetivo en el currículo de Educación Primaria y Secundaria que conlleva varios 
procesos cognitivos interrelacionados que van desde el pensamiento cualitativo hasta el 
razonamiento multiplicativo (Behr, Harel, Post y Lesh, 1992). 

Recientemente se ha empezado a reconocer que la enseñanza de la idea de razón y proporción que 
subyacen en el desarrollo del razonamiento proporcional no es una tarea fácil para los maestros. Las 
investigaciones han empezado a mostrar algunas características del conocimiento de matemáticas 
necesarias para la enseñanza de la idea de razón y proporción (Livy y Vale, 2011; Pitta-Pantazi y 
Christou, 2011) que se consideran clave para la realización de tareas profesionales como la 
planificación de la enseñanza o la interpretación de cómo los estudiantes de primaria aprenden las 
matemáticas. En la realización de estas tareas interviene el conocimiento de matemáticas 
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especializado que está configurando una agenda internacional de investigación apoyada en la 
noción  de  “conocimiento  matemático  para  enseñar”  (mathematical  knowledge  for  teaching,  MKT)  
(Ball, Thames y Phelps, 2008). 

Las investigaciones centradas en el conocimiento de matemáticas para enseñar (MKT) ponen de 
manifiesto algunas características de cómo los estudiantes para maestro comprenden el 
conocimiento matemático. Livy y Vale (2011) indican que solo un 5% de los estudiantes para 
maestro de su estudio fueron capaces de resolver correctamente dos tareas relacionadas con el 
concepto de razón donde se realizaba una comparación todo-todo en un contexto de escalas. Por 
otra parte, Valverde y Castro (2009) señalan el predominio de un razonamiento pre-proporcional en 
las actuaciones de un grupo de estudiantes para maestro en tareas de proporcionalidad de valor 
perdido. Los estudiantes para maestro de este estudio aplicaban estrategias y procedimientos 
correctos pero se percibía cierta falta de reconocimiento de la relación funcional entre las 
cantidades y de argumentos que permitan establecer la relación entre dos razones sin necesidad de 
hallar el valor de la razón. En esta misma dirección, Rivas, Godino y Castro (2012) indican que 
estudiantes para maestro tienen limitaciones para reconocer los significados de los objetos 
matemáticos que intervienen en la resolución de un problema de proporcionalidad y como 
consecuencia, no interpretaban de manera apropiada las respuestas de alumnos de Educación 
Primaria a problemas de proporcionalidad. Este último estudio muestra cómo el conocimiento 
especializado de contenido matemático (specialized content knowledge, SCK) como parte del 
conocimiento de matemáticas para enseñar (mathematics content knowledge, MKT) interviene en la 
realización de la tarea profesional del maestro de analizar las producciones de sus alumnos. En este 
contexto, esta investigación se centra en el conocimiento especializado de contenido matemático en 
el ámbito del razonamiento proporcional en estudiantes para maestros como fundamento del 
desarrollo de otras tareas de enseñanza y competencias. 

 
MARCO TEÓRICO 
El razonamiento proporcional y sus componentes 
Lamon (2005, 2007) señala que el razonamiento proporcional es multifacético e integra diferentes 
componentes: los significados de los objetos matemáticos (interpretaciones del número racional) y 
las formas de razonar con estos significados (pensamiento relacional,  covarianza,  razonamiento  “up  
and   down”   y   “unitizing”).   En   la   interpretación   del   número   racional   se   consideran   cinco  
subconstructos: razón, operador, parte-todo, medida y cociente.  

De acuerdo con Lamon (2005, 2007) las formas de razonar con estos subconstructos generan 
diferentes   niveles   de   desarrollo   del   razonamiento   proporcional.   El   razonamiento   “up   and   down”  
implica una manera de razonar para resolver problemas cuando la unidad está implícita. El proceso 
de  generar  unidades  contables  (“unitizing”)  implica  la  construcción  de  una  unidad  de  referencia  a  
partir de la relación entre las cantidades y usar esta nueva unidad para contar. El pensamiento 
relacional describe la capacidad de analizar cambios en términos relativos al relacionar el número 
de partes en las que se divide un todo y el tamaño de cada parte en relación al total. La idea de 
covarianza tiene que ver con la manera en la que los estudiantes entienden que dos cantidades están 
relacionadas de tal manera que, cuando cambia una cantidad, la otra también cambia (covarianza) 
de una manera particular con respecto a la primera cantidad. 

A partir de esta caracterización del razonamiento proporcional propuesta por Lamon (2005, 2007), 
Pitta-Pantazi y Christou (2011) consideran que las tareas de determinar si los contextos son 
proporcionales o no y las tareas proporcionales de valor perdido pueden proporcionar información 
relevante sobre el conocimiento de matemáticas relativo al razonamiento proporcional puesto de 
manifiesto por los resolutores. 
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Conocimiento especializado del contenido para la enseñanza del razonamiento proporcional 
La idea del conocimiento de matemáticas para enseñar intenta enfatizar la relación entre el 
conocimiento de contenido matemático y el conocimiento pedagógico de contenido. Ball et al. 
(2008) consideran tres subcategorías dentro del conocimiento de contenido matemático: 
conocimiento común del contenido (common content knowledge), conocimiento especializado del 
contenido (specialised content knowledge) y conocimiento del horizonte matemático (horizon 
content knowledge). Este modelo considera el conocimiento especializado de contenido matemático 
(SCK) como el conocimiento de matemáticas que permite a los profesores implicarse en tareas 
específicas de la enseñanza, que incluyen cómo representar las ideas matemáticas a los estudiantes, 
proporcionar explicaciones matemáticas para las reglas y procedimientos y examinar y comprender 
métodos de resolución no usuales a los problemas. Es decir, es el conocimiento de matemáticas 
implicado,  entre  otras,   en   la  competencia  docente  denominada  “mirada  profesional”   (professional  
noticing) (Sherin, Jacobs y Philipp, 2010). 

Puesto que Lamon (2005; 2007) señala que el razonamiento proporcional integra los significados de 
los objetos matemáticos (interpretaciones del número racional) y las formas de razonar con estos 
significados, este es el conocimiento que debe tener un maestro que le permita implicarse en las 
tareas de enseñanza como comprender métodos de resolución (distintas formas de razonar) o cómo 
representar las distintas ideas o significados (objetos matemáticos). Por tanto, en nuestro estudio, el 
conocimiento especializado de contenido matemático sobre el razonamiento proporcional implica 
considerar los significados de los objetos matemáticos (interpretaciones del número racional) y las 
formas   de   razonar   con   estos   significados   (pensamiento   relacional,   covarianza,   razonamiento   “up  
and  down”,  “unitizing”,  resolución  de  situaciones  proporcionales  de  valor  perdido  y  discriminación  
de situaciones no proporcionales). Teniendo en cuenta los estudios previos, el objetivo de esta 
investigación es identificar características del conocimiento especializado de contenido matemático 
de un grupo de estudiantes para maestros de Educación Primaria en el dominio del razonamiento 
proporcional. 

 
MÉTODO 
Los participantes fueron 85 estudiantes para maestro (EPM) de Educación Primaria. Los EPM 
respondieron un cuestionario formado por 13 tareas: 7 tareas evaluaban el conocimiento relativo a 
los significados vinculados a los subconstructos parte-todo, medida, razón, cociente y operador y al 
papel de algunos modos de representación (discreto-continuo en la interpretación parte-todo y la 
recta numérica en el contexto medida) y 6 tareas vinculadas a las formas de razonar en situaciones 
de   proporcionalidad   (pensamiento   relacional,   covarianza,   razonamiento   “up   and   down”,    
“unitizing”,   e   identificación   de   situaciones   proporcionales   y   no   proporcionales).   Para   diseñar   el  
cuestionario se tuvo en cuenta las componentes que caracterizaban el conocimiento especializado 
de contenido matemático del razonamiento proporcional derivado del análisis previo (Lamon, 2005; 
Pitta-Pantazi y Christou, 2011). La figura 1 muestra tareas propuestas en el cuestionario. 

El cuestionario constaba de dos tareas relacionadas con la componente parte-todo que examinan las 
habilidades de los EPM en identificar la relación parte-todo en contexto discreto y continuo (la tarea 
1 es un ejemplo en el contexto discreto). Una tarea relacionada con la componente razón (tarea 2) 
que exige a los EPM indicar la relación entre dos cantidades (en nuestro caso la relación era parte-
parte) considerada como un índice comparativo. Una tarea relacionada con la componente operador 
(tarea 3) que pedía reducir o ampliar a escala una figura poniendo de manifiesto el carácter 
multiplicativo del operador. Una tarea relacionada con el subconstructo medida-recta numérica 
(tarea 4) que examina la capacidad de localizar fracciones en la recta numérica considerando la idea 
de fracción unitaria como unidad iterativa. Una tarea relacionada con la interpretación cociente 
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(tarea 5) y una tarea relacionada con el subconstructo medida-densidad (tarea 6) donde los EPM 
deben buscar fracciones comprendidas entre dos fracciones dadas.  

 
Figura 1. Tareas para cada una de las componentes del razonamiento proporcional 

En la tarea 7, relacionada con la componente unitizing, los EPM deben comprobar cuál de los dos 
productos dados era más barato, por lo que las razones debían ser consideradas como unidades que 
se comparaban. La tarea 8, relacionada con la componente pensamiento relacional, examina si los 
EPM son capaces de identificar la relación inversa entre el número de partes y el tamaño de la parte. 
La tarea 9, correspondiente a la componente covarianza, requiere identificar la relación entre dos 
cantidades y realizar comparaciones sin datos numéricos específicos para reconocer cómo los 
cambios en una cantidad se relacionan con la otra. En cuanto a la tarea 10, relacionada con la 
componente razonamiento  “up  &  down”,  evalúa  la  capacidad  de  reconstruir  la  unidad  y  utilizar  ésta  
para obtener qué parte de la figura representa los rectángulos pedidos. Por último, se propone un 
problema proporcional de valor perdido (tarea 11) y un problema no proporcional de valor perdido 
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que se modeliza mediante la función f(x) = x + b, (tarea 12) para evaluar la capacidad de identificar 
las situaciones no proporcionales. 

Para el análisis de los datos, las respuestas correctas e incorrectas en cada tarea se codificaron como 
1 o 0 según el siguiente criterio: 

 Si se ha resuelto y justificado correctamente la tarea, se codificaba con un 1, 
independientemente de si había cometido un error de cálculo. 

 Si se ha resuelto de forma incorrecta la tarea o estaba en blanco, se codificaba con un 0. 
También se codificaron con un 0 las respuestas que siendo correctas la justificación era 
incorrecta. 

Primeramente se obtuvieron los porcentajes de éxito para cada una de las tareas y en segundo lugar 
realizamos un análisis Cluster usando el programa estadístico SPSS versión 18.0, para identificar 
diferentes grupos de estudiantes para maestro (perfiles) que nos pudieran proporcionar 
características del conocimiento especializado de contenido matemático en el ámbito del 
razonamiento proporcional. 

 
RESULTADOS 
Nivel de éxito en la resolución de las tareas  
La tabla 1 muestra el porcentaje de éxito en cada una de las componentes. Más de la mitad de los 
estudiantes para maestro resolvieron correctamente las tareas relacionadas con las componentes 
medida-recta numérica, cociente, problema de valor perdido, covarianza, pensamiento relacional y 
parte-todo (de esta última, se muestra la media de ambas tareas (contexto discreto y continuo) ya 
que no hubo diferencias significativas entre ambas).  

Tabla 1. Porcentaje de EPM que resolvieron correctamente las tareas relacionadas con cada una de las 
componentes del razonamiento proporcional 

 
La tarea más difícil fue la relacionada con la componente operador (tarea 3) (2.35%). Los EPM 
justificaban que si se había reducido ¾, faltaba ¼ para tener el tamaño original o bien que había que 
aumentar lo mismo mostrando una aproximación aditiva errónea en vez de multiplicativa. La 
siguiente  tarea  en  nivel  de  dificultad  fue  la  relacionada  con  el  razonamiento  “up  and  down”  (tarea  
10) (9.41%). Los EPM no la resolvieron o aplicaron argumentos sin sentido dado que no 
reconocieron la unidad. Respecto a la tarea relacionada con la componente medida-densidad (tarea 
6) (17.65%) muchos EPM la dejaron en blanco y otros comentaron que no cabían más fracciones 
entre estas dos en lugar de buscar otras equivalentes con denominador mayor. En la tarea de valor 
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perdido no proporcional (tarea 12) (24.71%) la mayoría de los EPM la resolvieron aplicando de 
manera errónea estrategias proporcionales como la regla de tres. En la tarea correspondiente a la 
componente razón (tarea 2) (30.59%) muchos de los EPM escribieron la relación parte-todo en 
lugar de parte-parte mostrando la dificultad adicional que genera la relación parte-parte. 
Finalmente, en   la   tarea   relativa   al   proceso   “unitizing”   (tarea   7)   (32.94%)   los   EPM  no   realizaron  
ninguna operación, razonando de forma cualitativa que una caja era más barata porque contenía más 
kg en lugar de identificar las razones y compararlas. Estos resultados muestran las dificultades de 
los  EPM  en  la  identificación  de  las  razones  como  “unidad”  y  su  carácter  multiplicativo  (operador  y  
“unitizing”)  y  en  el  reconocimiento  de  la  unidad  en  contextos  de  medida  con  el  significado  parte-
todo  (razonamiento  “up  and  down”). 

Perfiles en el conocimiento de matemáticas especializado  
El análisis cluster agrupó al 78% de los EPM en 5 grupos (66 de los 85 participantes). La tabla 2 
muestra las componentes del razonamiento proporcional en las que los diferentes grupos actuaron 
de forma correcta en más del 90% de los casos. Teniendo en cuenta cómo fueron agrupados los 
EPM, hay cuatro componentes de conocimiento y formas de razonar que no discriminan. En primer 
lugar, la componente parte-todo ya que forma parte de todos los grupos. En segundo lugar, las 
componentes   operador,   razonamiento   “up   and   down”   y   la   identificación   de   situaciones   no  
proporcionales tampoco discriminan ya que no aparecen en ningún grupo con un nivel de éxito 
mayor del 90%. Estas tres componentes que no aparecen en ningún grupo se convierten en las 
referencias a las que debe aspirar el desarrollo del conocimiento especializado de contenido 
matemático en el ámbito del razonamiento proporcional según el análisis teórico previo. 

Tabla 2 - Identificación de cinco grupos de estudiantes para maestro de primaria 

 
Los resultados muestran cuatro perfiles en el comportamiento de los EPM: aproximación cualitativa 
caracterizada por las componentes pensamiento relacional y covarianza (Grupo 1), aproximación 
centrada en el cálculo que se evidencia en la resolución del problema proporcional de valor perdido 
a partir del algoritmo de la regla de tres en la mayoría de los casos (Grupo2), aproximación centrada 
en los significados de la idea de fracción (relación entre número de partes y el tamaño de las partes, 
situar fracciones entre dos fracciones en contexto parte-todo, razón, cociente, medida-densidad) 
(Grupo 3), y, por último, aproximaciones centradas en la integración paulatina de las componentes 
del razonamiento proporcional (razón, medida-densidad,   razonamiento   “unitizing”   y   covarianza)  
(Grupos 4 y 5). La idea de considerar el Grupo 4 y 5 en el mismo perfil se apoya en que, en cierta 
medida, el comportamiento de los EPM en el Grupo 5 complementa el desarrollo inicial de la 
componente del razonamiento proporcional puesto de manifiesto en los comportamientos del Grupo 
4. 
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DISCUSIÓN 
Este estudio se ha centrado en examinar el conocimiento especializado de contenido matemático de 
un grupo de EPM en el ámbito del razonamiento proporcional integrando las interpretaciones del 
número racional (significados de los objetos matemáticos) y las formas de razonar con estos 
significados: pensamiento relacional, covarianza, y en el reconocimiento de la unidad en contextos 
de medida con el significado parte-todo   (razonamiento   “up   and   down”),   el   proceso   de   generar  
unidades contables que implica la construcción de una unidad de referencia a partir de la relación 
entre  las  cantidades  y  usar  esta  nueva  unidad  para  contar  (“unitizing”),  la  resolución  de situaciones 
proporcionales de valor perdido y la identificación de situaciones no proporcionales. Los resultados 
muestran que los EPM tienen un conocimiento especializado sobre el razonamiento proporcional 
limitado puesto de manifiesto por la dificultad en identificar situaciones no proporcionales, en 
reconocer la unidad en contextos de medida con el significado parte-todo y en manejar el 
significado multiplicativo de la idea de operador en contextos multiplicativos (estas tres 
componentes no aparecen en ninguno de los clusters). Estos resultados indican que estas tres 
componentes del conocimiento especializado de contenido matemático para la enseñanza del 
razonamiento proporcional constituyen referentes en su caracterización. 

Una comprensión no adecuada de estas componentes del razonamiento proporcional limita el 
desarrollo  de  otras   tareas  de   enseñanza   y   competencias   como   la   competencia  docente   “mirar   con  
sentido”   el   aprendizaje   matemático   de   los   estudiantes.   La   relación   entre   el   conocimiento  
especializado de  contenido  matemático  y  la  competencia  docente  “mirar  con  sentido”  se  muestra  en  
investigaciones que examinan cómo los estudiantes para maestro identifican e interpretan la 
comprensión de los estudiantes de primaria sobre el razonamiento proporcional. Fernández, 
Llinares y Valls (2012) indican que cuando los estudiantes para maestro no eran capaces de 
discriminar situaciones proporcionales de las no proporcionales tenían dificultades en identificar si 
las estrategias utilizadas por los estudiantes de primaria eran correctas o no en diferentes situaciones 
proporcionales y no proporcionales. 

Finalmente, la forma en la que se han constituido los diferentes clusters muestra, en cierta medida, 
las características que definen el desarrollo del conocimiento especializado de contenido 
matemático en el ámbito del razonamiento proporcional. El Grupo 1 se caracteriza porque los EPM 
razonaron de forma cualitativa y por tanto, estarían en una etapa inicial del desarrollo del 
razonamiento proporcional ya que éste se desarrolla desde el pensamiento cualitativo hasta el 
razonamiento multiplicativo (Behr et al., 1992). El Grupo 2 viene caracterizado por el cálculo. Los 
EPM de este grupo tienen una comprensión superficial de la idea de medida en el contexto de la 
recta numérica y se centran en la aplicación mecánica de la regla de tres en situaciones que se 
asumen de proporcionalidad. Los EPM que están en el Grupo 3 tienen adquirida las interpretaciones 
de la fracciones (a excepción de la interpretación como operador). Por último, los Grupos 4 y 5 
muestran el inicio del desarrollo del razonamiento proporcional. Estos resultados indican que un 
alto porcentaje de EPM estarían en un nivel de razonamiento pre-proporcional centrado en las 
relaciones cualitativas (Valverde y Castro, 2009) o únicamente centrado en los significados de los 
números racionales o en reglas algorítmicas como la regla de tres, sin tener adquiridas las formas de 
razonar con estos significados. 
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