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Resumen. En este articulo presentamos algunos resultados correspondientes a una experiencia en la formacion de
profesores. En un taller de actualizacién para profesores, con el objetivo de provocar la reflexion del profesor a través del
andlisis de errores de los estudiantes, se les asigné una tarea a un grupo de profesores de matematicas. Mostramos un
estudio de caso constituido por una profesora de nivel bachillerato, la tarea encomendada y la puesta en comin en el grupo.
Las reflexiones se orientan principalmente a tratar de buscar formas para poder dar un tratamiento diddctico a aquellos
errores, ademds de conocer lo que piensan los estudiantes a través del andlisis de los errores e incluso, intentar que los
alumnos sean capaces de reflexionar sobre sus errores, construir su conocimiento, y dominar mejor los contenidos
matematicos.
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Abstract. In this paper we report some results about an experience in the mathematics teacher training. We try to form a
learning environment through a refresher course for teachers, from their own reflections on the analysis of the errors made
by students in mathematics class. We assigned a task to a group of mathematics teachers. We show a case study (of a teacher
of high school level), the task assigned and the implementation of the task in working group. The reflections are mainly
aimed to seek ways to provide a didactic treatment to those errors as well as knowing what the students think through the
analysis of the errors and that students will be able to reflect on theirs errors, build their knowledge, and better master the
mathematical content.
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Introduccion

Las investigaciones de Ball (2002), Jaworski (2002) y Kilpatrick (2003), después de que Shulman
(1986) introdujo la nocién de conocimiento didactico del contenido (PCK — Pedagogical Content
Knowledge), ponen de relieve varias cuestiones sobre el profesor de matematicas. Con énfasis en
la ensefianza, el conocimiento y las habilidades que pone en accién el profesor, asi como en los
procesos de aprendizaje para los cuales el profesor desarrolla esos conocimientos y habilidades, y

en los contextos de formacion que ofrezcan oportunidades de aprendizaje para ello (Gomez,

2007).

De hecho, hoy en dia el conocimiento del profesor sigue siendo objeto de estudio. A nosotros nos
interesa estudiar no solo el conocimiento del profesor sino también esa parte importante en su
formacion: la reflexion sobre su quehacer profesional. En este documento presentamos las
reflexiones del profesor al analizar los errores de los estudiantes, bajo la hipotesis de que uno de
los conocimientos que necesita el profesor esta relacionado con saber cémo piensan o pueden
pensar matematicamente sus estudiantes al impartir un tema concreto, en el cual esta inscrito el

conocimiento concerniente con el analisis serio y profundo de los errores de sus estudiantes.
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Fundamentos Teoricos

Para Shon (1983), la reflexion es una caracteristica de una buena practica y existen dos tipos de
reflexion que pueden ocurrir y que determinan el conocimiento profesional del profesor: reflexion
en la accion y reflexion sobre la accion. La reflexion en la accion es el proceso mediante el cual los
profesores hacen explicito el conocimiento en la accion, significa detenerse a pensar durante la
propia accion acerca de las razones por las que actuamos y las consecuencias de esa actuacion. En
tanto que, la reflexion sobre la accion es el proceso de anilisis que efectia el profesor a posteriori

sobre las caracteristicas y los procesos de las acciones que ha realizado.

El conocimiento profesional es un conocimiento necesario y especifico de cada profesién. De
acuerdo con Tamir (1991), el conocimiento profesional es el cuerpo de conocimiento y
habilidades que son necesarios para funcionar con éxito en una profesién particular. En ese
sentido, asumimos que es complejo comprender el conocimiento profesional del profesor de
matematicas y mas aun aquél que pone en acciéon para analizar, estudiar y poder dar un
tratamiento didactico a los errores de los estudiantes ademas de que todavia hay mucho que

estudiar al respecto.

De hecho, en la propuesta del Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT —Mathematics
Knowledge for Teaching- Ball, Thames y Phelps, 2008) se pone de relieve que el profesor, aparte
de identificar los errores de los estudiantes, analice la naturaleza de los errores. Empero,
consideramos que también es necesario profundizar en el entendimiento del aprendizaje de los

estudiantes mediante el error.

Ya desde hace anos existe una preocupacion por el estudio de los errores, por ejemplo,
Brousseau (1997) retoma de Bachelard (1938) el término de obsticulo epistemolodgico y lo

explica como sigue:

[...] el error y el fracaso no tienen el papel simplificado que a veces se les quiere asignar.
El error no es sélo el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar como se cree
en las teorias empiricas o conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un conocimiento
anterior, que tenia su interés, sus logros, pero que, ahora se revela como falso o
simplemente inadecuado. Los errores de este tipo no son erraticos o imprevisibles, sino

que constituyen obstaculos (Brousseau, 1997, p. 84).
Mas aun, Astolfi (2004) expresa que:

El problema del error en el aprendizaje es seguramente tan antiguo como la ensefanza

misma. Sin embargo, nos encontramos continuamente con el error en la vida diaria, y el
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sentido comun no deja de repetirnos que soélo dejan de equivocarse los que no hacen

nada... [...] (Astolfi, 2004, p. 7).

Inclusive, hay autores que reconocen que el error no es facil de desaparecer pues puede ser
persistente pero si es atendido puede contribuir de manera positiva en el proceso de aprendizaje
(Brousseau, Davis y Werner, 1986, citados en Vrancken et al, 2006). Ante la importancia del
error en el aprendizaje de los estudiantes, se hace eminente llamar la atencion en los
conocimientos que requiere el profesor para dar un tratamiento didactico a esos errores, asi
como profundizar en conocer como puede desarrollarse ese conocimiento. Sin lugar a duda, esto
no es trabajo facil, pues es complicado definir y delinear las tareas que el profesor ha de
desempenar en el proceso de ensefanza y aprendizaje e identificar, conocer y comprender los

saberes necesarios para ello.
Metodologia

La investigacion que aqui se presenta esta inscrita en el paradigma interpretativo (Latorre, Del
Rincon y Arnal, 1996), es de corte cualitativa en términos de Erickson (1986), quien pone de
relieve a la caracteristica que mas distingue a la indagacién cualitativa, la interpretacion. En cuanto
al método, dado que nos interesa profundizar en la interpretacion de la reflexion que una
profesora pone en accién en torno al conocimiento de los errores cometidos por los estudiantes,
el método consiste de un estudio de caso (Stake, 2005). El caso esta constituido por una profesora
(Mari) de bachillerato con 12 afos de experiencia, Mari es reconocida como una buena profesora
por las autoridades de su institucion, sus exalumnos y sus pares. Respecto a la técnica, la fuente

primaria de informacion es la observacion de las sesiones del taller (videograbaciones).

El caso que aqui nos ocupa es parte de una investigacion mas amplia cuyo objetivo es analizar los
fenéomenos que aparecen durante un taller en el que participaron |5 profesores de nivel medio
superior realizado durante una semana, 2 horas al dia. A todos los participantes se les explico el
modelo del Conocimiento Matematico para la Ensefianza y posteriormente se les asigné una
misma tarea. Se les pidi6 que identificaran un error “comun” de los alumnos en un contenido
matematico concreto, luego deberian tratar de explicar los posibles pensamientos matematicos
que le permiten al estudiante dar esa respuesta errénea y finalmente hacer una propuesta
concreta para dar un tratamiento didactico a ese error en los estudiantes. Ademas, se les solicitd

que presentaran lo realizado ante el grupo y que entregaran un reporte de ello por escrito.
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Resultados

Mari propone que un error comin en sus estudiantes consiste de las malas interpretaciones en el
calculo de limites, encontrando entre estos, situaciones, como por ejemplo, la siguiente
1

lim——
=3 x —3

El error frecuente que los alumnos de nivel medio superior comenten cuando tienen
problemas como este, es el de pensar que el resultado de este limite es infinito. Los
alumnos son propensos a escribir expresiones como las siguientes cuando se esta

trabajando con limites:

lirnL — o y lirn$ = o (Mari en su exposicion ante el grupo)

v—4 x —4 =2 x —2

Al respecto, Mari presenta como posibles razonamientos/pensamientos de los estudiantes ante

esos errores lo siguiente:

Para estos casos, el pensamiento matematico que subyace en los alumnos cuando
resuelven estas situaciones es el hecho de generalizar el analisis de las tendencias de X,
cuando ésta se acerca al dos [para el caso Y ], pero sin tener en cuenta que las
tendencias laterales pueden provocar cambios en los signos de los resultados que se
obtienen. Es decir, los estudiantes llegan a pensar que cualquier nimero que se divide por

un nimero muy pequeiio, es infinito. (Mari en su exposicion ante el grupo —el agregado en

corchete es nuestro).

Interpretamos que Mari quiere hacer notar que en ese error de los estudiantes, ellos sélo se fijan
en evaluar la funcion en el punto de tendencia de x y no propiamente en el limite de la funcion en

el punto de tendencia de x.
Ademas, Mari agrega que:

En primer lugar debemos sefalar, que con esto se esta destacando la nocién que tienen los
alumnos de que el infinito es un numero, siendo que el infinito es una tendencia, una
expresion, y no un numero. En segundo lugar, existe una necesidad del docente de
subsanar, y corregir esta concepcion del alumno de que todo nimero fijo que se divide

’

or u umero cercano infinito, iar n iento con res o o
n nimero cercano a 0 “es” infinit cambiar el pensamiento con respecto a los
limites de funciones como las que planteamos en los ejemplos anteriores. (Mari en su

exposicion ante el grupo).
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La propuesta de tratamiento didactico que plantea Mari para ese error es el uso de distintas
representaciones: grafica y numérica. La estrategia de Mari consiste en trabajar estas dos

perspectivas de la siguiente manera:

I. Sin decirle al estudiante que el resultado al que esta llegando es incorrecto (al responder
infinito en los limites anteriores), trabajar el limite de las funciones desde una tabla de

valores.
Mari considera que:

Este mecanismo resulta provechoso a la hora de entender el comportamiento de
los limites en ciertos puntos, puesto que el alumno, desde una experiencia
personal, siente mayor seguridad al sacar cuentas, al ir “probando” mediante el

ensayo y el error lo que va sucediendo con la funcién en los puntos indicados.

Mari supone que este mecanismo le da seguridad al estudiante sobre los caminos que
utiliza y las acciones que realiza, antes de pasar a conceptos formales. Ademas, Mari

expresa que:

El docente en este caso deberia servir de guia incitando interrogantes, como por
ejemplo, ;qué significa que una funcion tenga limite infinito?, ;como es el
comportamiento de una funcion cuando su limite va a infinito?, ;qué esta pasando

en las cercanias del punto de limite?

y que a partir de esas preguntas y de las respuestas de los estudiantes el profesor pueda
realizar una tabla donde se visualicen esos comportamientos y genere una forma de analisis

de los limites laterales como se muestra en la siguiente tabla:

x 129299 (2999 [ 2,9999 3,00001 | 3,0001 3,001 3,01

f(x)

De tal forma que con esta tabla, el profesor y los alumnos puedan ver los valores
diferentes que la funcién podria tomar en los puntos cercanos al punto de limite y de esa
manera determinar que el comportamiento de la funcién por derecha y por izquierda es
diferente. Esta seria una forma de ver tendencias laterales por izquierda y por derecha de

una funcién en un determinado punto de limite.

2. Luego, si con esto no se logra “convencer” a los estudiantes, entonces también se les

podria proponer hacer un grifico de la funcidn, ya sea en pizarrén, o mediante un
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software, para ver, junto con la tabla, como seria el “dibujo” de la funcién. La Figura |

siguiente, refleja la grafica de la funcion mediante la utilizacién de un software:

Figura |. Gréfica de la funcion.

La idea de Mari es que vean la funcion en forma de “foto”, que noten cémo se comporta la
funcién cuando la variable se acerca al tres por la derecha y por la izquierda, haciendo
hincapié en un entorno reducido centrado en tres, introduciendo asi la idea del limite en
un intervalo que este centrado en el punto de limite, y que sea lo mas pequefo posible. A
ella, le interesa hacer notar que las tendencias son muy diferentes, y que si bien se dirigen
al infinito, lo hacen en distinto sentido. En esta direccion, Mari reflexiona en cuanto a la
ensenanza y expresa: “[...] aqui la docente deberia introducir en los alumnos la nocién de
que este hecho no se traduce en que el limite de la funcion es infinito, sino mas bien que

no existe el limite en dicho punto”.

3. Después de lo anterior, Mari propone continuar trabajando con mas ejemplos como los
anteriores de tal forma que el estudiante visualice comportamientos desde lo grafico o
desde lo numérico porque ella considera que eso ayuda mucho a los alumnos que tienen

dificultades para comprender por primera vez el concepto de limite.

4. Posteriormente, luego de trabajar los puntos anteriores, para completar el concepto de

limite, Mary plantea trabajar ya con la definicion formal de limite de una funcion:

Sea f una funcidn definida sobre algun intervalo abierto que contiene a un

[l

numero “a”, exceptuando posiblemente a “a”. Decimos que el limite de f(x) a

medida que x se acerca a “a”, es L, y se escribe: |jny £(x) =L si para cualquier
xX—a

£>0 hay un nimero 0 tal que f0)-L<e cuando 0<[x-d/<d- (p- 105).
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5. Finalmente, con todas estas propuestas Mari esperaria que sus estudiantes revisen su
respuesta inicial sobre el infinito como limite, y que puedan trabajarlo desde la concepcion

de un entorno reducido en x=3.

Ella reconoce que esta actividad le representa “[...] las formas de ensenanza que de a poco vamos
aprendiendo en nuestra carrera.” Y que esto en si es solo una propuesta, una hipotesis, lo cual

conlleva a seguir mejorando la propuesta una vez que se vaya poniendo en practica.

En general, a pesar de que el profesor pueda identificar y analizar los errores de los estudiantes,
eso no implica que todos los errores tengan un tratamiento mecanico cuando se presentan en la
clase, por tanto, en la practica docente el profesor debe ser cientifico e ir construyendo el objeto

a ensenar (Sosa, 2006).
Las reflexiones finales de la profesora son expresadas en los siguientes términos:

Aprender a reflexionar sobre estos posibles comportamientos de los alumnos frente a
diferentes situaciones, permite que podamos desarrollar mas nuestro pensamiento reflexivo,
en tanto que seamos capaces, no solo de advertir los errores que se puedan producir en
el aula, sino también que podamos pensar de qué formas podemos subsanar estos errores,
pero no corrigiendo a nuestros alumnos, y descartando sus procedimientos como
equivocados. Debemos hallar la forma de enriquecer su conocimiento con esos errores,
apelar a los conocimientos comunes que se tengan dentro del curso, para poder
complementarlos con los conocimientos especializados (Sosa, 2012) que tenga el docente
sobre determinado contenido matematico, pero evitando la ensefanza de forma
“tradicional”, es decir, que solo el docente posee conocimiento, lo explica, y los alumnos
deben atenerse a aplicar lo que el docente ha dicho. Para ello es necesario que
conozcamos a nuestros estudiantes, y con formas de ver los contenidos como éstas, por
medio de analisis de los errores, de trabajar con respuestas que pueden ser inesperadas
para los profesores, podemos garantizar un aprendizaje mas significativo, donde los
alumnos sean capaces de reflexionar sobre sus practicas, construir su conocimiento, y

dominar mejor los contenidos matematicos. (Mari en su documento final escrito).
Mari agrega:

Ademas, apenas comenzamos con el trabajo, estas situaciones son las que generan un
cambio, una reestructuracion de las bases tanto didacticas como matematicas que trae un
profesor al ingresar al aula, y permiten esta apertura, esta reubicacion del docente frente a

sus estudiantes. (Mari en su documento final escrito).
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Sabemos al igual que Mari, que estos resultados son apenas un inicio de lo que nos falta por
estudiar, por entender y comprender de los conocimientos del contenido y didacticos del
contenido del profesor de matematicas en el aula, de las carencias y fortalezas de los

conocimientos del profesor que nos expresan a través de sus reflexiones.
Conclusiones

Aldn hay mucho por investigar en cuanto a los conocimientos del profesor para ensefar
matematicas, de tratar de conocer incluso, cbmo se usan esos conocimientos en la dinamica en el
aula y bajo qué interacciones, y como desarrollar esos conocimientos en el profesor, sin olvidar el
papel de la reflexion del profesor para mejorar su propia practica docente. Esto, tratando de
aspirar a llegar algiin dia a ser capaces de explicar al menos una parte de lo que Goldhaber (2002)

llama el misterio de la ensenanza.

Los errores integran una parte fundamental en el aprendizaje de los alumnos, pues pueden servir
para implicar al estudiante en la actividad de explicar sus propios errores y reflexionar sobre éstos.
Esto pone de relieve el hecho de que el profesor sea consciente e intervenga en la ensefianza para
sacar provecho a los errores para mejorar el aprendizaje del estudiante (Sosa y Aguayo, 2013).
Con ello, es natural cuestionarse sobre los conocimientos que ocupa el profesor para dar un
tratamiento didactico a los errores de los alumnos y de qué forma pueden desarrollarse esos
conocimientos (Sosa, 2011). En todo este proceso, la reflexion del profesor juega un papel
fundamental si la consideramos como una caracteristica de una buena practica y que determinan el

conocimiento profesional del profesor (Shon, 1983).

Por lo tanto, consideramos que analizar los errores de los alumnos de una manera consciente y
detallada y ademas, ocuparse de disefar el tratamiento didactico para subsanar el error de sus
alumnos, constituye una oportunidad de aprendizaje para el profesor y en particular, eso puede
ayudar a fomentar y enriquecer su propio conocimiento profesional (Sosa, Huitrado, Hernandez,
Borjon y Ribeiro, 2013). Las reflexiones de la profesora giran en torno a intentar entender
posibles comportamientos de los alumnos frente a diferentes momentos de aprendizaje, para
advertir los errores que se puedan producir en la clase y tratar de buscar formas para poder dar

un tratamiento didactico a aquellos errores.

Ademas de hallar la forma de enriquecer los conocimientos del profesor y conocer a los
estudiantes a través del analisis de los errores, incluso hacer que los alumnos sean capaces de
reflexionar sobre éstos, construir su conocimiento, y dominar mejor los contenidos matematicos.

Mas adn, generar una reestructuracion de los conocimientos y acciones tanto didacticas como
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matematicas que trae un profesor al ingresar al aula, que permitan una apertura al cambio con la

intension de mejorar su practica frente a los estudiantes.
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