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ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE CON TECNOLOGIA

Advances in the quality of the answers to questions of probability after a
learning activity with technology

Blanca Flores, Jaime I. Garcia, Ernesto Sanchez
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Resumen

En la presente comunicacion, se describen y comparan las respuestas de estudiantes de secundaria
(13-14 arnios) a tres preguntas de un cuestionario de probabilidad antes y después de haber tenido
actividades de aprendizaje con apoyo de tecnologia. Las preguntas analizadas se relacionan con
las nociones de variable aleatoria, espacio muestral, frecuencias y distribucion en sus formas mds
elementales. Se asume la hipotesis de que los recursos que proporciona la tecnologia permiten que
los estudiantes perciban que las unidades de analisis de la probabilidad son clases de experiencias
vy no experiencias aisladas. Con esta hipotesis se pueden explicar algunos de los avances que los
estudiantes alcanzaron en las respuestas al post-test en relacion con las dadas en el pre-test. Las
actividades realizadas pueden proporcionar a los estudiantes referentes para los conceptos
abstractos de probabilidad que estudiaran mas adelante.

Palabras clave: Calidad de las repuestas, Enfoque al resultado aislado, Unidad de anélisis.
Abstract

In the present communication the answers of middle school students (13-14 year olds) to a three
questions of a probability questionnaire before and after have been learning activities with use of
technology are described and compared. The analyzed questions are related to the notions of
random variable, sample space, frequencies and distribution, in their most elementary forms. The
assumption that has guided the research design is that the resources that provide the technology
allow students to assume that the units of analysis of the probability are kinds of experiences and
not isolated experiences. This hypothesis may explain some of the progress the students reached in
the responses to the post-test in relation to that given in the pre-test. We conclude that the activities
carried out provide to students referents for the abstract concepts of probability that they will study
later.

Keywords: Quality of the answers, Outcome approach, Unit of Analysis.
INTRODUCCION

Promover que las personas aprendan probabilidad es un objetivo curricular que en la mayoria de
paises se persigue desde la escuela primaria. Gal (2005) menciona que hay dos razones que
justifican esa tendencia: la primera es que la probabilidad es parte de las matematicas y la
estadistica, y éstas son de importancia en si mismas en la sociedad moderna. La segunda, es que la
probabilidad es esencial para ayudar a prepararse para la vida, pues en nuestro entorno ocurren
tanto o mas eventos aleatorios y fendmenos de azar que fendémenos deterministas. Infortunadamente
en México, la ensefianza de la probabilidad se demora hasta lo que se llama nivel secundaria (11-14
afios), lo que lleva a centrar la investigacion en el desarrollo de la probabilidad en estas edades,
partiendo de que los estudiantes no han tenido experiencias escolares sobre la materia en sus
estudios primarios.

Flores, B., Garcia, J. 1., Sdnchez, E. (2014). Avances en la calidad de las respuestas a preguntas de probabilidad después

de una actividad de aprendizaje con tecnologia. En M. T. Gonzélez, M. Codes, D. Arnau y T. Ortega (Eds.),
Investigacion en Educacion Matematica XVIII (pp. 307-316). Salamanca: SEIEM.


https://core.ac.uk/display/33252513?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

308 Flores, B., Garcia, J. 1., Sanchez, E.

Por otro lado, Jones y Thornton (2005) trazan un panorama de la investigacion en probabilidad
distinguiendo tres periodos 1) piagetiano; 2) post-piagetiano y 3) contemporaneo. En el primero,
Piaget e Inhelder llegaron a poderosas conclusiones, en la perspectiva de apoyar su teoria
epistemologica, sobre el razonamiento conceptual asociado a temas centrales de la probabilidad, en
particular, marcando las caracteristicas del desarrollo del pensamiento probabilista en las diferentes
etapas. El segundo periodo comenzé con los trabajos de Fischbein (1975) y la influencia de los de
Kahneman y Tversky (1972), incluyendo gran variedad de investigaciones, como las de Konold y
del propio Jones. Finalmente, algunos rasgos del periodo contemporaneo son la vinculacion de la
investigacion con el curriculo, el estudio del aprendizaje en el contexto del salon de clase y el uso
de recursos computacionales.

La investigaciéon que da origen a la presente comunicacion tiene los rasgos mencionados del
periodo contemporaneo ya que se propone explorar el avance en la calidad de las respuestas de los
estudiantes a preguntas que involucran algunas de las nociones de espacio muestral, variable
aleatoria, frecuencias, probabilidad y distribucion en su forma mas elemental, como resultado de
actividades en las que subyace la relacion entre la probabilidad cléasica y el enfoque frecuencial de
la probabilidad. Esto en el contexto del desarrollo de una leccién en el salon de clase, en la que los
estudiantes realizaron tanto actividades fisicas con una moneda, como simuladas con el apoyo de un
software disefiado para el aprendizaje de la probabilidad (Probability Explorer, 1999-2005).

CONSIDERACIONES TEORICAS

(Cudl es el objeto al que se refieren los enunciados de probabilidad? Por ejemplo, consideremos la
afirmacion “la probabilidad de obtener un 4 al lanzar un dado es 1/6”. Desde un enfoque subjetivo
de la probabilidad, el nimero 1/6 es el grado de creencia con el que se espera que el evento ocurra;
esta medida permite tomar decisiones con relacion a una sola experiencia, por ejemplo, apostar o no
cierta cantidad. Desde un enfoque frecuencial, 1/6 es la razon del numero de veces en las que se
espera que ocurra 4 entre el numero de veces que se realiza el lanzamiento; en este enfoque, el 1/6
es un enunciado que se refiere a una clase de experiencias y no sélo a una de ellas. El contraste
sugiere distinguir dos maneras en la que los estudiantes pueden entender el objeto de la
probabilidad; una en la que la unidad de andlisis es una sola experiencia aleatoria, y otra en que es
una clase de experiencias, a saber, muchas repeticiones de una experiencia bajo condiciones
similares. La forma en que frecuentemente se exponen las situaciones de probabilidad puede inducir
la creencia de que la unidad de andlisis es una sola experiencia. Esta creencia puede explicar
algunas confusiones y dificultades de los estudiantes.

Konold (1991, p. 146) se interesé en estudiar como la gente interpreta una pregunta referida a una
probabilidad. De sus observaciones elabord la nocion que hemos traducido como “el enfoque al
resultado aislado” (outcome approach). Para Konold, el objetivo principal de muchos estudiantes
frente a determinados problemas de probabilidad, no es estimar o evaluar una probabilidad sino
predecir exitosamente el resultado de un solo experimento. Muchas respuestas que se desvian de la
norma se pueden explicar presuponiendo dicho enfoque; pero este enfoque también significa que la
unidad de analisis para los estudiantes es una sola experiencia. Por otro lado, ciertas dificultades en
concebir el espacio muestral se podrian también explicar de manera analoga. El espacio muestral es
un concepto central en probabilidad y su descripcidon en situaciones simples deberia ser una tarea
rutinaria para los estudiantes. Sin embargo, cuando para ellos la unidad de analisis es una sola
experiencia no le atribuyen el sentido esperado por el profesor a la expresion “conjunto de los
posibles resultados”, ya que en una sola experiencia so6lo hay un resultado. Hablar de todos
presupone un pensamiento hipotético que trasciende la consideracion de una sola experiencia y
fuerza a pensar en una clase de experiencias.

Una hipotesis que subyace en el disefio de la presente investigacion, es que los recursos que
proporciona la tecnologia permiten que los estudiantes asuman que la unidad de anélisis de la
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probabilidad es una clase de experiencias y no solo una. Esto gracias a que con la tecnologia pueden
manipular y experimentar con conjuntos de experiencias aleatorias repetidas, lo que propicia que se
observe que el objeto son clases de experiencias y pueden aprender a formular proposiciones
referidas a tales clases, en particular, que las proposiciones de asignacion de una probabilidad a un
evento tienen como sujeto una clase. Otra hipdtesis importante es que las actividades de aprendizaje
significativo son aquellas en las cuales los estudiantes se esfuerzan por darle sentido a situaciones
complejas y desconocidas y se enfrentan a problemas partiendo de sus intuiciones y conocimientos
actuales, sin que estos lleven facilmente a la solucion del problema o al esclarecimiento de la
situacion. El papel del maestro consiste en administrar y monitorear tales actividades. En
consonancia con las anteriores hipdtesis, se ha elaborado una actividad de aprendizaje sobre
probabilidad que involucra implicitamente las nociones de espacio muestral, variable aleatoria,
frecuencia y distribucion.

El objetivo de la presente comunicacion es exponer resumidamente algunos resultados de una
investigacion cuyo objetivo es describir y comparar las respuestas de los estudiantes antes y
después de haber tenido actividades de aprendizaje con uso de tecnologia.

ANTECEDENTES

En lo siguiente se han elegido algunos estudios representativos de tres temas, cuyos conceptos
subyacen en su forma mas elemental en la actividad que realizaron los estudiantes, tales temas son,
espacio muestral, enfoque frecuencial de probabilidad y distribucidon binomial.

La dificultad para determinar el espacio muestral de un experimento aleatorio puede ser debida a
una falta de razonamiento combinatorio, como indican Batanero, Navarro-Pelayo y Godino (1997).
Por su parte Shaughnessy (2003) destaca que los programas de instruccion deben implicar a los
estudiantes en la determinacion de los espacios muestrales en los experimentos aleatorios. Segun
Jones, Langrall y Money (2007), si se quiere mejorar la ensefianza, los profesores deben tener en
cuenta las caracteristicas del pensamiento de los estudiantes sobre este concepto: a) la dificultad de
parte de los nifios para realizar una lista de los resultados de un experimento aleatorio, aunque sea
simple; b) falta de herramientas sistematicas para generar los resultados en un experimento
compuesto, y ¢) imposibilidad de relacionar el contenido del espacio muestral y la probabilidad de
los resultados. En el presente estudio, los datos de pre-test confirman la afirmacion del inciso a) de
Jones et al. (2007), pero también referido a los valores de una variable aleatoria.

Ortiz, Mohamed y Serrano (2009), evaluaron el razonamiento probabilistico de profesores en
formacién administrandoles dos problemas que involucran la definicion frecuencial de
probabilidad. Encontraron que en el contexto de lanzamiento repetido de chinchetas predomina el
sesgo de equiprobabilidad, asi como la ausencia de la nocidon de independencia en sucesiones de
sorteos de una moneda.

El estudio didactico sobre los diferentes acercamientos a la probabilidad es un tema central en la
investigacion, en particular, el enfoque frecuencial ha suscitado nuevo interés en los estudios
didacticos debido a la popularidad de los ordenadores. Aunque Jones, Langrall y Mooney (2007)
sefialan, con relacion a los curriculos de probabilidad, que es hasta el bachillerato que se estudia la
conexion entre la probabilidad clasica y el enfoque frecuencial, varias de las investigaciones
alrededor del enfoque frecuencial se realizan con sujetos que pertenecen a niveles mas basicos
(Stohl y Tarr, 2002, Stohl, Rider y Tarr, 2004, Ireland y Watson, 2009, Konold, et al., 2011). En
estos estudios se ha promovido la conexion entre la “probabilidad experimental” y probabilidad
tedrica utilizando recursos tecnoldgicos como Probability Explorer y TinkerPlots. Stohl y Tarr
(2002) observan a 23 alumnos del sexto grado (11-12 afios), quienes trabajaron en parejas usando
la herramienta computacional Probability Explorer para formular y evaluar inferencias durante un
periodo de instruccion de 12 dias. Stohl, Rider y Tarr (2004) realizaron un analisis enfocado en la
conexion unidireccional entre la probabilidad experimental y la probabilidad teorica; observan
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como usan los estudiantes los datos empiricos para hacer inferencias sobre probabilidades
desconocidas y como utilizan estas probabilidades para decidir sobre la equidad de un dado. Ireland
y Watson (2009) se preguntan sobre las conexiones que los estudiantes de secundaria logran
establecer entre la interpretacion clasica y frecuencial de probabilidad después de trabajar con
manipulables (moneadas, dados) y con el software ThinkerPlots. Con base en un continuo que va de
lo experimental (concreto) a lo tedrico (abstracto), donde los elementos que se destacan son los
manipulables, el simulador y la ley de los grandes numeros, los autores buscan documentar el
entendimiento de los alumnos sobre la probabilidad. Konold et al. (2011) realizaron un estudio del
caso de una estudiante del octavo grado (13 afios), quien mostro tener conocimiento firme de la
definicion clésica y de la definicion frecuencial de probabilidad, sin lograr conectarlas, pues las
considera excluyentes. También a nivel secundaria el estudio de Searrano y Ortiz (2009) ofrece
resultados de una propuesta de ensefianza en situaciones de simulacion de sucesiones de Bernoulli
con el applet Box Model. Exploran la percepcion de los estudiantes de las diferencias entre
secuencias provenientes de modelos equiprobables y no equiporbables; informan de fuertes
dificultades de los estudiantes para formular juicios sobre tales situaciones. Utilizan la técnica de
pedir que los estudiantes propongan secuencias inventadas y luego las confronten con secuencias
aleatorias; idea que es retomada en la investigacion que aqui se reporta.

Otro tema relacionado con el presente estudio es el de los problemas binomiales, en este también es
escasa la literatura de investigacion. Van Dooren et al. (2003) exploran la presencia de la ilusion de
linealidad y muestran que hay estudiantes de bachillerato que a pesar de haber llevado cursos de
probabilidad, caen en este sesgo cuando se les plantea problemas binomiales, cuyo enunciado
contiene datos que aparentan ser o son proporcionales. Abrahamson (2009a) realiza tres estudios de
caso sobre el razonamiento de estudiantes frente a una situacion simple de probabilidad
hipergeométrica (la cual es casi-binomial). En Abrahamson (2009b y 2009c) se reporta una
entrevista a profundidad con un nifio de 11.5 afios; éste realiza actividades con dispositivos de
mediacion cuya comprension requiere diferente niveles de abstraccion. En la entrevista se muestra
el proceso de construccion de una distribucion (casi) binomial que lleva a cabo el nifio con ayuda de
la mediacion de diferentes artefactos. Abrahamson (2009b) se interesa en el papel de instrumentos
de aprendizaje: un dispositivo fisico (marbles scooper), tarjetas cuadradas divididas en 4 partes para
representar las posiciones de las canicas en el dispositivo y su organizacion en un histograma.
Llama la atencion que su disefio que tiene el proposito de que los estudiantes distingan las
secuencias THHH, HTHH, HHTH, HHHT en el evento “1T y 3H” no incluya los diagramas de
arbol, los cuales son un instrumento de mediacion accesible para el mismo fin.

METODOLOGIA

El tipo de metodologia que ha guiado la investigacion es de tipo cualitativo y se centra en analizar
las respuestas de los estudiantes a tres preguntas de un cuestionario. El andlisis se lleva a cabo
utilizando la taxonomia SOLO, la cual sugiere una técnica para hacerlo, consistente en observar la
calidad de las respuestas definidas de acuerdo a su complejidad estructural.

Participantes. Sesenta y nueve estudiantes que cursaban el segundo grado de secundaria de un
colegio particular de la Ciudad de México, cuyas edades se encontraban entre los 13 y 14 afios.
Estos estudiantes no habian recibido en este curso ningin tipo de ensefanza en los temas de
probabilidad. Es probable que hayan estudiado un poco de probabilidad clésica, dado que se
prescribe en los programas de cursos anteriores, pero no se recogié evidencia para afirmarlo. El
titular del curso de matematicas en el grupo dirigio el desarrollo de las actividades.

Instrumentos. Se elabor6 un cuestionario-actividad con 13 preguntas todas relacionadas al problema
de lanzar tres monedas y observar el numero de veces que cae ‘aguila’ (una expresion popular de
una cara de las monedas mexicanas equivalente a ‘sello’ o ‘escudo’); en estas estan implicitos uno o
dos conceptos basicos de probabilidad, como variable aleatoria, espacio muestral, frecuencias,
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probabilidad y distribucion. En esta comunicacion, por falta de espacio, se analizan sélo las
respuestas a 3 preguntas del cuestionario. Estas se eligieron pues se presentan nociones de espacio
muestral, variable aleatoria, frecuencias y distribucion.

Pregunta 1: De aqui en adelante, llamaremos lanzamiento a la accion de lanzar tres monedas al aire
al mismo tiempo (de preferencia de la misma denominacidn). Se realiza un lanzamiento y se
observa “el nimero de aguilas que ocurren” (llamado variable para esta encuesta). Enlista todos los
posibles valores que puede tomar esta variable y relacidonalos con los resultados del experimento.

Pregunta 2: Ahora imaginate que se realizan 1000 lanzamientos y en cada uno de ellos se observa
la variable “nimero de aguilas que ocurren”. En la siguiente tabla anota en la columna de la
izquierda, los posibles valores de la variable y en la columna de la derecha, el nimero de veces (o
frecuencia) que crees que ocurra cada valor:

Aguilas Total
Frecuencia

Pregunta 3: Anota la probabilidad que asignas a la ocurrencia de cada valor de la variable

Aguilas 0 1 2 3 Total
Probabilidad

Intencionalidad de las preguntas. La primera pregunta se propone explorar si los estudiantes
enuncian todos los valores de la variable y los asocian con la descripcion de los resultados (AAA,
AAS, etc.). En la segunda, se explora tanto la consideracion los valores de la variable, como su
percepcion de la distribucion y la variabilidad, la cual debe reflejarse en las secuencia de
frecuencias absolutas propuestas. En la tercera, si logran abstraer una distribucion teodrica
subyacente. Dado que no se enfatizé en ninguna definicién especial de probabilidad, los estudiantes
podian responder esta pregunta de manera subjetiva, basados en la nocidon cldsica o en la
frecuencial.

Probability Explorer (Stohl, 1999-2002) es un ambiente de aprendizaje en el que se generan datos
de resultados de simulaciones de juegos de azar, como lanzamiento de monedas y dados,
extracciones al azar de bolas contenidas en urnas y otros juegos populares. Los datos se representan
en la pantalla de forma iconica, reproduciendo el aspecto que presentan esos juegos en la realidad.
Simultaneamente, o después, los datos pueden ordenarse, apilarse y graficarse automaticamente,
obteniéndose diversas representaciones de los conjuntos de resultados: tablas de datos agrupados,
pictogramas, graficas circulares. El software es ideal para jugar y experimentar, y aprender sobre el
comportamiento de los resultados del azar, ademas de que ayuda con el calculo de las frecuencias
absolutas y relativas (Figura 1).

Procedimiento de ejecucion. El estudio fue organizado en las siguientes cuatro fases: 1)
presentacion y solucién del cuestionario (pre-test); 2) realizacion de lanzamientos, registro de
resultados y observacion de patrones en ellos, 3) exploracion y simulaciéon con el software,
organizacion de resultados y observacion de patrones en ellos, 4) otra aplicacion del cuestionario
inicial (post-test). Durante las fases 2 y 3 se hicieron actividades motivadas por las preguntas del
cuestionario, y se les pedia que registraran resultados y respondieran preguntas formuladas en hojas
de trabajo que el profesor les proporcionaba. El tiempo en que se realizaron todas las fases fue de
siete horas de clase con una separacion de un dia habil entre cada fase.

Procedimiento de andlisis. El andlisis consiste en clasificar las respuestas de los estudiantes de
acuerdo a su calidad. Se utiliza el término calidad de las respuestas para diferenciar y clasificar las
respuestas de acuerdo a las componentes que se indican en ella. Una respuesta puede no ser correcta
y tener algo de calidad porque el resolutor intenta utilizar componentes pertinentes al problema; en
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cambio, algunas otras respuestas pueden acertar a una eleccion correcta, pero en la argumentacion
mostrar que no se llega a ella teniendo en cuenta lo aspectos pertinentes al problema.

Linelp

Make | Until
(e | (i 123

[ 20

Total Trials

List
All

.@ . Eﬁgeﬁﬁm Sort Mow .
@.@ @@. m Event|Event Eventl count |Fraction |Decimal F
oew D@ s s o
00 HE®  GHEE
“H)|'H 2 220 01
L0 303

% H H 2 2/20 0.1

O L BE® @ ii 3 3120 0.15

@ @ 2 2120 0.1

OH@® 00 g“ (H) i 3 3/20 015
i @ 3 3/20 0.15

@.' ®®. —i 2 220 0.1
+] | X

Figura 1. Representacion de 20 lanzamientos de tres monedas, con tabla resumen.

La calidad se mide de acuerdo a su complejidad estructural siguiendo, en la medida de lo posible, la
taxonomia SOLO (Biggs y Collis, 1991). Dada la tarea, se busca determinar 3 o 4 componentes que
caracterizan la solucion esperada (normativa). Se definen entonces los niveles de razonamiento:
Preestructural, cuando la respuesta no se presenta ninguna componente; Uniestructural, cuando sélo
aparece en la respuesta una componente; Multiestructural, cuando se utilizan dos o mas
componentes pero no se relacionan de manera conveniente; y Relacional, en el que se utilizan todas
las componentes y se relacionan de manera adecuada. En seguida se presentan las componentes que
se definieron para analizar cada pregunta

Para la pregunta 1 las componentes son: a) Representa al menos 1 valor del recorrido de la
variable, b) Representa al menos algin resultado mediante una combinacion de A° y S° de tamano
3, y ¢) Considera el espacio muestral (EM) relacionado con el lanzamiento de tres monedas (8
posibles combinaciones: AAA, AAS, ASA, SAA, ASS, SAS, SSA y SSS.)

Para la pregunta 2, se proponen las siguientes: a) Se identifican los valores de la variable o los
elementos del espacio muestral, b) Las frecuencias propuestas suman 1000 o 100%, c) Se propone
que los valores de la variable 1 y 2 tienen mayor frecuencia (o 0 y 3 menor probabilidad), d) Las
frecuencias varian levemente respecto a los valores tedricos de la distribucion.

Para la pregunta 3: a) Da un nimero fraccionario o un numero porcentual para cada valor de la
variable, b) En las frecuencias que propone la suma es igual a 1, 100 o alguna potencia de 10, y ¢)
La distribucion dada es proxima o igual a la distribucion teorica; es decir, que su grafica tenga
forma de campana. Un rasgo que distingue a un grupo reducido de respuestas son las que ofrecen
exactamente las probabilidades tedricas.

RESULTADOS

Aunque es natural esperar que después de realizar actividades de aprendizaje haya un mejoramiento
general en el desempefio al post-test respecto al pre-test, conviene sefalar que se puede atribuir la
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mayor influencia del avance a la realizacion de las actividades que a las intervenciones del profesor,
pues estas se redujeron a monitorear aquellas. En seguida se indica en qué aspectos hubo avances
significativos y, si cabe, una posible explicacion. En la tabla 1 se presentan los resultados del pre-
test y del post-test, en términos de las frecuencias en que se clasificaron las respuestas en los niveles
estructurales. En seguida se ofrecen algunas puntualizaciones sobre los datos que presenta la tabla.

En el caso de la pregunta 1 del pre-test, sobre Variable Aleatoria y Espacio Muestral, las respuestas
se acumulan mas en los niveles Uniestructural y Multiestructural. Las respuestas que se ubicaron en
estos niveles, ofrecen indicios de que mas o menos se entendio6 la pregunta, pero en el primer caso
solo dieron uno o dos valores del recorrido de la variable aleatoria y en el segundo, ademas
describieron algun elemento del espacio muestral mediante una secuencias de caras de la moneda
(por ejemplo: ASA). Una observacion es que algunos estudiantes ignoraron que la pregunta se
referia a los valores de la variable “el numero de aguilas” y prefirieron describir elementos del
espacio mediante ternas de A® y S°, o asumieron que en la descripcion de una terna ASS se indica
también de manera obvia “el numero de aguilas”.

Tabla 1. Frecuencias de respuestas de 3 preguntas del pre-test y post-test por nivel de razonamiento
Pregunta 1 Pregunta 2: Pregunta 3:
VA y EM Prediccion Distribucion
Nivel Frec. Frec. Frec. | Frec. Frec. Frec.
Pre Post Pre. Post. Pre. Post.
Pre-estructural 9 2 11 0 19 1
Uni-estructural 38 16 48 5 21 16
Multi-estructural 19 21 9 19 24 10
Relacional 2 29 1 44 4 41
No contesta 1 0 0 0 1 0
Total 69 68 69 68 69 68

Respecto a la pregunta 2 del pre-test, la mayoria de respuestas se concentra en los niveles
Preestructural y Uniestructural. En las respuestas que fueron clasificadas en el Preestructural, la
columna del valor de la variable se llend con datos equivocados, por ejemplo, en unos casos
pusieron en cada fila los elementos que siguen: “A, S, A, S” (uno por fila); otros pusieron valores
arbitrarios, por ejemplo, 32, 25, 18, 41”. En cualquiera de los casos las frecuencias que sugirieron
no tenian sentido desde la perspectiva del problema. Las clasificadas en uni-estructural, presentaron
en esta columna ya los valores del recorrido de forma incompleta, por ejemplo “1, 2, 3”, ya algunos
elementos del espacio muestral, por ejemplo “SSS, SAS, SSA, AAA”. Las frecuencias asentadas en
las respuestas de este nivel también estuvieron alejadas de las esperadas, unas uniformes “333, 333,
333” o “250, 250, 250, 250” y otras arbitrarias “50, 30, 70” o “11%, 11%, 11%, 11%”. La
diferencia de estas respuestas con respecto a las pre-estructurales es que se enlistan valores de la
variable o elementos del espacio muestral en la primera columna de la tabla del problema. Las
respuestas en Multiestructural se distinguen por contener todos los valores de la variable o todos los
elementos del espacio muestral y ofrecer frecuencias que suman 1000 o 100%. El caso clasificado
en nivel relacional, escribe los elementos de la variable “3, 2, 1, 0” y las frecuencias “100, 400, 400,
100; aunque estas frecuencias estan alejadas de los valores esperados, se indica que se espera que
haya mayor frecuencia de los valores 2 y 1, como efectivamente lo indica la distribucion teorica.
Las respuestas a la pregunta 3 se concentran en los tres primeros niveles de manera casi uniforme;
las del nivel pre-estructural se caracterizan por enlistar nimeros enteros y no probabilidades
expresadas en fraccionarios, decimales o porcentajes, ademds los nimeros propuestos no suman la
unidad ni 100. Las respuestas en uni-estructural ofrecen nimeros fraccionarios o enteros, pero su
suma no es 1 o 100%, tampoco son proporcionales a los de la distribucion tedrica, ni se
corresponden con los valores de mas y menos probabilidad de la distribucion. En el nivel Multi-
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estructural se clasifican las respuestas cuyas frecuencias que, ademas de lo anterior, indican que los
valores medios son mas probables que los extremos, pero alejados de los valores tedricos.
Finalmente en relacional se clasifican las respuestas que dan probabilidades aproximadas o iguales
a las tedricas.

Los resultados del post-test indican una mejoria en la comprension de los estudiantes ya que la
clasificacion de las respuestas indica un desplazamiento general, al menos, hacia un nivel de mayor
complejidad estructural. Es lo esperado, pues con las actividades los estudiantes lograron entender
mejor lo que se les pregunta, seguramente por haberse familiarizado mas con el contexto,
disminuyendo con esto el numero de respuestas en el nivel pre-estructural. Mirando con mas
detenimiento se puede afirmar que globalmente el avance fue de mas de un nivel. En la pregunta 1,
se aprecia que 29 respuestas (43%) estan en el nivel relacional, esto significa que los estudiantes
correspondientes no tuvieron ninguna dificultad en identificar los elementos del recorrido de la
variable y, aunque no en todos los casos, ofrecen indicios de que consideran el espacio muestral
completo. En la pregunta 2, se observa que 41 respuestas (60%) se clasifican en relacional, es decir,
enumeran bien los elementos de la variable aleatoria y asignan frecuencias razonables a cada valor.
Finalmente en la pregunta 3, también 41 respuestas (60%) se ubican en relacional, esto significa que
ofrecen una distribucién cuyos valores suman la unidad o 100% y que atribuyen mayor
probabilidad a los valores 1 y 2 y menor probabilidad a los valores 0 y 3.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En las actividades que realizaron los estudiantes no se les ensefiaban los conceptos ni se les decia
como responder a las preguntas, sino solo se les daban indicaciones de como llevar a cabo acciones
con los dispositivos fisico y con el software y, con lo observado, se les pedia que respondieran las
preguntas que estaban formuladas en sus hojas de trabajo.

Las frecuencias de respuestas por niveles para la pregunta 1, indican que con la realizacion de las
actividades, los estudiantes fueron capaces de interpretar la pregunta de la manera deseada y buena
parte de ellos ofrecieron respuestas en la que desplegaron el recorrido de la variable y el espacio
muestral. Con las acciones realizadas con el software, se manejaron en la practica los elementos del
espacio muestral y de los elementos observados, obtuvieron los valores de la variable. En particular,
con la experiencia, percibieron naturalmente que la unidad de analisis de la probabilidad no es sélo
una experiencia, sino una familia de experiencias. Con esto, ante la pregunta 1, varios de los
estudiantes que en el pre-test habian respondido en el sentido del sesgo del resultado aislado, en el
post-test modificaron sus respuestas y propusieron varios o todos los elementos de la variable
aleatoria.

Con relacién a la pregunta 2, también hubo desplazamientos de las frecuencias concentradas en el
nivel pre-estructural y uni-estructural en el pre-test, a su concentracion en los niveles multi-
estructural y relacional en el post-test. El mejoramiento en la descripcion de los valores de la
variable aleatoria y del espacio muestral, influy6d para este aumento, ya que en la pregunta 2 se
requeria escribir los valores de la variable en la primera columna de la tabla; conviene mencionar
que en el pre-test muchos estudiantes fueron incapaces de llenarla de la manera esperada. Hubo
también varias respuestas en las que ademads se ofrecieron frecuencias razonables, pues el nivel
relacional en el post-test contiene 60% de las respuestas. Nuevamente es de suponer que la
actividad con el software permitié que los estudiantes se dieran cuenta de que hay un patron que
gobierna las frecuencias empiricas (simuladas), a saber, que los valores 0 y 3 suelen tener menos
frecuencia que los valores 1 y 2. Conviene destacar que la actividad y la misma pregunta propician
que los estudiantes piensen en familias de experimentos y no en experimentos individuales, de esta
manera ya no ofrecen respuestas teniendo en mente un solo experimento.

Las frecuencias de respuestas de la pregunta 3 también muestran una mejoria del pre-test al post-
test. Al responder la pregunta en el post-test la mayoria propuso distribuciones que cumplen las
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condiciones de ser numeros decimales o porcentuales y de sumar 1 o 100%; ademas, las 41
respuestas que se ubicaron en el nivel relacional se acercan a las probabilidades tedricas, es decir,
asignan mayor probabilidad al 1 y 2 y menos al 0 y 3. En muchos casos se puede deducir que la
respuesta obtenida fue resultado de una aplicacion informal del enfoque frecuencial de probabilidad
y en dos casos, del resultado del analisis del espacio muestral y la aplicacion de la definicién
clasica. Estas respuestas informales de los estudiantes, se basan en ideas que ellos generaron
durante su actividad y no provienen de la aplicacion de las definiciones, pues estas no se
introdujeron ni se explicaron durante la intervencion. Es de esperar que el significado que atribuyen
a la distribucion sea la de una estructura subyacente en los experimentos, que representa, de manera
aproximada, los patrones que se presentan en la practica. No es posible afirmar esto con certeza,
pero el solo hecho de proponer una distribucion con las caracteristicas sefialadas ya es indicio de
que se comienza a entender este objeto asociado a las acciones realizadas y no como una receta
dada por una definicion.

Concluimos que las actividades realizadas han proporcionado referentes con cierto nivel de
concrecion para los conceptos abstractos basicos de espacio muestral, variable aleatoria, frecuencia,
probabilidad y distribucion. El manejo de estas nociones en la actividad y su uso para responder las
preguntas del post-test ya no esta basado totalmente en su conocimiento intuitivo, sino que reflejan
que se asocian a acciones realizadas y abstracciones de los resultados de esas acciones. En
particular, la aparentemente sencilla tarea de describir los valores de la variable aleatoria es muy
dificil, pues la formulacion de la pregunta le sugiere a los estudiantes significados diferentes al
pretendido, como el de pensar en el resultado de una sola experiencia. En cambio, en el post-test los
estudiantes ya tienen mas claro que las preguntas que se le formulan se refieren a familias de
experimentos Por ejemplo, cabe destacar que en el post-test, las respuestas relacionales a la
pregunta 3, proponen probabilidades que no son la traduccion a fracciones o decimales de las
frecuencias propuestas en el problema 2, algunos dieron la distribucion tedérica y otros una
aproximacion a ésta, probablemente porque con la simulacién percibieron la variabilidad de las
secuencias. El razonamiento informal que desarrollan durante las actividades y que aplican en la
respuesta del post-test los coloca en una mejor posicion que los que no realizan tales actividades
para el estudio formal de los conceptos probabilistas mencionados.
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