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Resumen

Este articulo hace parte del trabajo “Criterios y Prdcticas de Eva-
luacion en torno a la Multiplicacion”, tesis de maestria en proceso,
la cual intenta contribuir al desarrollo del proyecto de investigacion
“Modelos y Précticas Evaluativas de las Matematicas en la Educacion
Basica. El caso del Campo Multiplicativo”, proyecto financiado por
Colciencias y la Universidad Pedagégica Nacional (Cédigol1108-11-
11328). Se realiza en este escrito un anélisis del proceso de apren-
dizaje en torno al concepto de multiplicaciéon desde la perspectiva so-
ciocultural. Es pertinente senalar que la multiplicaciéon es un concepto
que se encuentra estrechamente relacionado con otros como: divisién,
fraccion, razén, proporcién, funcion lineal,. .. y que conforman lo que
Vergnaud (1994) ha denominado el Campo Conceptual Multiplicativo
(CCM), por lo que su aprendizaje integra la necesidad de conectar
estos conceptos con un campo de problemas y situaciones de tipo
multiplicativo. En este sentido cobra importancia la cita de Sfard, en
tanto, por ejemplo el aprendizaje de este concepto requiere un largo
periodo de tiempo.

En la primera parte del articulo se plantean algunos presupuestos
tedricos que se comparten y ayudan a fundamentarlo, posteriormente
se explicita qué es lo que se entiende por aproximacion sociocultural
del aprendizaje de la multiplicacién, integrando la nocién de com-
petencia multiplicativa y finalmente se presenta los andlisis de dos
ejemplos en los cuales se muestra la complejidad de la multiplicacién,
en tanto se videncia el desarrollo de competencias cada vez mas com-
plejas.



MEMORIAS XIV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y II DE ARITMETICA

1. Presupuestos Tedricos

Se comparte a lo largo de este escrito los siguientes planteamientos como
elementos constitutivos:

» FEl conocimiento es operativo, lo que significa que todo concepto se con-
forma a través de las situaciones que vive el sujeto en la accion de
bisqueda de soluciones a los problemas que se plantea (punto de vista
pragmdtico).

» Los conceptos se forman (no se adquieren) a lo largo de un gran periodo
de tiempo. Una sola situacion no basta para instalar un concepto, son
necesarias varias situaciones para que un concepto funcione en sus di-
versos aspectos y para que aparezca la multitud de relaciones que tiene
con otros conceptos.

» [l hecho didactico no debe ser explicado por el estudio aislado de cada
uno de sus componentes y entonces se sigue que es necesario el andli-
sis del “sistema diddctico”(Chevallard, 1998), formado por la triada
profesor-alumno-saber (ensenado), considerando el contexto en el que
el hecho diddctico se produce.

s Para que los saberes matemdticos ingresen a la escuela deben sufrir una
re-elaboracion diddctica, que los re-contextualiza, los re-personaliza vy
los re-temporaliza. Es en esta re-elaboracion diddctica donde se debe
centrar la actividad profesional del maestro de matemdticas, a fin de
posibilitar en los estudiantes una verdadera actividad cientifica. Por
tanto, ensenar, para un profesor, (Douady, 1996, p. 242) es crear las
condiciones que produciran a la larga en los alumnos el saber. Debe-
mos aprender los docentes a no transmaitir conocimientos hechos sino
a plantear las situaciones que hardn que los ninos elaboren sus propios
conocimientos.

Una aproximacion sociocultural del aprendizaje de la multiplicacién consi-
dera que los procesos mentales humanos poseen una relacion esencial con los
escenarios culturales, historicos e institucionales. Ello posibilita identificar
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las nociones y los teoremas matematicos asociados con la multiplicacién co-
mo parte de un cuerpo dindmico de conocimientos reconocidos socialmente.
Luego el sujeto se convierte en un miembro de una cierta comunidad (el
aula de clase de matemadticas). Esto impone en el sujeto la habilidad para
comunicarse en el lenguaje de la comunidad y actuar de acuerdo a sus nor-
mas particulares, en este sentido, las normas se negocian en el proceso de
consolidacion de la comunidad.

En esta misma direccién se comparte con Godino y Batanero (1994) que
los objetos matematicos, en particular el de multiplicacién, deben ser con-
siderados como simbolos de unidades culturales, emergentes de un sistema
de usos ligados a las actividades de resolucion de problemas que realizan
ciertos grupos de personas y que van evolucionando con el tiempo. De este
planteamiento se desprende el hecho que el significado del concepto multi-
plicacion esta intimamente ligado a los problemas y a la actividad realizada
para su resolucién, por lo que es imposible reducir dicho significado a su mera
definicién matematica.

Es posible afirmar, en consecuencia, que el significado del concepto multipli-
cacion deriva del contexto en que estd implicado, entendiendo por contexto
en el sentido de Godino y Batanero (1998), como el conjunto de factores
del mundo extra e intralinguistico que soportan y determinan la actividad
matemdtica, y por tanto, la forma, la adecuacion y el significado de los ob-
jetos puestos en juego en la misma.'

En otras palabras, las dimensiones culturales y sociales no son condiciones
periféricas del aprendizaje matematico sino parte intrinseca del mismo, es
decir, los procesos culturales y sociales son parte integrante de la actividad
matemadtica. Bauersfeld (citado por Godino y Llinares, en prensa) postula
que la interaccién sociocultural puede esquematizarse en:

'El contexto puede describirse como el marco o escenario en que se desarrolla la ac-
tividad matemadtica, y que viene caracterizado por: sus elementos interpretativos (conven-
ciones, reglas) e instrumentales (recursos tecnoldgicos); su organizacién interna, esto es,
la naturaleza sistémica de las relaciones entre sus elementos; y su asociacién a sistemas
expresivos que requieren traducciones mutuas.
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» el profesor y los estudiantes constituyen interactivamente la cultura del
aula.

» [as convenciones y convenios tanto en lo relativo al contenido de la
disciplina, como en las reqularidades sociales, emergen interactivamente.

m el proceso de comunicacion se apoya en la negociacion y los significados
compartidos.

Por lo tanto el aprendizaje de la multiplicacién no se concibe como el com-
promiso de la mente individual que intenta adaptarse a un entorno; por el
contrario, lo que se quiere establecer aqui es que la construcciéon individual
de significados en la clase de matematicas tiene lugar en interaccién con la
cultura de la clase, y al mismo tiempo contribuye a la constitucién de esta
cultura. En dicha interaccién es necesario, por supuesto, el lenguaje, pero no
escindido del pensamiento, esto es, el habla es un practica social, sirviendo en
la comunicaciéon para senalar experiencias compartidas y para la orientacion
en la misma cultura de la clase, mas que un medio de transmisién cultural
en el sentido de Vygotsky.

Las investigaciones realizadas sobre el pensamiento multiplicativo, especifica-
mente la de Vergnaud (1981), reconocen también una posicién sociocultural
del aprendizaje. Desde esta perspectiva este autor senala

“No solo es importante que las situaciones sean clara y exhaustivamente cla-
sificadas desde el punto de vista de la estructura conceptual, sino que también
los invariantes (conceptos y teoremas) sean verbalizados, simbolizados, dia-
gramados o graficados, y asi estos vienen a ser elementos de explicitacion
racional de las concepciones y no sélo elementos remanentes o sélo esquemas
implicitos. Es probablemente una condicién necesaria para la transferencia
de conceptos y teoremas a cualquier clase de valores numéricos y cualquier
dominio de experiencia.”

Esta es la razon por la que estos trabajos consideran importante el lenguaje
y los simbolos, pues la explicacion y la simbolizacién se constituyen en una
ruta importante a través de la cual se posibilita una ganancia en complejidad
cognitiva. En palabras de Vergnaud (2001)
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“Escribir con palabras, asi como mediante simbolos, tiene entonces una fun-
cién importante: de clarificacion, de generalizacién de analisis de las condi-
ciones y de los limites de validez del razonamiento, asi como del laconismo
de las formulaciones y de las férmulas.”

Los signos, pues, una vez mas desempenan un mecanismo de mediacion, por
lo que el lenguaje como medio de interacciéon social cobra vital importancia.

2. La Nocion de Competencia Multiplicativa

Indudablemente esta postura frente al aprendizaje de conceptos matematicos,
por ejemplo el de la multiplicacion, no puede soslayar el estudio del desa-
rrollo de las competencias. En una primera aproximacion, la competencia
matematica se entiende como la capacidad para realizar adecuadamente ta-
reas matematicas especificas. Esta caracterizacion de la competencia matema-
tica esta asociada, o mejor, debe complementarse con la comprension matema-
tica de las técnicas necesarias para realizar las tareas y de las relaciones entre
los diversos contenidos y procesos matematicos puestos en juego. Son estas
relaciones entre los contenidos matematicos las que interesa en la teoria de
Vergnaud de los campos conceptuales.

En términos de Godino (en prensa), la competencia matematica y la com-
prension en matematicas son nociones cognitivas complementarias cuyo logro
implica un proceso de crecimiento progresivo que debe tener en cuenta las
diversas facetas del conocimiento matemaético y sus relaciones con el mundo
empirico. Este crecimiento progresivo puede interpretarse como el desarrollo
de competencias matematicas cada vez mas complejas, tal y como se establece
en la teoria del CCM de Vergnaud, en la cual la nocién de multiplicacion se
hace cada vez mas compleja, por ejemplo, cuando se introducen otros uni-
versos numeéricos distintos de los naturales; ello demanda, por supuesto, una
complejidad para el logro de la comprensién matemaética de la multiplicacion.
De este analisis, no es posible afirmar que se tiene o no la competencia, se
comprende o no se comprende un contenido matematico, pues hay que con-
cebir los procesos en progresivo crecimiento y en este sentido deberian ser
valorados.
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Por lo tanto es necesaria una dialéctica competencia-comprension, teniendo
en cuenta que es imprescindible tener disponible cierta practica “instrumen-
tal” (por supuesto que adquirida en contextos significativos que involucra la
“comprensién”de la misma) para avanzar hacia otras problematicas de “com-
prensiéon” mas complejas.

La competencia es resignificada por Vergnaud, y toma distancia de la carac-
terizacién realizada por Piaget para quien la competencia refiere a la dinami-
ca universal de las estructuras légicas que el sujeto ideal usa en su interaccion
con el mundo. Vergnaud (1981), por su parte, senala que las competencias
complejas de los ninos estan ligadas a formas de conocer a fondo situaciones
y problemas asociados a estructuras conceptuales y argumentativas. En un
trabajo posterior, Vergnaud (2001) define la competencia con criterios (los
cuales se comparten en este trabajo) relativamente diferentes:

m es mds competente el que sabe tratar las situaciones y resolver los pro-
blemas, que aquellos que no los saben tratar;

m es mas competente el que los resuelve de una manera mas economica,
mas fiable, mds rdpida, mads general, o conceptualmente mas elaborada;

m es mas competente el que dispone de una variedad de medios alter-
nativos para resolver los problemas de una misma categoria, y puede
escoger el método mejor adaptado en funcion de los valores que toman
ciertos parametros de la situacion.

En relacion con el segundo criterio establecido por Vergnaud, él mismo pone
de presente el siguiente ejemplo: “;cuanto dinero necesita una abuela para
dar 15F a cada uno de sus 7 nietos?”, a partir del cual manifiesta que ciertos
alumnos pueden recurrir a la adicion 154+ 15+ 15+ 15+ 154+ 154 15 y otros
a la multiplicacién 15 x 7. En seguida dice que los dos procedimientos son
buenos, pero el segundo es més potente y mas econémico que el primero.

Vergnaud distingue entre competencias funcionales y formales. Las primeras
refieren al uso del conocimiento de manera espontanea e inconsciente por
parte del sujeto, en acciones ordinarias, como las labores del hogar, de traba-
jo, en los juegos de los ninos y adultos. La competencia formal, por su parte,
hace referencia a un contenido que es analizado y reflexivo, por lo que hay
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necesidad de simbolizar y representar. En consecuencia, el desarrollo de las
competencias complejas estd permeado por contextos sociales y culturales.
Garcia et al (2003) senala que los procesos de mediacién social y cultural,
tales como la ensenanza, la variedad de situaciones, simbolos, diagramas,
graficas y el punto de vista situacional, identifican al sujeto de la competen-
cia, como sujeto contextualizado, concreto y cambiante, es decir un sujeto
social. Es entonces, gracias a la experiencia social y cultural que pueden de-
sarrollarse las competencias matematicas complejas, es decir, gracias a la
interaccion con el otro, a la adquisicion de pautas sociales y al manejo de
instrumentos culturales.

“Los conceptos y teoremas implicitos no pueden ser naturalmente debatibles.
Entonces una enorme cantidad de la discusiéon que se espera de los estudiantes
en el aprendizaje de las matematicas puede no tener lugar en la matemética
que consta solo de esquemas. Hay necesidad de simbolizacién y formalizacion,
que hacen distintas matemaéticas de una masa de esquemas dirigidos a una
masa de situaciones. (Vergnaud, 1981)”

La representacion es un aspecto capital via la conceptualizacién, pues cul-
turalmente juega un papel importante para la construccién de significado por
parte del sujeto.

Para estudiar y comprender como los conceptos matematicos se desarrollan
en la mente de los ninos y ninas a través de sus experiencias en la escuela y
fuera de ella, Vergnaud plantea que uno necesita considerar un concepto C
como una terna de tres conjuntos:

C = (S,1,R)

S: el conjunto de situaciones que dan sentido al concepto.

I: el conjunto de las invariantes operacionales que pueden ser usadas por los
sujetos para significar dichas situaciones.

R: el conjunto de representaciones simbdlicas, lingiisticas, graficas o ges-
tuales que pueden ser usadas para representar invariantes, situaciones y pro-
cedimientos.

499



MEMORIAS XIV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y II DE ARITMETICA

A partir de esta definicién de concepto introducida por Vergnaud se vislumbra
una complejidad para los conceptos inmersos en el CCM, en particular para el
de multiplicacién, hecho que toma mayor fuerza si se comparte la tesis segiin
la cual los conceptos se forman a lo largo de un gran periodo de tiempo.
Una sola situacion no basta para instalar un concepto, son necesarias varias
situaciones para que un concepto funcione en sus diversos aspectos y para
que aparezca la multitud de relaciones que tiene con otros conceptos.

El nivel de complejidad de la multiplicaciéon empieza a aumentar a partir
del trabajo en distintos universos numéricos y por la experiencia de nuevos
fendmenos. De esta manera, es preciso extender el significado de “nimero de
veces”si se quiere dar sentido a la multiplicacién de fracciones o de niimeros
decimales. En este mismo sentido, una conceptualizacion completa de una
operacién como la multiplicacién implica la comprension del efecto de la
operacion sobre varios nimeros incluyendo naturales y racionales, ello acom-
panado de los nuevos significados del niimero que comporta la multiplicacion,
tal y como lo establece Lamon (en razonamiento multiplicativo afo):

“. . .las estructuras multiplicativas combinan dos magnitudes con diferentes
etiquetas, para producir una cantidad cuya etiqueta no es la misma como
multiplicando o como multiplicador. Por ejemplo, 5 bolsas de dulces con 6
dulces por bolsa producen 30 dulces (no bolsas de dulces ni dulces por bolsa).
En algin momento el resultado es una cantidad intensiva, una nueva unidad
de medida, una relacién especial entre dos cantidades extensivas. Esta nueva
cantidad necesita ser conceptualizada como entidad en si misma, diferente de
las medidas que la componen. Por ejemplo, si un carro viaja una distancia de
207 millas en 3 horas el promedio es méas o menos de 69 millas por hora (no
millas, ni horas). Asi, las estructuras involucran muchas capas de complejidad
cognoscitiva....”

En ultimas, es posible considerar que el problema que plantea la multipli-
cacion es un problema de cambio de unidades, como en el caso de encontrar
el area de un rectangulo, en el sentido de que es dificil comprender cémo
multiplicando la medida del largo cuya unidad se da en c¢m por la medida
del ancho también en c¢m, se obtiene como “por arte de magia”’una unidad
dada en cm?.

Con el propésito de ilustrar y analizar las actividades de tipo cognitivo y el
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desarrollo competencias, se presentan el andlisis de los siguientes ejemplos.

Una libra de yuca cuesta $600, ;cudnto cuestan 5 libras de yuca?,

Este tipo de situacion, generalmente su solucién se ha abordado a partir de
la siguiente relacion ternaria:

600 x 5 = 3000, o 5 x600= 3000

a través de la cual se introduce la multiplicaciéon como suma repetida. Cabe
anotar que esta manera de abordar la solucion del ejercicio, elude, en partic-
ular, el problema del andlisis dimensional, es decir, saber por qué el resultado
de la multiplicaciéon da en pesos y no en libras de yuca.

Vergnaud (2000) senala que este tipo de situaciones corresponde a una
relacién cuaternaria:

1 — 600

5 — X

en la cual dos de las cantidades son de un espacio de medida (1 y 5 son
medidas de peso) mientras que las otras dos son de otro espacio de medida
(600 y 2 son las medidas del valor en pesos).

Esta presentacién permite analizar las diferencias entre la multiplicacion
600 x 5y 5x 600, lo cual muestra que las dos se basan en teoremas diferentes,
que en este caso corresponden a propiedades del isomorfismo que se da entre
los dos espacios de medida (funcién lineal).

Asi, la multiplicacion 600 x 5, muestra la aplicacién del operador escalar x5
(como se muestra en la siguiente figura), que corresponde a aplicar dentro
del espacio de medida valor en pesos, el mismo operador que transforma 1
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en 5 a 600, para obtener 3000, este operador vertical no tiene dimensién, que
corresponde a la propiedad aditiva de isomorfismos:

fA+1+1+14+1)=f(1)+ f(1)+ f(1)+ f(1) + f(1)

de la cual se deriva conceptualmente la propiedad multiplicativa de isomor-
fismos, f(n-1) =nf(1), que para nuestro ejemplo, es f(5-1) = 5f(1), donde
f(1) =600

N° libras de yuca Valor en Pesos
1 600
(><5)< )x5)
5 3000

Este teorema, como lo afirma Vergnaud (1985), se encuentra implicito en
las actuaciones de los estudiantes (teorema en acto) cuando se enfrentan a
situaciones de caracter multiplicativo. Puede apreciarse, en este caso, que
5 puede escribirse como una combinacion lineal, o, lo que es equivalente a
afirmar que entre 1 y 5 existe un operador escalar x5.

Por su parte, la multiplicacion 5 x 600 permite ver la aplicacién del operador
funcional (x600 pesos/libras de yuca), como se muestra en la siguiente figura,
el cual relaciona los dos espacios de medida y es el mismo que se aplica a 1
libra de yuca para obtener 600 pesos, como a 5 para obtener 3000 pesos. Este
operador horizontal tiene dimensién (pesos/libras de yuca). En este caso se
usa la propiedad del coeficiente constante f(x) = az, lo que en el ejemplo,
serfa f(5) = 600 x 5.

N° libras de yuca Valor en Pesos
1(><600 pesos/lib de yuc%)OO

5(><600 pesos/lib de yu(?a(goo
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El analisis presentado permite ver una diferencia a nivel conceptual de las
diferentes maneras para abordar el problema, lo cual muestra cada una un
nivel de competencia diferente. Puede afirmarse, por ejemplo, que el operador
funcional se constituye en un nivel més elaborado puesto que implica no sélo
la nocién de relaciéon numérica sino igualmente la de cociente de dimensiones.
En este mismo sentido, lo que define el desarrollo de competencias multiplica-
tivas cada vez mas complejas en el estudiante, al finalizar la educacion bésica,
es el hecho que reconozca la funcion lineal y sus propiedades como una her-
ramienta mas potente en el tratamiento de situaciones de tipo multiplicativo;
y que esté posibilitado para iniciar el estudio de ésta (la funcién lineal) como
objeto.

De esta manera Vergnaud, al presentar la multiplicacion como una relacién
cuaternaria, evidencia la potencia de la representacion, en tanto permite ex-
plicitar la presencia de la funcion lineal, ya que aparece un operador funcional
que cumple con las propiedades de linealidad.

Ahora bien, el problema anterior se complejiza cuando no es dado el precio
de la unidad, asi el siguiente problema:

Cuatro libras de yuca valen $2400, scudnto cuestan 9 libras de yuca?.

puede ser resuelto por los estudiantes haciendo uso de diferentes procedimien-
tos, cada uno de los cuales muestra niveles de competencia en el tratamiento
de esta situacion. A continuacion se muestra brevemente una aproximacion
al andlisis del problema anterior, tomando como referencia el trabajo de
Vergnaud (2000);

1. Busqueda de la solucion del problema pasando por la unidad y valor
unitario.
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N° libras de yuca Pesos
valor unidad

1 600
’ (1) 4 ’2400

(x9) >>9 X x9)

2. Aplicacién sucesiva de dos operadores (divisién primero): (:4) (x9)

x 9
3. Escritura del operador fraccionario (T>

4. Aplicacion sucesiva de dos operadores, multiplicacion primero

(x9) (: 4)
5. Nocién de razon y de razén-operador:

La razén entre dos cantidades: 9 libras de yuca/ 4 libras de yuca
, x 9 . ,
La razén como operador <T> o Multiplica por la razén
6. Proporcion o igualdad de razones:

9 libras de yuca/4 libras de yuca = xpesos/2400 pesos

7. Igualdad d d ol .
. Igualdad de razones operadores: ( 1 ) = (2400)
8. Regla de tres:
(9 x 2400)
TS

A manera de epilogo:

Estas aportaciones han contribuido de manera importante para rupturar la
idea que la adquisiciéon de conceptos puede continuar siendo considerada
lineal, que es un asunto de presentarlos como listado de temas; al contrario,
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lo que esta demandando la teoria de Vergnaud es la necesidad de crear entre
conceptos nexos horizontales y verticales, y es lo que lleva a este autor a
situar a la multiplicacién dentro de un contexto més grande como el campo
conceptual multiplicativo. Con esta propuesta Vergnaud integra la propuesta
vygotskiana, para senalar que la comprension de los ninos se ve moldeada no
solo a través de la adaptacién al medio fisico, sino a través de interacciones
entre personas en relacion con el mundo, “un mundo no simplemente fisico
aprendido por los sentidos, sino cultural con sentido y significante”, y es en
este sentido que el campo conceptual emerge como un teoria que se aproxima
mejor al desarrollo cognitivo de los estudiantes.
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