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Introducciéon

Este escrito presenta informacion algebraica para construir o definir operaciones
distributivas en algunas estructuras finitas, para luego definir operaciones en tales
estructuras, analogas a la potenciacién y logaritmacion en el conjunto de los
numeros reales.

Particularmente, al estudiar los métodos algebraicos de construccion, se desarro-
lla una serie de aplicaciones (sélo para conjuntos finitos) donde sus algoritmos
se basan, primero, en la informacion algebraica de las proposiciones producto de
dichos métodos, y segundo, en ciclos anidados cuyo objetivo es el de comparar
datos segun tal informacién algebraica; a su vez, las aplicaciones permiten evi-
tar calculos repetitivos y tediosos, frecuentes en estructuras finitas, y se dirigen
a obtener resultados acerca de la construcciéon de operaciones distributivas en
esas estructuras. Todas estas aplicaciones conllevan a disenar en lenguaje Visual
Basic.Net a APLICOP, el software! es una herramienta para lograr nuestros obje-
tivos, en donde el usuario, tiene la posibilidad de interactuar con las aplicaciones,
realizando las actividades que €l crea convenientes para avanzar en el estudio de

'El software libre APLICOP, hace parte del trabajo de grado “SOFTWARE PARA LA
CONSTRUCCION DE OPERACIONES ANALOGAS A LA POTENCIACION, EN ALGU-
NAS ESTRUCTURAS FINITAS”, elaborado por Leonardo Angel y Oscar Molina,bajo la di-
reccién de Carlos Luque y disponible en el Departamento de Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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la tematica propuesta, sin que éstas sean explicitas en la misma.

Los métodos algebraicos a los que se hace referencia, se basan en que en los
grupos abelianos se pueden construir operaciones distributivas con respecto a e-
llos, usando primero, procedimientos recursivos o estudiando el monoide de sus
endomorfismos; se extienden estos procedimientos, para definir operaciones dis-
tributivas con respecto a la multiplicacién, que son analogas a la operacién de
potenciacion entre niimeros reales.

Otro procedimiento que se explora para construir operaciones analogas a la po-
tenciacién, es el de definir homomorfismos entre grupos abelianos y operaciones
distributivas con respecto a ellos, construidas con el método anterior.

Por 1ltimo, se estudia la teoria de indices presentada en la teoria de congruen-
cias, para construir la operacion de indizacién, que es andloga a la operacion de
logaritmacion entre nimeros reales.

Este trabajo estd dirigido a usuarios interesados en construir y/o definir opera-
ciones distributivas, que a su vez permitan definir operaciones en estructuras
finitas, andlogas a la potenciacién y logaritmacién en R. Para ello, este usuario
debe contar con conocimientos basicos acerca de teoria de grupos, anillos, teoria
de nimeros y de estructuras como los sistemas numeéricos.

1. Operaciones Distributivas

Al estudiar las caracteristicas que se deducen légicamente de las operaciones que
conforman las estructuras donde se presentan, surge la posibilidad de demostrar
la distributividad de una de ellas con respecto a la otra, y luego, inferir un método

que permita construir nuevas estructuras en la cuales se presenta la propiedad
distributiva.

Observemos la definicion de distributividad:

Definicién. Dada una estructura algebraica (X, *, o), se dice que o es distributiva
a derecha en X respecto a * si para todo z,y, z € X, se cumple que

zo(yxz)=(voy)*(zo2)

y se dice que o es distributiva a izquierda en X respecto a * si para todo z,y,z € X
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se cumple que
(yx2)ox=(yox)x(z0a)

Si o es tanto distributiva a izquierda como a derecha en X respecto a *, entonces
se dice que o es distributiva en X respecto a .

La definicién de distributividad junto con los enunciados de las propiedades
conmutativa, asociativa, modulativa e invertiva, dieron pie para disenar la apli-
cacion Algebra del software APLICOP, la cual permite verificar si dos operaciones
definidas por el usuario, cumplen con estas propiedades y si una de ellas distribuye
con respecto a la otra.

Las operaciones distributivas se presentan en distintas estructuras algebraicas,
como por ejemplo, en algunas estructuras pertenecientes a los sistemas numéri-
cos, los reticulos y las matrices, de las cuales se infieren caracteristicas relevantes
respecto a tal propiedad.

Particularmente, se destacan ciertas caracteristicas de forma en cuanto a la defini-
cion, tanto de la suma como de la multiplicacién en los diferentes conjuntos
numéricos, las cuales permiten deducir un método para la construccién de una
estructura donde existe la relacién de distributividad entre dos operaciones. Este
método se presenta en la siguiente proposicion y de alguna manera justifica el
hecho de que la relacién de distributividad en una estructura, se hereda de otra
con la cual se construye dicha estructura:

Proposicién 1. Dada una estructura algebraica (X, 4+, %) con las siguientes
caracteristicas:

1. + es asociativa y conmutativa
2. X es asociativa y conmutativa
3. X es distributiva respecto a +

Si se construye la estructura (Y,®, ®) a partir de la estructura (X, +, X), de tal
manera que
Y ={(a,b) | a,b € X}

y las operaciones de suma (®) y de multiplicacion (®) se definen por medio de:

1. zdy=(a+cb+d), y,z@y=(axc+bxdaxd+bxc)d
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2. z@y=(axd+bxcbxd), yrxy=(axcbxd)d
3. z®y=(at+cb+d), yxy=(axcaxd+bxc)o

4. S (X, 4+, %) es un anillo conmutativo, entonces y x Gy = (a+¢,b+d), vy,
r®y=(axc—bxdaxd+bxc)

donde © = (a,b),y = (¢,d), z,y € Y, entonces @ es distributiva respecto a & en
Y.

La anterior proposicion nos permite generar nuevas estructuras algebraicas a par-
tir de cambiar la estructura algebraica (X, +, X) por otra con las condiciones ya
expuestas, de tal manera que en la nueva estructura (Y, @, ®) se continte tenien-
do la distributividad de ® respecto a @ bajo la misma definicién que de & y de
® se tenia, o bien bajo una de las maneras expuestas en tal proposicion.

Ejemplo. Si retomamos las definiciones tanto de & como de ® dadas por el
numeral 1 de la anterior proposicién, en donde a partir de la estructura (R, +, x)
se pretende construir la nueva estructura (Y, @, ®), tenemos que:

Y ={2z=(a,b)|a,b e R}, ysi,z=(a,b),y=(cd),z,y€R, entonces:

rdy=(a+ecb+d), vy,

r@y=(axc+bxbaxd+bxec)

donde ® es distributiva respecto a & en Y.
A esta nueva estructura se le conoce como el anillo conmutativo de los nimeros

dobles o de Clifford.

Analizando la proposicion 1, vemos que en 3 de los 4 casos de definiciones que
se dieron para @ y ®, aparece la misma definicion para & , es decir:

r@y=(a+cb+d)

donde = = (a,b),y = (¢, d), y que las definiciones para ® son distintas, pero todas
conservan las siguientes caracteristicas:

1. Las definiciones dependen unicamente de los elementos a,b,c,d, y de las
operaciones + y x definidas en X bajo las condiciones expuestas.

2. En cada definicion estan presentes los cuatro elementos a, b, ¢, d.

3. No se forman productos entre elementos correspondientes a un mismo par
ordenado.
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Al parecer, para encontrar todas las multiplicaciones (®) que sean distributivas
respecto a @, tendriamos que definir todas las posibles multiplicaciones que sigan
las caracteristicas expuestas. Si fijamos la definicion dada para la adicién

r®y=(a+cb+d)

algunas de las multiplicaciones ®, definidas bajo las condiciones expuestas son:

. z@y=(axc+bxd axd)

2. z®y=(axc+bxdbxc)

(
(
3. z@®y=(bxdaxd+bxc)
4. rz@y=(bxdaxc)

(

5. z@y=(bxd,axc+bxd)

El lector puede demostrar que en cada caso, ® es distributiva respecto a & en Y,
teniendo en cuenta las condiciones bajo las cuales se toma la estructura (X, +, x).
Ahora nos centraremos en que una operacién es una funciéon y que la distribu-
tividad es un caso particular de homomorfismos, para presentar métodos de
construccién de operaciones distributivas tanto internas como externas, en algu-
nas estructuras finitas. Veamos la definicién de homomorfismo:

Definicién. Dadas dos estructuras algebraicas (A, x) y (B, o). Una funcién f de
A en B es un homomorfismo de A en B si se cumple:

flaxb) = f(a)o f(b)
para todo par de elementos a,b € A.

Cuando f es un homomorfismo de A en si mismo, se denomina endomorfismo
de A; al conjunto de todos los endomorfismos de A se denota por E(A).

La definicion de homomorfismos y endomorfismos, nos dio pie para realizar las
aplicaciones Endomorfismosy Homomorfismos del software APLICOP; la primera,
permite encontrar todos los endomorfismos de un conjunto X, a partir de una
operacion definida por el usuario, la segunda, permite encontrar todos los homo-
morfismos de la estructura (X, +) en la estructura (Y, %), a partir de las opera-
ciones + y * definidas por el usuario.
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1.1. La distributividad un caso particular de homomorfis-
mos

Con base en la definicién de operaciones distributivas internas a derecha e izquier-
da, mostraremos el hecho de que la distributividad es un caso particular de homo-
morfismos, y a partir de tal, propondremos métodos para construir operaciones
distributivas a derecha y a izquierda respecto a una dada. En seguida definiremos
operaciones externas, para luego definir y construir operaciones distributivas ex-
ternas con base en el concepto de homomorfismo.

Sea (A, ,0) una estructura algebraica con dos operaciones * y o , cada operacién
o define una funcion

F:A — A4
a — f,: A — A
b — fa(b)=aob
Donde A% = {f: A — A| fes funcién}.

Si o es distributiva a derecha con respecto a *, es decir
ao(bxc)=(aob)*(aoc)
entonces de la definicion de f, se tiene que
fa(b*c) = fa(b) * fa(c)

lo que quiere decir que f, es un endomorfismo de A.

Asi, la distributividad a derecha se puede expresar en términos de homomorfis-
mos. Usaremos este hecho para construir operaciones distributivas.

Proposicién 2 (Construccién de operaciones distributivas a derecha).
Sea (X, *) una estructura algebraica; cada funcion

F:X — E(X)
r— fr: X — X

define una operacion o distributiva a derecha respecto a *, a saber

zoy = fo(y)
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Demostracion. Para todo elemento x,y, 2z € X, se tiene que

xo(yx*z)= fu(y*2) Por definicién de o en X
= fo(y) * fz(2) Por ser f, endomorfismo de X
= (xoy)*(zoz) Por definicién de o en X
Por tanto z o (y * 2) = (z oy) * (x 0 z). O

La anterior proposicién nos permitié realizar la aplicacién Distributivas a derecha
del software APLICOP, la cual permite encontrar todas las operaciones internas
distributivas a derecha respecto a una operacién definida por el usuario.

Notacion. De ahora en adelante, un conjunto A con n elementos se represen-
tara con:

A={0,1,2,3,4,...,(n— 1)}

Cada una de las n" funciones de A en A se representaran con un numero de n
cifras en base n, donde la cifra k-ésima corresponde a la imagen del elemento
k € A por la funcién. Por ejemplo, la funciéon

FiA— A
ar— f(a)=0

se representa con el nimero 0000. .. 0 (n veces) y corresponde a la funcién nimero
0 la cual se notara por fy; en general la k-ésima funcién se notara por fx.

El siguiente ejemplo es una aplicaciéon de la proposicion 2.

Ejemplo. Sea A = {0,1} con la operacién * definida como sigue:

* |0
010
111

O ==

El conjunto E(A) de los endomorfismos de A es:
E(A) = {Eo, B}
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Donde

E():fO:A—>A
ar— f(a)=0

ElzfliA—>A

00— f(0)=0
l— f(1)=1
Si se define la funcién Fy como:
F() A — E(A)

a— Fy(a) = Ey
entonces la operacion
0c:AxA— A

(a,b) — aob= Eyb)

es distributiva a derecha respecto a %, que corresponde a la operacién

—= O O
O OO
o O =

De igual manera:

= La funcién Fi definida por

F1 A — E(A)
0+— F1(0) = Ey
l— Fi(1)=F

define la operacion
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—= O 0
o OO
=l

distributiva a derecha respecto a .

= La funcién Fy definida por

F2 A — E(A)
0+— F5(0) = Ey
1— F5(1) = Ey

define la operacién

—= O O
O OO
O |

distributiva a derecha respecto a .

= La funcién F3 definida por

F3 A — E(A)
a— F3(a) = F4

define la operacién

o|0 1
010 1
110 1

distributiva a derecha respecto a .

Para presentar el método de construccion de operaciones distributivas a izquier-
da (proposicién 4), se tiene en cuenta el hecho de que la distributividad es un
caso particular de homomorfismos. Ademas es necesario tener clara la siguiente
notacion y la proposicion 3:
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Notacién. Denotamos por (XY, %) a la estructura formada sobre el conjunto de
XY de todas las funciones del conjunto Y en el conjunto X, y la operacién

o: XY x XY — XY
(f,g) = f*xg: Y — X
r — (fxg)(x) = f(z)= f(y)

Proposicién 3. Sea (X, x) una estructura algebraica; una funcion

G: X — XX
r — g, X — X
y — g:(y)
tal que
Garz(Y) = 92(y) * 9-(y)

es un homomorfismo entre X y XX.

Demostracion. Para todo =,y € X, se tiene que

G(T *Y) =¢auy Por definicién de G
=gz * Gy
=G(z) * G(y) Por definicién de G
Por tanto G(x x y) = G(x) * G(y). O

Proposicién 4 (Construccién de operaciones distributivas a izquierda).
La funcion G definida en la proposicion 3, define una operacion

AXxX —X
(,y) — v Ay = g.(y)

distributiva a izquierda con respecto a .

Demostracion. Para todo elemento x,y, 2z € X, se tiene que

(% 2) A Y =0usz(y) Por definicién de A en X
=9x(y) * 9:(y)
=(xAy)*x(zAy) Por definicién de A en X
Por tanto (z*2) Ay = (x Ay) * (2 Ay). O
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Este método nos permitio realizar la aplicacion Distributivas a izquierda del soft-
ware APLICOP, la cual permite encontrar todas las operaciones internas dis-
tributivas a izquierda respecto a una operacién definida por el usuario.

Veamos un ejemplo en donde se utiliza la proposicion 4:

Ejemplo. Sea A = {0,1} con la operacién * definida como sigue:

* |0
010
111

O ==

El conjunto A4 de las funciones de A en A es:

AY = {90, 91,92, 93}
donde

g():A—>A

gliA—>A

ggiA—>A

ggiA—>A

Si se define la funcion Gy como:
Gy: A— A1
a — Go(a) = go
entonces la operacion
0:AxA— A
(a,8) — a0 b = go(b)

es distributiva a izquierda respecto *, que corresponde a la operacién
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o|0 1
010 O
111 0
De igual manera:
= La funcién GGy definida por
Gy: A— A4
0r— G1 (0) = 4o
l—Gi(1) =g
define la operacién
o|0 1
010 O
110 1
distributiva a derecha respecto a .
= La funcién G5 definida por
Gy: A — A4
0r— GQ(O) = 4o
1 — Ga(1) = ¢2
define la operacién
o|0 1
010 O
111 0
distributiva a derecha respecto a .
= La funcién G35 definida por
Gs: A — A1
0r— Gg(O) = 4o
1— G5(1) = g3

define la operacion

626



SOFTWARE PARA LA CONSTRUCCION DE OPERACIONES DISTRIBUTIVAS...

—= O 0
_— OO
— O

distributiva a derecha respecto a .

A partir de los anteriores métodos para la construccion de operaciones distribu-
tivas a derecha e izquierda y de la proposicion 5, presentaremos un método para
construir operaciones distributivas respecto a una dada (Proposicién 6):

Proposicién 5. Sea (X, *) un semigrupo abeliano, entonces E(X) es cerrada
para la operacion:

¥ E(A) x E(A) — E(A)
(f,g) — fx'g: A — A
r o ([+g)()=f(z)* f(y)

Demostracion. Sean fy g dos elementos de E(X), luego

(f ¥ g) (@ xy) = f(zxy)*g(x *
= (f(z) * f(y)) * (9(x) * g(y))
= (f* g)(x)* (f ¥ g)(y)

lo cual inicamente es cierto si * es asociativa y conmutativa. U

Y) Por definicién de " en F(A)
(g(
*

Proposicién 6 (Construccién de operaciones distributivas). Sea (X, %) un
semigrupo abeliano. Cada funcion

H: X x FE(A) — E(X)
r +— hy: X — X

que sea homomorfismo, define una operacion

¢ X xX—X

distributiva respecto a x en X.
Demostracion. Por la proposiciéon 2, para todo elemento x,y, z € X, se tiene que
¥y *z) = (x4y) * (z42)
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Teniendo en cuenta que H es un homomorfismo de X en E(X), entonces
H(JL‘ * y) = hac*ya Y,
H(xxy)=H(x)* H(y) = hy * hy

con lo cual
Ngsy = hg * hy

Asi, por la proposicion 4 se tiene que

(zx2)0y = (v#y) * (24y)

2. Operaciones distributivas externas

Hasta el momento, dado un conjunto finito X con una operacién (interna) x
definida en él, hemos estudiado ciertos mecanismos, por medio de los cuales es
posible construir otras operaciones (internas) o que son distributivas respecto a
x en X. Ahora, dado un conjunto X dotado con una operacion interna *, estu-
diaremos maneras de construir operaciones distributivas externas respecto a la

operacién * en X.

Definicién. Dadas dos estructuras algebraicas (X, ), (Y, o), se dice que:

1 Una operacion externa

o X XY —Y

(x,y)»—>xoy

es distributiva respecto a o en Y si para todo x € X y todo y,z € Y, se

cumple que
re(yoz)=(rey)o(rez)

11 Una operaciéon externa

X XY — X

(x,y) — x<y

es distributiva respecto a * en X si para todo z,y € X y todo z € Y se

cumple que
(xxy)dz=(x<z)*(y<z2)
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Aunque la anterior definiciéon incluye todo tipo de conjuntos arbitrarios X
e Y, nosotros nos centraremos en el estudio de las operaciones distributivas
externas en conjuntos finitos.

Teniendo en cuenta los métodos de construccion de operaciones distributivas in-
ternas, formularemos métodos para la construccién de operaciones distributivas
externas.

Proposicién 7 (Construccién de operaciones distributivas externas a
partir de (i)). Sean (X, *) e (Y,0) dos estructuras algebraicas; cada funcion

F:X — E)
r— fp Y — Y

define una operacion externa < distributiva respecto a o en'Y, a saber

zoy = fay)
Demostracion. Para todo z € X, y,z € Y, se tiene que
xo(yoz)= fulyoz) Por definicién de ¢
= f.(y) o fu(2) Por ser f, endomorfismo de Y
=(xoy)o(roz) Por definicién de ©
Por tanto z ¢ (yo z) = (zoy) o (x ¢ 2) O

Este método nos permitié diseniar la aplicacion Distributivas externas I del soft-
ware APLICOP, la cual permite encontrar todas las operaciones externas de
X xY enY, que son distributivas a respecto a una operacién definida en Y por
el usuario.

Proposicién 8 (Construccién de operaciones distributivas externas a
partir de (i1)). Sean (X, ), (Y, 0) dos estructuras algebraicas; cada funcion

G: X — XY
r — g, Y — X
y — g:(y)
tal que
9oz (Y) = 92(y) * 9:(y) (1)
define una operacion e dada por
z ey =g.(y)

que es distributiva con respecto a x en X.

629



MEMORIAS XV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y III DE ARITMETICA

Demostracion. Para todo elemento x,y, 2z € X, se tiene que

(xx2) @y = guiz(y) Por definicién de o
= 92(y) * 9:(y) Por (1)
=(rxey)x(zey) Por definicién de o
Por tanto (z*z2)ey = (zey) x (zey). O

Este método nos dio pie para disenar la aplicacion Distributivas externas II del
software APLICOP, la cual permite encontrar todas las operaciones externas de
X xY en X, que son distributivas a respecto a una operacion definida en X por
el usuario.

Se han expuesto diversos métodos para la construccion de operaciones distribu-
tivas tanto internas como externas, partiendo del hecho de que la distributividad
es un caso particular de homomorfismos; utilizaremos este aspecto para construir
en algunas estructuras finitas, operaciones analogas a la potenciacién definida en
el conjunto de los numeros reales (R).

Para ello, observamos? cémo se construyen o definen las operaciones de poten-
ciacion en varios conjuntos numéricos. De esta observacién, concluimos que las
funciones recursivas es una forma de hacerlo, que el concepto de homomorfismo
aparece de nuevo, y en particular, que la potenciacién es distributiva a izquierda
respecto a la multiplicacién. Ademas observamos algunos ejemplos de operaciones
distributivas definidas en conjuntos finitos (particularmente en Z,,), de los cuales
inferimos tales métodos.

3. Operaciones de Potenciacion

A la operacién de un monoide abeliano, (X, *), la llamaremos adicién o suma
(+); por ejemplo, la suma definida en los nimeros naturales, enteros, racionales
y reales.

Si en la misma estructura definimos una segunda operacién (o) que sea distribu-
tiva a derecha o a izquierda respecto a la adicién, a tal operacion la llamaremos

2Observaciones que omitimos es este escrito. Para més informacion, consultar el trabajo de
grado ”SOFTWARE PARA LA CONSTRUCCION DE OPERACIONES ANALOGAS A LA
POTENCIACION, EN ALGUNAS ESTRUCTURAS FINITAS.
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multiplicacién (x); por ejemplo la multiplicacién definida en los nimeros na-
turales, enteros, racionales y reales.

El estudio realizado de las operaciones distributivas, nos lleva a observar que no
existe una unica “multiplicacién”, es decir que no existe solamente una operacion
que sea distributiva con respecto a la “suma’.

Ahora, si definimos una operacién que sea distributiva a izquierda respecto a
la multiplicacién, a esta operacién la llamaremos potenciacién, la cual es una
tercera operaciéon®, que viene a darnos resultados interesantes acerca de una es-
tructura.

3.1. Potenciacién en 7Z,

Se presentan a continuacion, 5 métodos para construir operaciones de poten-
ciacién en Z,:

1. Hasta el momento, una operacién que forma una estructura de monoide en
algin conjunto, permite definir por recurrencia* o funciones recursivas, una
operacién distributiva respecto a ella. Consideremos entonces este camino
para construir una operacion distributiva respecto a la multiplicacion en
Lo,

A partir de la funcion sucesor, definimos:

a:ly — Ly

b+— a(b) = a°
donde:
a(0)=a’ =1
a(l)=a'=a’ x, a
a(2)=a*=a' x,a=(a"x,0a) X, a=ax,a

akt)=d" =d* x,a

an—1)=a""'=a"?*x,a=(a""?x,a) X, a

30peracién no en un sentido estricto, por cuanto existen elementos para los cuales tal op-
eracién no esté definida, por ejemplo 0° en R.

4Teniendo en cuenta que primero se debe definir en la estructura una funcién sucesor o un
orden.
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de ella se desprende que la expresién a® significa poner a veces b y multi-
plicar, lo que significa reiterar la multiplicacién moédulo n.

Asf la operacién de potenciacién® (g) en Z, se puede definir como:

g Ly X Lyy — Ly
(a,b) — g(a,b) = a’

la cual es distributiva a izquierda respecto a X,,.

La operacién potenciacién (g) define un homomorfismo entre los monoides
(Zn,+) y (Zy, %), es decir:

ab—i—c — ab + a®

Su demostracion se realiza con el mismo hecho que se utilizé para definir la
potenciacién (g), es decir la recurrencia. De igual manera la potenciacién
(9), cumple la propiedad a®* = a®*¢ y su demostracién se basa también en
la recurrencia.

b

[}

Definicién. Dada la expresion a” = ¢, donde a, b, ¢ € Z,,, llamaremos a “a
base, a “b” indice® y a “c” potencia.

2. Otro método para construir operaciones de potenciacién en anillos (Zy,, +, X»)
es a partir de los homomorfismos entre (Z,, +n) ¥ (Zn, Xn).

Para cada a entre 0 y n — 1, sea

fa: (Zny4n) — (Zn, Xn)
br— fu(b)

un homomorfismos entre (Z,,+,) y (Zn, x»), donde f,(b) = a’,a y b no
son simultaneamente cero. Puesto que

fa(0) =1

5No es una operacién en sentido estricto, ya que 0° no est4 definido, aspecto que no interfiere
en el desarrollo del estudio.

6GAUSS, C. F., Disquisitiones Arithmeticae. Bogotd: Academia Colombiana de Ciencias
exactas, fisicas y naturales. 1995. p. 46.
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y que
fa(07) = fa(b) 40 fa(1)

entonces dando valores a f,(1), encontramos n homomorfismos que definen
la operacién de potenciacion en Z,.

3. A través del estudio de operaciones isomorfas, podemos encontrar otro
mecanismo para construir otras potenciaciones en Z,. Es decir que por
ejemplo, si tomamos a (Z,, +n, Xn, a’), y construimos las operaciones +', x’

y a® isomorfas a +,, X,, v a’ respectivamente, por medio de una funcién

!
biyectiva f, entonces x’ serd distributiva respecto a +', ya® sera distributiva
respecto a x’. Reiteramos que a’ es una operacién de potenciacién.

4. Utilizando el método de construccién de operaciones distributivas a izquier-
da, podemos construir operaciones de potenciacién, a partir de encontrar
operaciones distributivas a izquierda respecto a la multiplicacion en Z,.

5. Con base en la parte ii de la definicién de operaciones distributivas externas
entre las estructuras (Zy, X) y (Z,-1,+, X), podemos construir operaciones
de potenciacion externa, a partir del método de construccion correspondien-
te.

En adelante nos referiremos a la operacion externa que es distributiva respecto a
la multiplicacion, que ademas, se asemeja a la operacion de potenciacién genera-
da a partir de funciones recursivas (salvo el resultado de 0°), como potenciacion
externa.

Hasta el momento hemos estudiado ciertas estructuras algebraicas de Z, que
nos permitieron construir métodos para definir operaciones de potenciacion; aho-
ra trabajaremos otras estructuras algebraicas de Z,, que nos serviran posterior-
mente, para obtener resultados acerca de la definicién de operaciones equivalentes
a la potenciacion y analogas a la logaritmacién de los niimeros reales.

Proposicién 9. (®(n), x,,) es un grupo ciclico, si y sélo si, n = 2,4,p*, ‘o 2p"
donde p es un nimero primo impar, k € N y ®(n) es el conjunto de los primos
relativos con n menores que n)".

Como un corolario de la proposicion anterior, se tiene:

Proposicién 10. Si p es un nimero primo, entonces (Zp —{0}, X p) es un grupo
ciclico.

"PEREZ, E., Estructuras algebraicas, Bogota: Universidad pedagégica, 2002. p.74
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Los generadores de ®(p), en adelante serdn importantes, por cuanto nos permi-
tirdn definir una operacién en algunas estructuras de (Z,,+, X), andloga a la
logaritmacion en R.

Definicion. Raices primitivas

A los generadores de ®(p) se les llama raices primitivas® médulo p (les llamaremos
también, raices primitivas de Zp). Al conjunto de todos los generadores de ®(p)
lo notamos con R(®(p)).

La definicion de raices primitivas junto con la potenciacién externa permitieron
disenar la aplicacion Raices Primitivas del software APLICOP, la cual permite
determinar cudles son las raices primitivas de un Z, dado, donde n es un primo
impar, una potencia de tal, o dos veces tal potencia; ademas muestra las poten-
cias de estas raices primitivas a partir de la potenciacion definida por funciones
recursivas.

Con base en la proposicién 9, podemos concluir que en Z,, con n = 2,4, p",
donde p es un primo impar y £ € N es posible encontrar raices primitivas que nos
permitan generar a ®(n) por medio de la potenciacién.

Estudiando los grupos ciclicos (®(n), X,,), y sus raices primitivas, observamos
condiciones propicias®, para la construccién y definicién de operaciones'® rela-
cionadas con la potenciacién externa en Z,, en el mismo sentido que lo es la
logaritmacion con la potenciacion en el conjunto de los niimeros reales, mostran-
do primero ejemplos de diversas maneras para definir el logaritmo en tal conjunto,
como lo estudiaremos a continuacion.

Observemos primero esta relacién en R, para luego definir la operacién de in-
dizacién, aquella que seria equivalente a la potenciacion en Z, y analoga a la
logaritmacion en R

4. Una operacién en 7Z, analoga a la logarit-
macion en R

En el conjunto de los nimeros reales (R), se tiene que la potenciacién es equi-
valente a la logaritmacion, en los casos en que logaritmo (log) esté definido, es

81bid., p. 74.

9Condiciones propicias en el sentido de que cada elemento de ®(p) se puede obtener a través
de una potencia de una rafz primitiva y que cada rafz primitiva genera por completo a ®(p).

10Estas operaciones estdn basadas en la teoria de indices de Gauss, F. para las congruencias
modulo n.
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decir que si a,c € R (R* el conjunto de los niimeros reales positivos) y b € R
entonces

a® =c es equivalente a b= log, c

La logaritmacién se puede definir a partir de la siguiente funcion:

Log :RT" xRt — R
(a,b) — Log(a,b) =log, b= c

la cual define un homomorfismo entre los monoides (R, x) y (RT,4), es decir
log, (b x ¢) =log, b+ log, c
como consecuencia del homomorfismo que cumple la potenciacion, es decir:
Y = 2% x ¥

De igual forma que la potenciacién no es estrictamente una operacién, la logarit-
macion bajo las restricciones dadas, tampoco lo es. Nos parece interesante estudiar
si las estructuras algebraicas (Z,,, +, X ) permiten construir una operacién analoga
a la logaritmaciéon en R, de manera similar a como se hizo en este conjunto, es
decir a partir de la potenciacion.

Como hemos observado en este trabajo, a lo largo del estudio de Z,, y sus es-
tructuras con + y X , existen ciertos subconjuntos de 7Z, que con x forman
una estructura de grupo conmutativo, y ademas, bajo ciertas condiciones, dichos
grupos son ciclicos. Puesto que en estos grupos ciclicos existen elementos (raices
primitivas) que generan a todo el conjunto, entonces éstas estructuras son pro-
picias para definir tal operacién andloga a la logaritmacién, la cual llamaremos
indizacién.

Con base en la proposicion 9, sabemos las condiciones particulares de n para
que ®(n) sea un grupo ciclico. Ademas, sabemos que los Z,(p primo) con p ele-
mentos, son los conjuntos para los cuales el conjunto ®(p) tiene el mayor nimero
de elementos distintos, es decir p — 1, y por tanto el mas cercano, en numero
de elementos, a Z,. En segunda instancia estdn los Z, con n = p*(p primo y k
natural), para los cuales el conjunto ®(n) tiene p*~(p — 1) elementos.

En lo que sigue, definiremos la operacién de indizacién, primero en los Z, con p
un primo impar y posteriormente sobre los deméas Z, para n = p*(p primo y k
natural).
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4.1.

Operaciones de la indizacién

Los Z, que estudiaremos, seran para los cuales n es 2, 4, una potencia de un
primo impar o dos veces dicha potencia.

1.

Para el caso particular n = 2, ®(2) = {1}, luego 1 es una raiz primitiva que
genera a todo el conjunto ®(n) = {1}, es decir que existe un tnico indice
para 1 en base 1 que es 1.

Para el caso particular n = 4, ®(4) = {1, 3}, y alli 3 es la tinica raiz primitiva
que genera todo ®(4), donde 3! = 3 y 3> = 1, luego se puede definir la
indizacion con respecto a la raiz 3 con la funcién:

inds : P(4) — Zs
3—1

1—3

Para el caso en el cual n = p*, o n = 2 x p¥ donde p es un primo impar,
y k es un nimero natural, ®(n) (para ambos casos) es un conjunto con
°linebreakp™ ! (p—1) elementos, que posee ¢(p™ ' (p— 1)) raices primitivas,
la operacién de indizacion se define como:

Ind : R(®(n) — Zyn)
(a,b) — Ind(a,b) = ind,b = c

donde a® = b, ¢(n) indica la funcién ¢ de Euler, es decir el nimero de primos
relativos con n, menores que n.

Ejemplo. Sea p = 3, y n = p*> = 9. Tomemos a (Zg, +, x) con la potenciacién
externa.

®(9) = {1,2,4,5,7,8}

R(®(9)) = {2,5}

La operacién de indizacion esta dada por:
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Ejemplo. Seap =5,y n = 2xp = 10. Tomemos a (Z19, +, X ) con la potenciacién
externa.

®(10) ={1,3,7,9}

R(®(10)) = {3,7}

La operacién de indizacion esta dada por:
indoc |13 7

3 0 1 3

7 0 3 1

N DN O

Proposicion 11. La funcion

indq : ®(n) — Zgn)

b—— indb=c

donde a® = b, es una funcion biyectiva.

Para el grupo ciclico (®(n), x) con la operacién de indizacion ya definida, exis-
ten ciertas propiedades que permiten calcular indices en una base dada; dichas
propiedades se enuncian a continuacion:

Proposicion 12. La operacion de indizacion, define el homomorfismo
ind,(x X y) = ind,x + indyy
Corolario. La operacion de indizacion cumple la igualdad

T
ind,— = ind,x — 1nd,y
Yy

Proposicion 13. La operacion de indizacion cumple la iqualdad
ind,(x¥) =y X ind,x

Proposicién 14. Dado un numero d € ®(p), y a,b € R(P(p)), entonces
indyd = ind,d X indya

Ejemplo. Seap =7,y n = 2x7 = 14. Tomemos a (Z14, +, X) con la potenciacién
externa.
®(14) = {1,3,5,9,11,13}

R(®(14)) = {3,5}

Dada la raiz primitiva 3, encontramos que
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A partir de ésta y de la proposicion 13, podemos encontrar los indices corres-
pondientes a la raiz primitiva 5, asi:

Sabiendo que inds3 = 5, entonces para cada d € ®(14) luego:

Con lo anterior, podemos resolver cierto tipo de ecuaciones en Z,, con n bajo las
condiciones expuestas para poder definir la operacion de indizacion, veamos:

Ejemplo. Resolvamos la ecuacion
11 x5 =9% x 3

en el campo (Zi4,+, X) con la potenciaciéon externa. Aplicando la funcién de
indizacion con la raiz primitiva 3, a los elementos 11 x 5% y 9% x 3, se tiene:

indsll x 5% 4+ ind39* x 3

y por proposicién 12
ind3ll + z X indsd = x X ind39 + inds3

44 (xx5)=(xx2)+3
sumando a ambos lados el inverso aditivo de 4 y de (z X 2) en Z3, tenemos

rxb—(rx2)=1+2

rx(b—2)=3
T XxX3=3

De donde, z = 1,3 o 5.

Con el estudio de las operaciones distributivas, particularmente las externas, fue
posible definir una operacién (no en sentido estricto) en estructuras de Z,,, anélo-
ga a la potenciacién en R con el uso de homomorfismos, y a partir de ésta y de
la teoria de indices, una operaciéon en algunas estructuras de Z,, andloga a la
logaritmacion en R, que se denominé indizacion, la cual cumple con propiedades
similares a las de la logaritmacién y permite resolver ecuaciones como las expues-
tas en los ejemplos anteriores.
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