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Capitulo 3. Aspectos socioepistemoldgico en el andlisis y rediseio del discurso matemético escolar

CONSTRUCCION DE GRAFICAS DE FUNCIONES RACIONALES

Beatriz Alejandra Veloz Diaz y Rosa Maria Farfan Marquez
Cinvestav. México
betty.vdiaz@gmail.com

Resumen. En este trabajo, el lector encontrard una manera rapida y sencilla de obtener la gréfica de una funcion racional
con la ayuda de elementos bésicos y caracteristicos de los polinomios. El método propuesto permite bosquejar graficas a
partir de un andlisis visual, utilizando herramientas analiticas, numéricas y sus relaciones; se basa en operaciones bdsicas
entre grdficas a través de tres consideraciones fundamentales: La identificacion de las raices de la funcion, el andlisis de
regiones y la multiplicidad de las raices

Palabras clave: Graficacién, visualizacion, funciones racionales

Abstract. In this paper, the reader will find a quick and simple way to get the graph of a rational function with the help of
basic elements and characteristic of the polynomials. The proposed method allows graphical sketch from a visual analysis
using analytical tools, numerical and their relationships; it is based on basic operations between graphs through three
fundamental considerations: Identifying the roots of the function, the analysis of regions and the multiplicity of the roots

Key words: Graphing, visualization, rational functions

Introduccion

En este trabajo se presenta una manera rapida y sencilla de obtener la grifica de una funcion
racional con la ayuda de elementos basicos y caracteristicos de los polinomios. Graficar funciones
es una actividad muy util para apreciar visualmente los cambios en un fenomeno descritos por
dicha funcién, esta es una de las razones por las que se recurre al Método de las Operaciones
propuesto por (Cantoral & Montiel, 2001) el cual permite bosquejar graficas a partir de un analisis

visual, utilizando herramientas analiticas, numéricas y sus relaciones.

Estas herramientas son necesarias para el dominio del Método, por tanto, los principales
conocimientos para utilizarlo son: factorizacion de polinomios, conocer los distintos tipos de
asintotas (verticales, horizontales y oblicuas), graficacion de funciones pares e impares,

identificacion de raices, entre otros.

El método se basa en operaciones basicas entre graficas a través de tres consideraciones

fundamentales:

I. La identificacion de los cruces de la grafica de la funcién con el eje X, es decir, la

identificacion de las raices de la funcion.
2. La determinacion de regiones clave y sus signos (el analisis de regiones).

3. La multiplicidad de las raices.
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La elaboracion de las graficas de las funciones racionales, requiere de algunas definiciones que
ayudaran a desarrollar una indagacién profunda y exhaustiva de la informacién representada en

ella:
% Una uncion racional ¥ = X} es una funcién que tiene la forma:
A

P(x) ayx"+a, x""'+L +ax+a,
O(x) b,x"+b, x""+L +bx+b,

m-1

f(x)=
Donde P y Q son polinomios, cumpliendo la condicién de que @(x) # 0.

7

% En Matematicas, la grdfica de una funcién v = f(x) es la visualizaciéon de la
correspondencia entre los elementos del conjunto dominio y los del conjunto imagen

mediante su representacion iconografica.

Método

I. Analizar los grados de los polinomios P(x) y Q(x).

2. Partir de una funcidon expresada como el producto de factores irreducibles, tanto en el

numerador como en el denominador.

3. lIdentificacién de los cruces y las indeterminaciones (asintotas) de la grafica de la funcion

con el eje X.

7

% Los valores que anulan el numerador, seran conocidos como raices de la funcion.

7

¢ Los valores que anulan el denominador, son las asintotas verticales.

4. Determinacion de regiones clave y sus signos dividiendo en intervalos y utilizando valores

de prueba.
5. La multiplicidad de las raices y las asintotas verticales.
6. Determinar la existencia de asintotas horizontales o de asintotas oblicuas.

7. Establecer el comportamiento de la gréfica de la funcion cuando x — *an.

Ahora veamos con detalle las caracteristicas de cada uno de los puntos que se incluyen en el
método de las operaciones para funciones racionales.

*

« Grados de los polinomios.

Identificar los grados de los polinomios P(x) ¥ @Q(x) permitira, en primer lugar, la clasificacion

de la funcidn racional en tres casos, a través de los cuales sera posible guiar la construccién de la
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grafica. Dichos casos que se muestran a continuacion, debieron ser vistos con anterioridad, sino
divididos de esta manera, si al menos se debe estar familiarizado con ellos para un entendimiento

mas fluido. En segundo lugar, se podra comprender el comportamiento de la funcion para cuando

x tiende a oo,

Caso |
k

flx)=-— keER
x

Para graficar este tipo de funciones sélo basta con tener en cuenta el valor de k.

a. Si k>0 entonces las ramas de la hipérbola estaran en el primer y tercer cuadrante, como en la

figura |:

Figura 1.

b. Si k<0 entonces las ramas de la hipérbola estaran en el segundo y cuarto cuadrante, como

en la figura 2:

g

Figura 2.
Caso 2

ax + b
= ] 0
flx) p—— a,c +
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En este caso, se identifican una asintota horizontal definida por las constantes a y ¢, de la forma

a , . . —d
¥ = — yunaasintota vertical especificada por ¥ = —. Observa la figura 3:
c c

Figura 3.

Caso 3

e x—y)x—wn).(x—x)
f) =y G BG—B) B ™

‘b, # 0

Este tipo de funcién racional, requiere que se consideren los demas pasos del método de las
operaciones. Para el grado de la funcion racional se tomaran en cuenta el grado del numerador y

el grado del denominador:

las potencias menores de x
son irrelevantes cuando x — +oo

n—1
anx"l-i» a, x" +---+ax—+ a(,l

7’ (x) - bmx"'l + b,

X e+ Bx+ B, |

2

Al observar el grado de la funcion, se podra determinar su comportamiento global.

% Sin=m el grado de la funcién es |, su comportamiento global sera como el de una

constante y tendra asintota horizontal en :T: ; osea que la funcion tendera a ese valor
cuando x — +00,

 Si n < m el comportamiento global de la funcién tendrd la forma de i, su asintota
horizontal sera en cero, al igual que tendera a cero cuando x —* 109,

« Sin>m el grado de la funcién sera la resta del grado del numerador menos el grado del

denominador, tenderd a infinito cuando x —* 1 pero si la diferencia de los grados es

uno, entonces, se tiene una asintota oblicua.
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« Esto es, que si el grado de la funcién es par, el comportamiento global tendra la forma de

una parabola.

¢ Y si el grado de la funcién es impar, su comportamiento global tendra la forma de una

funcion lineal (recta, cubica, etc.)
Determinacion de regiones clave y sus signos dividiendo n intervalos y utilizando valores de prueba

El analisis de las regiones clave, se puede apoyar del uso de una tabla, en la cual se coloquen los
intervalos en los que se secciona el eje X, considerando tanto los puntos donde se ubican las
raices como aquellos en los cuales se ubican las asintotas verticales, un valor de prueba y el signo
resultante de cada binomio. El objetivo es analizar el comportamiento de los signos en cada una de
las regiones definidas por los intervalos y asi determinar si la grafica esta por encima o por debajo

del eje X, ejemplo:

Intervalo Valor de prueba Operaciones Signo
(-,-2) -3 (M) = g
(-2,0) - ()= -
(0,3) 2 (H ()= +
(3,+) 4 HEOEH)= -

Multiplicidad de las raices

Sea (x — ¢)™ un factor de f, donde m = 1 es natural, se dice que x - ¢ tiene multiplicidad m y se

caracteriza de la siguiente manera:

®

¢ Sim = [, x— c es de multiplicidad simple.

K/

% Sim es par, x — c es una raiz doble/repetida.

7

¢ Sim es impar, x — ¢ es una raiz de multiplicidad impar.

Y al graficarlas ocurre como en la figura 4:

(e ()) (. () (e ())

b) raiz de multiplicidad c) raiz de multiplicidad
impar par

a) raiz simple
Figura 4.

Para raices y asintotas se observa un comportamiento local.

Notese que al hablar de raices, la expresion “x — c¢” no es la raiz. La raiz es el valor x = c.
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Asintotas verticales

El comportamiento de la grafica de f cuando existe una asintota vertical, depende de si la

multiplicidad del factor es par o impar, ya que:

¢+ Si la multiplicidad de la asintota es PAR, la grafica es simétrica respecto a la asintota (figura

5).

¢ Si la multiplicidad de la asintota es IMPAR, la grafica es asimétrica respecto de la asintota

(figura 6).
3 o
- -
Figura 5. Figura 6.
Ejemplo _ (.x - 5)2 (x + 1)
y - 7 > 7
x-2

Se observan sus caracteristicas:

El grado total de la funcion: 3-1=2.
Signo: positivo.

Comportamiento global: Parabola.
Sus raices estan en: -1 y 5.
Asintota en: 2

7

% El comportamiento local alrededor del 5 es como el de una funciéon cuadratica
7

« El comportamiento local alrededor de -1 es el de una recta.

Un primer bosquejo se observa en la figura 7:
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Ahora, se hace un analisis en cada intervalo para encontrar el signo de la funcion.

Figura 7.

Intervalo Valor de prueba Operaciones Signo
e[ 2 (@0 +
-
(-1,2) 0 B _ -
o
(2,5) 3 w B +
-
(5.%) OGN :
)

. . i 1
Notese que alrededor del punto 2 el comportamiento local es de la forma de la grafica de =

Por lo que el bosquejo completo queda como en la figura 8; en la figura 9 se aprecia la grafica

exacta, utilizando software:

o1

2 3 4 3 & 7

Figura 8.

Figura 9.

Todos los elementos graficos y conceptos matematicos utilizados en este Método deben

pertenecer al conjunto de conocimientos previos de los usuarios de éste, tanto alumnos como

profesores; de esta manera el uso del Método tendra una fluidez que se podra agilizar con la
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practica y realizacion de distintos ejercicios para dominarlo por completo. Y siempre se podra
utilizar algin software para hacer la comprobacion, sin embargo, esto se recomienda sélo al
principio cuando se esté aprendiendo, ya que el objetivo es prescindir de de dichas herramientas

computacionales.
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