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Resumen

Nuestro proyecto aborda una de las ideas fundamentales en los cursos de Probabilidad y
Estadistica en las instituciones de ensefianza universitaria: la variable aleatoria. Este concepto
se apoya en muchos otros conceptos matematicos y probabilisticos y sirve a su vez de soporte
a gran parte de los temas en probabilidad y estadistica. El proyecto didactica de la variable
aleatoria se fundamenta en la Teorfa de Situaciones Didacticas y en este articulo
profundizaremos en una exploracién cognitiva como complemento del analisis preliminar que
propone la metodologia de la Ingenierfa Didactica. En esta primera etapa se buscara saber cual
es el estado de apropiaciéon de algunas ideas fundamentales estocasticas relativas a la variable
aleatoria en dos estudiantes que se acaban de integrar al nivel universitario.

1. Introduccion

Existe un rezago en las instituciones educativas en comparaciéon con la demanda que las
sociedades exigen del uso de la estadistica a sus ciudadanos y profesionistas. Se hace necesario
abordar la ensefianza de la probabilidad y la estadistica desde una perspectiva cientifica para
trazar lineas que permitan abordar este tema en nuestras instituciones educativas. Dentro de
estos esfuerzos, Heitele (1975) propone una lista de diez ideas fundamentales en la ensefianza
de la estadistica basandose en un enfoque epistemoldgico-pragmatico, en donde una idea
fundamental proporciona modelos explicativos en cada etapa del desarrollo del concepto a lo
largo de la educacion del individuo. La variable aleatoria esta incluida dentro de esas diez ideas
fundamentales a desarrollarse en los estudiantes desde niveles educativos basicos y que
culminen en niveles superiores.

La pertinencia del desarrollo de un proyecto de investigacion alrededor de la didactica de la
variable aleatoria también se sustenta en otras razones, tanto en dificultades en su didactica y
en su aprendizaje, como a razones propias del desarrollo del concepto en la probabilidad y la
estadistica como ciencias. El concepto de variable aleatoria propicia el paso de la estadistica
descriptiva y probabilidad basica hacia modelos probabilisticos, por lo tanto por un lado en ella
convergen muchos conceptos estadisticos y probabilisticos provenientes de los niveles
educativos basico y medio superior, y por otro constituye la unién principal entre el
pensamiento probabilistico y el pensamiento estadistico. Asi mismo, esta presente en las ideas
de distribuciéon de probabilidad, al Teorema del Limite Central, muestreo, pruebas de hipotesis,
correlacion y asociacion, etc. Por lo tanto, una incomprension de ese concepto puede
ocasionar una mala percepcion de temas posteriores, y también es un indicador del aprendizaje
de elementos estudiados anteriormente.
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2. Metodologia

Nuestro proyecto de investigacion se circunscribe fundamentalmente en la Teorfa de
Situaciones Didacticas, iniciada por Brousseau (1986), y a su metodologia, la Ingenieria
Didactica, reportada por Artigue M. (1995), aunque también se recurre a otras aportaciones a
modo de herramientas metodoldgicas, tal como el recurso de las entrevistas. Nos restringimos
a la didactica de la variable aleatoria en el nivel superior, puesto que es en donde realizamos
nuestra labor como profesores.

En este reporte se presenta el desarrollo del analisis preliminar con sus tres componentes:
epistemologica, cognitiva y didactica, asi como una exploracion cognitiva, que se realiz6 con la
finalidad de complementar los elementos de la componente cognitiva que justifiquen un
primer disefio de actividad para el salon de clase y sus hipotesis preliminares, que realizaremos
en futuras investigaciones.

La exploracion cognitiva consiste en una serie de entrevistas a un par de estudiantes a las que
se les plantea un problema y lo resuelven a través de la discusion suscitada entre ellas hasta
lograr un acuerdo en presencia de un investigador, cuyo tnico papel es aclarar o profundizar, a
s mismo o a la investigacion, las ideas que las estudiantes expresan en voz alta. Las preguntas
dirigidas a las estudiantes estan condicionadas por la solucién que van dando al problema
como por una guia que el investigador prepard previamente.

3. Componente epistemologica

En un primer acercamiento de analisis preliminar, la componente epistemologica puede ser
vista, a su vez, como disciplinar, historica y social (Albert, 1998).

La idea de variable aleatoria ha sido causa de las multiples aplicaciones actuales del calculo de
probabilidades, ya que pasé de ocuparse del estudio de la probabilidad de sucesos aislados al
estudio de las distribuciones de probabilidad, y posteriormente al de los procesos estocasticos.
La variable aleatoria y su distribucion, asi como el estudio de las familias de distribuciones y sus
propiedades son una herramienta muy potente, porque permite trabajar con el aparato del
analisis matematico (Batanero, 2001).

En palabras muy simples y de manera muy intuitiva, la variable aleatoria relaciona un suceso
del espacio muestral con un nimero real, pero la relaciéon no es tan sencilla, puesto que el
suceso tiene que estar definido en un espacio de probabilidad. El que el suceso esté definido en
un espacio de probabilidad es lo que a su vez permite posteriormente, establecer otra relacion
importante que es la de la funcién de probabilidad. Es decir dentro de la definicién de variable
aleatoria, otros dos conceptos que estan intimamente relacionados, el espacio de probabilidad y
la funcién de distribucion. Estos, a su vez, involucran otros conceptos mas elementales, lo que
hace de la variable aleatoria un concepto muy complejo desde la perspectiva epistémica. Asi, la
problematica de la variable aleatoria se vera modificada dependiendo si la nocién de
probabilidad que se trabaje en el espacio de probabilidad es frecuentista, clasica o subjetiva
pero una vez definida la variable aleatoria y con ella la funciéon de probabilidad no importara de
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qué tipo de probabilidad se deriva, sera tratada como probabilidad formal en la funcién de
distribucion en donde se relaciona con otro elemento matematico que es la variable aleatoria.

Otro tipo de consecuencia que se deriva a partir de esta complejidad epistémica es la que
involucra a la variable aleatoria como elemento de modelacion. La variable aleatoria es la que
permite construir un modelo matematico a través de la probabilidad. Asi cuando nosotros
hablamos de una funcién de distribucién, la variable aleatoria nos lleva a la realidad, el nimero
5 6 6 nos conduce de inmediato al suceso al que nos estamos refiriendo, es decir, la variable
aleatoria en ese contexto es la realidad. Pero en el proceso de transformar los sucesos del
espacio muestral a nimeros, la variable aleatoria es el modelo matematico, es la abstraccion.
Anteriormente también los sucesos, ligados a un espacio de probabilidad, son el modelo
matematico. Asi, la variable aleatoria a la vez que funge como “realidad” en un contexto, en
otro contexto, muy cercano, funge como modelo matematico.

Por otro lado desde la perspectiva historica, hay razones que justifican por qué los matematicos
pasados, que no conocfan esta idea, tuvieron serios problemas con diversas paradojas
matematicas y, por ejemplo, Bernoulli necesitara 20 afios para descubrir y probar su ley débil
de los grandes nimeros, temas que hoy se explica en unas pocas lineas. (Batanero, 2001).

Desde una perspectiva social, manejamos intuitivamente la idea de variable aleatoria cuando
nos encontramos con juegos y experimentos en los que usamos dados, monedas, etc. Asi
mismo tenemos experiencias cotidianas con variables aleatorias continuas, como el tiempo de
espera del autobus, o el necesario para llegar de nuestra casa al trabajo. Por el refuerzo de las
multiples, a veces inconscientes, experiencias con variables aleatorias en la vida cotidiana, la
intuicién de la magnitud aleatoria y de valor esperado, a veces aparece antes que la de

probabilidad (Heitele, 1975).

4. Componente didactica.

Los programas de estudio suelen ubicar el estudio de la variable aleatoria justo antes de ver
Distribuciones de Probabilidad como un antecedente a éstas. Entrevistas con profesores
manifiestan las peculiares dificultades que presentan los estudiantes para el tema de variable
aleatoria tanto por su notaciéon peculiar, como por fuerte tendencia a asociarla a la variable
algebraica, y por tanto, diluirse lo estocastico. Los libros de texto usados en el ITESM en
ciencias sociales e ingenierfa, mencionan la variable aleatoria fuera de sus capitulos de
probabilidad para abordarla como preambulo al de distribuciones de probabilidad. Esta
separacién y orden pudiera estar generando algunas dificultades, pues autores como Heitele
(1975) sostienen que la nocién de variable aleatoria y su esperanza es, a veces, incluso anterior
a la probabilidad. Ademas, a la par de la idea de variable aleatoria es necesario estudiar y
retomar otras ideas que estan vinculadas con ella, lo que hace que sea una idea didacticamente

dificil de ser abordada.

En general, encontramos una falta de profundizacién sobre la idea de variable aleatoria en los
libros de texto coincidiendo con algunos autores que han analizado libros de texto como Ortiz
(2002) y Miller (1998), quienes en sus investigaciones concluyen que hay una ausencia de la
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presencia de la nocién tanto de variable aleatoria tanto en libros de texto en secundaria (Ortiz)
y profesional (Miller). Asi como con Tauber (2001) quien concluye que no hay una conexion
entre el estudio del modelo probabilistico y los datos empiricos en los libros de texto, y con
Oseguera (1994) quien reporta una falta de vinculacién de la variable aleatoria con experiencias
intuitivas de los estudiantes en los programas de estudio.

5. Componente cognitiva.

La literatura en este ambito resulté muy escasa, asi encontramos algunas citas principalmente
en Batanero (2001) y Heitele (1975) quienes basandose en que el modelo de variable aleatoria
hay tres conceptos basicos: su distribucién, media y varianza, reunen diversos estudios sobre
estos tres conceptos. Asi citan que algunos psicologos sostienen que la habilidad para estimar
la esperanza matematica de las variables aleatorias es puramente biolégica puesto que mediante
la experiencia es posible llegar a estimar el tiempo medio que tardaremos en preparar la
comida o arreglarnos, lo que gastaremos en promedio al hacer la compra. Sin embargo, en un
plano formal, de acuerdo con Piaget y otros, la esperanza matematica se interpreta como la
media aritmética de los valores de una variable aleatoria, si el experimento se repitiese
suficientemente en condiciones idénticas. También sostienen que los tres conceptos se deben
enseflar de manera diferente puesto que mientras que la idea de media (esperanza matematica)
es muy intuitiva, lo es menos la idea de distribucion, especialmente cuando unos valores son
mas probables que otros. Ambos dan un lugar preponderante a la ensefianza de la distribucion
Normal y a las dificultades que los estudiantes tienen en su aprendizaje.

6. Exploracién cognitiva

Fue pertinente realizar una exploraciéon cognitiva que nos permitiera complementar la revision
bibliografica sobre la componente cognitiva profundizando sobre el aprendizaje de la variable
aleatoria en particular. Se pretendié que de esta exploracién cognitiva se obtuvieran algunas
hipotesis sobre las posibles dificultades que surgen en estudiantes universitarios de los
primeros semestres cuando abordan un problema estocastico relacionado con la idea de
variable aleatoria, asi como un el atisbo de algunas trayectorias que siguen los estudiantes al
querer resolver el problema propuesto.

La exploraciéon consistié en que dos estudiantes (Brenda y Monica) de nuevo ingreso a la
universidad resolvieran un problema planteado a través de un cuestionario dividido en tres
partes. El problema fue el siguiente:

A rafz de los festejos del dia del nifio, el departamento de relaciones publicas de una
fabrica desea efectuar una rifa que beneficie a los hijos de los trabajadores. Se premiara a la
familia de un obrero con boletos para el teatro, pero los boletos de teatro se tienen que
reservar con dfas de anticipacion, asi encomiendan a la trabajadora social de la empresa que
decida cuantos boletos tiene que comprar (se proporcionan, en forma tabular, el nimero
de hijos que tienen los trabajadores de la fabrica).
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7. Algunos resultados.

PARTE I. Ellas comenzaron a trabajar la probabilidad como un cociente. No mostraron
mucha dificultad para obtener la probabilidad de todos los eventos posibles. Sin embargo al
cuestionarlas se not6 una confusién entre lo que es la probabilidad y el nimero de
trabajadores. Aunque estan conscientes de que el nimero de trabajadores por si mismo no es
la probabilidad sino que tiene que ir “acompafiada” con el total de trabajadores (es decir, el
cociente entre ambos). No efectian el cociente entre el nimero de trabajadores y total de
trabajadores, mas bien mencionan poco la operacion que media a los dos numeros y lo
manejan mejor como una relacion de un cierto nimero de trabajadores de un total de otros
tantos, como si la raya de divisién sélo sirviera como una nomenclatura para establecer la
relacion entre las dos cantidades, pero no la alcanzaran a ver como un solo nimero (el
cociente). Creemos que su preferencia a no efectuar el cociente les dificulta interpretar la
probabilidad como una variable que puede tomar un valor y por eso mismo les parece mas
natural que la variable sea el numero de trabajadores. Una vez que tienen los decimales, ellas
interpretan correctamente el significado de la probabilidad como la parte de una unidad,
aunque se facilitan la interpretaciéon con porcentajes.

De manera que ellas definen que la variable dependiente es el nimero de trabajadores y la
variable independiente el nimero de hijos porque el nimero de hijos define el nimero de
trabajadores y no al revés. Sin embargo la relacion de dependencia que ellas manejan es “la
probabilidad depende del nimero de hijos”. Con la intervencién de los profesores, ellas se dan
cuenta de que en realidad la probabilidad es la variable dependiente y no el numero de
trabajadores. Una vez mas, a pesar de que en la primera actividad aparentemente llegaron a
definir correctamente la probabilidad como un nimero (incluso en forma decimal), terminan
por decir que el nimero de hijos es lo mismo que la probabilidad y cuesta un poco de trabajo
despegarse del numero de trabajadores como variable y la probabilidad y que manejen la
segunda en lugar de la primera.

PARTE II: En primera instancia Brenda y Moénica piensan que lo mejor es comprar 2 boletos
y después comprar mas boletos cuando ya se sepa cuantos hijos tendrd la familia ganadora.
Después se inclinan por comprar 5 boletos, porque el niumero de hijos de los trabajadores
vinculados a la mayor probabilidad es 3. La necesidad de la probabilidad acumulada surge de
los mismos argumentos de las estudiantes por convencerse una a la otra de cuantos boletos
comprar al observar a quiénes beneficiarfan los boletos que compren, sin embargo, el profesor
es el que surgiere que se elabore una tabla con las probabilidades acumuladas. La tabla es la que
las hace discutir mejor sobre cual serfa la mejor opcion, una de ellas estd de acuerdo en que
comprar 5 boletos serfa lo mejor porque ello harfa que la mayorfa de los trabajadores saliera
beneficiado, pero hay una cierta preocupacion por no dejar desamparados a los trabajadores
que tienen un mayor numero de hijos. Si se compran 5 boletos, sélo el 58% de los trabajadores
tienen posibilidades de no tener problemas con llevar a sus hijos, pero si se compran mas (por
ejemplo, 6 6 5) es casi seguro que menos familias tendran problemas con sus hijos. El profesor
les aclara que han de ponerse de parte de la empresa, eso induce a las muchachas a decidirse
por 5 boletos. Ellas usan la probabilidad acumulada antes de calcularla para convencerse
mutuamente como un “s fienes cubierto todo esto”, sin embargo, no surge de ellas el calcularla, lo
mismo pasa con la probabilidad del complemento, que de hecho no calculan
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Al calcular las probabilidades exactas y acumuladas sélo necesitan volver a leer detenidamente
el problema (¢se incluye a los que tienen exactamente 3 hijos?). Concluyen que no es posible
asegurar que no habra desperdicio de boletos, pero si podemos saber qué es lo mas probable:

PARTE III. En primera instancia, relacionan la notaciéon funcional con la expresion
algebraica del evento que estan tratando de describir. “De hecho de la tabla se saca la
funcién”, por lo tanto ven la tabla como una funcién (aunque no lo expresan propiamente),
pero siguen pensando en encontrar la expresion algebraica. El dominio de la funcién lo
obtienen como si fuera una funcién continua, aunque hay una confusion entre el contexto del
problema (el nimero de hijos) y el contexto matematico (una grafica en la que unieron los
puntos y que, manifiestan, “siempre han construido as?”’). Se inclinan por mencionar que al
interpretar no debemos usar decimales en la variable numero de hijos, pero en la grafica o al
describir el dominio optan por la nomenclatura continua porque, dicen, “as/ se acostumbra en
matemdticas”, como si las matematicas fueran un ente ajeno a todo contexto y al interpretarlas
en una situacion ya dejaran de ser matematicas. En el rango se deciden casi inmediatamente
(casi sin pensarlo) por una variable continua.

Mencionan que la variable independiente de esta relacién (probabilidad-nimero de hijos) es
diferente a otras funciones que han trabajado en algebra o en calculo en varios aspectos: es
limitada, porque no puede tomar todos los valores que quieran, sélo de 0 a 9; no puede tomar
valores decimales, solo enteros; aqui no se manejan ecuaciones, los valores de ‘y’ se dan por la
ecuacion y en esta relacion es aleatoria porque no se puede sacar a través de un patron; la
diferencia la hace la variable dependiente (probabilidad) porque sus valores no se pueden
obtener a través de una ecuacién sino que son datos que se dan, son dadas por una situaciéon
no por una relacién matematica, no hay exactitud (mencionan que de poder encontrar la
ecuacion, lo pueden hacer, pero ella no tendria sentido en la descripcion del problema); ademas
no es posible predecir qué sigue después de que ocurra un evento.

Conclusiones

El concepto de variable aleatoria tiene una gran complejidad epistémica, puesto que se apoya
en conceptos previos complejos, esta vinculada con un proceso de modelaciéon matematica,
esta asociada con los conceptos de distribuciéon de probabilidad y funcién de distribucion, se
vincula con otros conceptos no probabilisticos.

Se pudo observar que las estudiantes manejan eficientemente la nocién de variable aleatoria en
su contexto de significado, pero tuvieron dificultades para su asociaciéon con el concepto de
funcioén, y por tanto, con su formalizacion. Se hicieron patentes las dificultades en el manejo de
una variable discreta, surgieron dificultades de origen aritmético tal como asociar la
probabilidad a dos nimeros (el cociente de dos enteros) en lugar de reconocer que se trata de
uno solo (decimal). ILa variable dependiente se mostré mas débil en el contexto de la
probabilidad que en un contexto algebraico debido a que la probabilidad result6é algo menos
tangible y controlable como variable dependiente. I.a nocién de azar se manifesté en su fase
mas elemental de lo incontrolable e impredecible. Asi mismo se observa que encuentran dificil
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pasar del contexto del problema al contexto matematico porque no ven a la variable aleatoria
como modelo matematico sino s6lo como parte de la realidad.
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