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Resumen

Este trabajo surge de un Proyecto de Investigacién que busca el desarrollo de estrategias inno-
vadoras en la ensefianza de la matematica, el cual se apoya en una concepcién de aprendizaje
constructivo y significativo y adopta la «Ingenierfa Didactica» como metodologia para la inves-
tigacion. En ese marco se elaboré una ingenierfa didactica para una enseflanza —aprendizaje
mas eficiente de ecuaciones cuadraticas. Mediante las actividades planteadas el alumno llega a
obtener la féormula de la ecuacién cuadratica, a determinar las propiedades de sus raices, a fac-
torearla y a reconstruirla a partir de sus raices. En esta propuesta se plantea una vinculacién
permanente entre los conceptos de ecuacion cuadritica y funcién cuadratica; asimismo se tra-
baja en distintos marcos: numérico, algebraico, grafico, geométrico y funcional.

Consideraciones sobre la propuesta

En el marco del Proyecto de Investigacion " Innovaciones Didacticas en la Ensefanza de la
Matematica" se ha desarrollado una propuesta didactica para abordar el tema: Ecuacién cua-
dratica. Esta investigacion se nutre tedricamente de los aportes de la psicologia del aprendizaje
y de la didactica de la matematica. Sintetizamos a continuacion los aportes mas relevantes de
cada una.

De la fuente psicolégica se toma las teorfas cognitivas que entienden que el aprendizaje efecti-
vo requiere participacion activa del estudiante en la construccion del conocimiento, ya que es-
te proceso esta mediado por procesos de pensamiento, de comprension y de dotacion de signi-
ficado. Entonces la actividad de los alumnos es base fundamental para el aprendizaje mientras
que la accion del docente es aportar las ayudas necesarias, estableciendo esquemas basicos so-
bre los cuales explorar, observar, y reconstruir conocimientos. En esos esquemas se articulan la
informacion (aportada por el docente, los textos, los materiales y los alumnos) con las accio-
nes cognitivas de los sujetos.

Se toma también el concepto de Interaccion Socio—Cognitiva: la cognicion humana 6ptima se
lleva a cabo con la colaboracién de otras personas y de objetos fisicos y simbodlicos que poten-
cian las capacidades individuales. Asi los procesos grupales de construccion de conocimientos
se constituyen en medios altamente eficaces para el logro de un aprendizaje significativo, aun-
que en ellos se hace necesaria una intervencion del docente muy cuidadosa, optimizando las ac-
tividades, facilitando los intercambios cognitivos, supervisando, recuperando oportunamente
lo producido en cada grupo, y logrando la reorganizacion final de los conocimientos.

Por otra parte, de la fuente didactica general se toma el concepto de estrategia didactica de

Bixio: conjunto de las acciones que realiza el docente con clara y conciente intencionalidad
pedagogica, o sea, de lograr un aprendizaje en el alumno. Algunos de sus componentes son el
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estilo de ensefianza, la estructura comunicativa de la clase, el modo de presentar los conteni-
dos, las consignas, los objetivos y su intencionalidad, la relacion entre materiales y actividades,
los criterios de evaluacion, etc. Las estrategias deben apoyarse en los conocimientos previos de
los alumnos (significatividad), orientar la construccién de conocimientos a partir de materiales
adecuados y ser factibles de desarrollarse en el tiempo planificado, con la cantidad de alumnos
con que se cuenta y con la carga horaria destinada.

En el campo de la Didactica de la Matematica, la propuesta se apoya en la «ingenierfa didacti-
ca» (Douady — 1996): elaboracion de un conjunto de secuencias de clases concebidas, organi-
zadas y articuladas en el tiempo para efectuar un proyecto de aprendizaje. En los analisis preli-
minares se tuvieron en cuenta las dificultades y los errores mas frecuentes de estos aprendiza-
jes, las practicas habituales para el tratamiento de este tema y los diferentes enfoques que pre-
sentan los libros de texto sobre el mismo.

LLa concepcion y el disefio de las actividades se encuadran dentro de «la teorfa de las situaciones
didacticas» de Guy Brousseau: proponer situaciones «adidacticas» en las que el docente no de-
be mostrar su intencionalidad ni intervenir indicando al alumno qué hacer; sino provocar que
el alumno acepte la responsabilidad de la situacion de aprendizaje. Asi, la llamada «Situacion
fundamental», dada por las situaciones adidacticas, enfrenta a los alumnos a un conjunto de
problemas que evolucionan de manera tal que el conocimiento que se quiere que aprendan es
el tnico medio eficaz para resolverlos. Intervienen las «variables didacticas» para que el cono-
cimiento evolucione en niveles crecientes de complejidad, y las «recontextualizaciones» de los
conceptos tratados en los marcos geométrico y algebraico le otorgan significatividad a la pro-
puesta.

En la resolucion de los problemas, se espera que aparezcan distintas estrategias. También se
sugieren puestas en comun en las que se validen los resultados, se detecten los errores, se anali-
cen las distintas propuestas y representaciones que se hayan utilizado, se elijan las mas eficaces,
se debatan las argumentaciones, se identifiquen los conocimientos puestos en juego, etc. a fin
de que esos conocimientos evolucionen en la totalidad del grupo de clase y converjan hacia el
que se quiere construir.

Los problemas diseflados responden a las «condiciones del buen problema» enunciadas por
Douady; ya que: los enunciados tienen sentido en relacién con los conocimientos previos; to-
dos los alumnos estan en condiciones de dar alguna respuesta, al menos para el problema ini-
cial; admiten distintas estrategias de resolucion y se pueden formular en distintos marcos
(geométrico y algebraico). Y, principalmente, el conocimiento buscado es un conocimiento
adaptativo en tanto es el medio cientifico de responder eficazmente a los problemas. Ademas
se propone que en la puesta en marcha se cumplan las fases enunciadas por Douady en las que,
dado el problema inicial: 1°~ Se movilizan los objetos matematicos conocidos para resolver el
problema (Fase: Antigua). 2°— Se ponen en marcha instrumentos nuevos. Aparece el “nuevo
implicito” (Fase: Busqueda). 3°— Se hacen explicitos los conocimientos construidos en la fase
anterior (Fase: Explicitacion). 4°— El docente descontextualiza el conocimiento dandole la ca-
tegoria de «objeto matematico» (Fase: Institucionalizacion). 5°— Se da a los alumnos diversos
problemas destinados a provocar el funcionamiento como instrumentos explicitos de lo que ha
sido institucionalizado (Fase: Familiarizacion — reinversion). 6°— El nuevo objeto es suscepti-
ble de convertirse en antiguo para un nuevo ciclo de la dialéctica instrumento-objeto (Fase:
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Complejidad de la tarea o nuevo problema).

Propuesta didactica

La intencionalidad de este trabajo es que el alumno construya el concepto de ecuacion cuadra-
tica a través de una serie de actividades que plantean una mayor implicaciéon y razonamiento
que en las propuestas tradicionales de ensefianza.

El abordaje de la resolucién de ecuaciones cuadraticas se realiza sobre la construccion previa
de los conceptos de funcién cuadratica: forma polindémica y forma canodnica, representacion
grafica, desplazamientos y estiramientos de la grafica, coordenadas del vértice, existencia de
ceros a partir de la grafica. Con la primer actividad culmina el estudio de la funcién cuadratica
(Ejercicios del 1 al 9) y se inicia el de ecuacion cuadratica (Ejercicios del 10 al 11).

La propuesta comienza con la siguiente actividad:

1) En cada caso encuentra la formula polindmica correspondiente a la formula candnica dada:

Jy=(x+3)°-9  By=(x-2)'-3  9y=(x+2)-2
dy =26+17+3 9y =-5(x-3°-1  By=-—G-3) -

2) ¢Podrias, sin representar graficamente, decir cudles de los grdficos, gue corresponden a las funciones cuadrati-
cas dadas en el ejercicio anterior, pasan por el origen?
3) En las formulas de las funciones cuyos graficos pasan por el origen:

a) Indica qué caracteristica tiene la formula cuadratica polindmica

b) Indica qué caracteristica tiene la formula cuadritica candnica.

¢) Establece una vinculacion entre las formulas cuadraticas: canonica y polindmica
4) En cada caso, encuentra la formula candnica correspondiente a la formula polindmica dada y escribe las co-
ordenadas del vértice de la pardbola.

)y = x +4x by=x’-6x oy=x"—9 d)y:x2+§x e)yzxz—%x

5)a) Expresay = x° + bx  en la forma canénica y escribe las coordenadas del vértice
b) De qué otra forma podrias haber encontrado la ordenada del vértice?
6) Escribe cada una de las signientes funciones de segundo grado en la forma candnica e indica las coordenadas
del vértice.
a)y=x"+8x—1 b)y:XZ—3X-|-i C)y:X2+lX+£
2 5 20
7) Expresa y = x° + bx + ¢ en la forma candnica y escribe las coordenadas del vértice.
8) Escribe cada una de las signientes funciones de segundo grado en la forma candnica e indica las coordenadas
del vértice.
a) y=5x"—20x + 25 b)y=3x’+6x-3 0 y=2x"—5x-1
d)y=4x’-3x + 5 @y =5x"+7x+ 2
9) a) Expresa y = ax’ +bx + ¢ en forma candnica y escribe las coordenadas del vértice
b) Indica la concavidad de la curva
10) Dada la signiente funcion de segundo grado y =2x* —10x + 8
a) Exprésala en forma candnica. b)Escribe las coordenadas del vértice.
¢) Encuentra los ceros de la funcion d) Graficala en coordenadas cartesianas
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11) Recordando el problema del drea del cuadrado: Area (x) = 2x°— 20x +100 ;Cudnto tiene que valer
para que el drea sea 58¢
12) Encuentra una férmula que te permita resolver la ecuacion: ax’+ bx +c =0

El objetivo del primer ejercicio es que el alumno adquiera destreza en el marco algebraico para
pasar, la expresion de una funcién cuadratica, de la forma canoénica a la polinémica. También
permite repasar el desarrollo del cuadrado de un binomio y, junto con los dos ejercicios si-
guientes, sienta las bases para transformar la férmula de una funcién cuadratica de la forma
polinémica reducida a la forma canénica. En el ejercicio 4, se trabaja con el polinomio con co-
eficiente principal 1 y sin término independiente. En el ejercicio 6, se aumenta la dificultad con
la incorporacion del término independiente. En el ejercicio 8 se incluyen polinomios de coefi-
ciente principal distinto de 1. En los dos ejercicios que siguen el estudiante debe resolver una
ecuaciéon cuadratica particular, en uno se pide que determinen los ceros de la funcién' y en el
otro se pide obtener x, para un valor de y dado”. En el ltimo ejercicio se realiza la generaliza-
cion, obteniendo asi la férmula general que permite resolver una ecuacion cuadratica.

El docente, en distintos momentos de esta actividad, debera realizar las puestas en comin que
considere necesarias de forma tal que, al finalizar la misma, quede institucionalizado el concep-
to de ecuacion cuadratica y raices de una ecuacion cuadratica.

La organizacion de esta secuencia, elaborada segin un grado de complejidad creciente, permite
a los estudiantes pasar de una dificultad a otra usando como base lo construido en la actividad
anterior. Por otra parte el estudiante aprende a completar cuadrados de una manera facil y sen-
cilla y obtiene la expresion general de las coordenadas del vértice de una parabola hasta lograr
construir la férmula para resolver ecuaciones cuadraticas; punto en el que sobresale la poten-
cialidad de esta propuesta ya que el alumno, al superar los desafios que se le presentan llega a
ser el constructor de esta férmula.

En la segunda actividad, el estudiante debe aplicar la férmula recién obtenida, para resolver
ecuaciones cuadraticas e indicar si las soluciones halladas son reales (iguales o distintas ) o
complejas. Luego, las ecuaciones que son incompletas, las debera resolver sin utilizar la formu-
la cuadratica. Aqui el alumno puede llegar a cometer distintos errores, y como consecuencia
obtener distintos resultados que los hallados aplicando la férmula. Esto lo llevara a revisar lo
realizado y servira al docente para reflexionar sobre los errores cometidos. Por ultimo debera
indicar de qué depende que una ecuacién cuadratica tenga distintos tipos de raices. Al finalizar
la actividad se institucionalizara las distintas formas de resolver una ecuaciéon cuadratica y el
nombre de "discriminante" para la expresion b® — 4ac; es conveniente que el alumno pueda
darse cuenta del porqué de esta denominacion.

En la siguiente actividad deben proponer una ecuacién cuadratica, de forma que las raices
cumplan determinadas condiciones, como por ejemplo que tenga: raices reales iguales, raices
complejas, raices reales distintas o rafces reales distintas y una de ellas sea 5. Este problema,
abierto a multiples respuestas, tiene como proposito que el alumno se desprenda de la concep-

1En el trabajo previo sobre funcién cuadratica los alumnos determinaban la existencia de los ceros de la funcién
a partir del gréfico.

2 La secuencia previa sobre funcién cuadratica, se inicia con una situaciéon problematica que da origen a la férmu-
la cuadratica planteada en el ejercicio N° 11.
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cién de que un problema matematico tiene una respuesta unica Ademas se persigue que el es-
tudiante pierda el miedo a plantear ejercicios.

Para vincular ecuacion cuadratica con funcién cuadratica (lo
algebraico con lo grafico), se da el grafico de distintas fun- 3'/X_ 3'/x_
ciones y deben indicar el tipo de raices vy, de ser posible, el
valor de las mismas. Reciprocamente, a partir de una ecua-
cion cuadratica deben obtener los puntos donde la grafica de la funcién cuadratica correspon-
diente, corta al eje x.

También se plantea un ejercicio para resolver una ecuacién cuadratica mediante el método gra-
fico. La intencioén del mismo es prepararlo para buscar las raices de otras ecuaciones mas com-
plejas y / o dificiles de resolver en forma analitica.

Se ejercita la resolucion de ecuaciones reducibles a ecuaciones cuadraticas (fraccionarias e irra-
cionales). Aqui el alumno reforzara el manejo algebraico de expresiones.

Para resolver ecuaciones reducibles a cuadraticas se plantea la siguiente actividad:

Juan gueria poner dos pdsteres en la pared de su cuarto. Uno de ellos que tuviera la forma de un cuadrado y el
otro de un triangulo rectangulo. Para que los pdsteres no fueran demasiado grandes, se impuso la condicion de
que la diferencia de sus dreas fuese 2 y que tuvieran las medidas indicadas en el grafico. Para determinar cuanto
debia medir de alto, Juan llego a Pplantear la ecuacion:
Area ( cuadrado) — Area (tridngulo) = 2, pero lnego no pudo encontrar el valor de x.

Su amigo, que era un experto en resolver ecuaciones cuadrdticas, inmediatamente determing que el valor de x
podia ser 8 6 —1, e indicd a Juan que los pdster deberian tener una altura de 2. Para obtener la solucion, e/
amigo ided una forma mny ingeniosa de transformar la ecuacion en una ecuacion de segundo grado. Te animas a
determinar como lo hizo y a desarrollar los pasos para encontrar la solucion?

En la siguiente actividad, se incluye gran variedad de aplicaciones donde primero se debe mo-
delizar el problema y luego seleccionar el método que mejor se adapte el tipo de ecuacién cua-
dratica a resolver (completa o incompleta) . Por dltimo se debera decidir si las soluciones de la
ecuacion pueden ser la respuesta al problema. En algunos de estas aplicaciones se debe obtener
la férmula de la funcién, a partir de datos numéricos obtenidos en forma experimental.
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Para que el alumno pueda llegar a obtener las propiedades de las raices de una ecuacioén cuadra-
tica se plantea la siguiente actividad:

1) a) _ — Completa el
_ - Escribe la ecuacién en la forma
signiente Ecuacién X1+ Xo | Xt. X2 | cuadro  (las

) ax?+ bx + ¢c=0 i
ecuaciones ya se 2% 2+ 4x—6=0 reso 7.12?70;1
en una actividad

, b) 3x% = 2 —5x
anterior) O 02 +12x = —4

d) — 6x2 + 2x —4 =0

e) 3x2 + 6x =0
f) 49x2 + 9 = 42x
2 x2—7=0

h) 0,5 — 6x =2x2 /3
i) x(x + 1) =3x2
H3x2+6=0

b) Encuentra alguna relacion entre la suma de las raices y los coeficientes de la ecuacion cuadratica.
¢) Encuentra alguna relacion entre el producto de las raices y los coeficientes de la ecuacion cuadyatica.

d) Teniendo en cuenta que x, = (—b+‘/ b2 —4ac )(2a) vy x,= (—b—‘/ b —4ac )/(2a), realiza el pro-

ducto y la suma de las raices y observa si coincide el resultado con la relacion encontrada en a) y b) respecti-
vanente.
2) A partir de la  relacin  encontrada en el  Ejld)expresa  la  ecnacion  cnadritica
ax’ + bx+c=0  a) Enfuncion de "a" y de la sumay el producto de sus rafces x| y X,

b) En _funcion de la sumay el producto de sus raices x, y X,

Con el primer ejercicio, se espera que el alumno sea capaz de encontrar, a partir de ejemplos
numéricos, las propiedades de las raices de una ecuacion cuadratica que luego, al realizar la ac-
tividad propuesta en el inciso d), las estara demostrando.

El ejercicio N® 2 prepara al alumno para reconstruir una ecuacion cuadratica, a partir de la
suma y producto de sus raices.

A continuacion se realiza una actividad donde se aplican las propiedades de las raices. Primero
se reconstruye la ecuacion a partir de las propiedades y luego se realiza el proceso inverso: da-
da la ecuacién, obtener la suma y producto de las raices

Para escribir en forma factoreada la férmula de una funcién y una ecuacion cuadratica se pro-
pone la siguiente actividad:

1) a) Resuelve la ecuacion enadritica 2x° + 4x — 30 = 0

b) Factorea la expresion 2x” + 4x — 30 ( ten en cuenta gue 4x = —6x + 10x).

¢) Puedes encontrar alguna relacion entre la expresion factoreada y las raices de la ecuacion cuadratica
2) Demmuestra que la relacion encontrada en el ejercicio anterior es vilida para cualquier expresion cuadratica
de la forma:ax® + bx + ¢ = ax’— a (X, + X,)X + X,.X, (donde x|y X, son raices de la ecsracion
cuadyatica correspondiente a la expresion dada ).

98



Ecuacion Cuadratica: Una Ingenieria Diddctica para su Enseiianza

Finalmente, la dltima actividad permite realizar una integracion entre lo desarrollado para fun-
cioén cuadratica y para ecuacion cuadratica.

1) Dados los siguientes grificos, identifica el que corresponda a una funcion cnadrdtica y lnego en base a dicho
grdfico responde los siguientes incisos:

i) Determina el signo del coeficiente de x*
2) Indica las raices de la ecuacion cuadratica correspondiente a dicha funcion cuadratica.
#i) Encuentra las coordenadas del vértice de la pardbola.

) Halla, de dos formas distintas, la formula que define a dicha funcion cuadratica

a

Bow -

a
. 2
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rd . = I h
T e . P oo /
b e —— 4 Y 1o g
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/
I
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