View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fC RE

(apitulo 2. Propuestas para la ensefianza de las matemadticas

LA INTEGRAL ABSOLUTA GAUSSIANA

Rogelio Ramos Carranza, Armando Aguilar Mdrquez, Frida Maria Ledn Rodriguez, Omar Garcia Ledn y Juan Rafael Garibay
Bermudez

Universidad Nacional auténoma de México. México

egorrc@gmail.com, armandoa@unam.myx, fridam@unam.mx egor1131@unam.mx, juragabe@unam.mx

Resumen. Una de las propiedades geométricas diferenciales como una medida de la calidad en las aproximaciones
numéricas para el modelado de superficies irregulares, se considera a la denominada integral absoluta gaussiana; expresion
que se refiere tanto al drea como a la curvatura de un determinado cuerpo o superficie. El problema que se plantea esta
experiencia en clase es, el cémo tratar al modelado numérico en el proceso ensefianza y aprendizaje matematicos en el aula
(Arrieta, 2003). Las matematicas tienen una intencionalidad y un lugar en un determinado estadio histérico de la cultura del
ser humano. Se resuelve el problema utilizando una metodologia en la que se circunscribe o contiene al objeto matemético
en cuestion en un marco referido a la practica contextualizada en el dmbito profesional de las Ingenierias y de la tecnologfa.
La préctica se realizé en torno a los objetos: determinacion de la Mejor Triangulacién dependiente de los datos y la Integral
Absoluta Gaussiana; objetos utilizados en reconstruir una superficie de datos espaciados irregularmente.

Palabras clave: integral absoluta gaussiana, modelado numérico

Abstract. A differential geometric properties as a measure of quality in the numerical approximation for modeling irregular
surfaces, is considered a so-called absolute integrated Gaussian; expression that refers to both the area and the curvature of
a given body or surface. The problem that arises is this experience in class, on how to treat the numerical modeling in
mathematics teaching and learning process in the classroom (Arrieta, 2003). Mathematics has an intention and a place in a
specific historical stage of human culture. We solve the problem using a methodology that is limited or contains the
mathematical object in question in a framework on contextualized practice in the professional field of Engineering and
Technology. The practice was carried around objects: Determining the Best Data Dependent Triangulation and Integral
Absolute Gaussian; objects used to reconstruct a surface from irreqularly spaced data.

Key words: gaussian absolute integral, numerical modeling

Introduccion

El concepto basico, del objeto matematico Integral absoluta Gaussiana, tiene una expresion grafica

(Alboul, 1999), la cual se muestra en la figura .

Figura 1: El objeto integral absoluta Gaussiana tiene un concepto fundamental llamado Curvatura, cuya expresion geométrica se
visualiza en esta gréfica.

Un ejemplo de una aplicacién (Alboul, 1999) del objeto matematico en estudio se muestra en la

figura 2.
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Figura 2: El antes (izquierda) y el después (derecha) de la aplicacion del criterio de ajuste de la Curvatura, en la que se ilustra con
un caso de aproximacién a una parte del cuerpo humano

Una vez establecidos el contexto de la practica y los objetos matemadticos de estudio, se

consideran los elementos metodoldgicos que enseguida se refieren.

Un aspecto metodologico fundamental es la practica social contextualizada, uno mas de los
elementos de la metodologia es el modelado numérico y estos elementos se llevan a la actividad
escolar universitaria. La propuesta tedrica de este comunicado, se refiere al como se pueden
poner en movimiento los mencionados elementos metodologicos mediante la ingenieria

didactica.

Cabe destacar que la modelacién de fenémenos en el aula es posible debido a dos componentes
fundamentales que son la metodologia de la investigacion en Matematica educativa y el desarrollo
y aplicacion de los medios tecnologicos, estos ultimos utilizados como amplificadores de las

capacidades sensoriales, motrices y racionalizadoras.

Para el diseno de la experimentacion se proponen diversos casos que tratan de fendmenos
ingenieriles y tecnoldgicos; y consiste en que, cada estudiante o equipo de estudiantes de
distintas carreras (Ingenieria Mecanica, Eléctrica, Electrénica, Ingenieria Quimica y Licenciatura

en Tecnologia); propone un fenédmeno asociado al objeto matematico numérico aqui tratado.

El problema es resuelto usando los medios tecnolégicos que permiten realizar la practica en el
aula universitaria o bien mediante la recoleccion de los datos del experimento que corresponda al
fenomeno planteado para procesarlos en el aula y ver los distintos resultados para su andlisis e

interpretacion.

Se observa que el estudiante se ve motivado, debido a la puesta en escena de algunos elementos
de la practica didactica; uno de estos elementos motivadores es la contextualizacion de los
fenomenos propuestos por los estudiantes. Otros elementos de motivacion son la visualizacion
del fenémeno, la recoleccién de datos de la experimentacion y el procesado de dichos datos de

entrada usando medios tecnoldgicos.

Algunos aspectos metodolégicos
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Se han tratado muchas propuestas de tipo educativo, las que hacen caso omiso de la importancia
que tiene el estudiante, el salon de clase y el contexto universitario. En esta comunicacién se
enfocan los esfuerzos en la atencion a lo que sucede en el aula universitaria, y en el papel de la
interaccion social; argumentando que la construccion del conocimiento es un proceso social de

creaciéon conjunta y no un proceso individual aislado.

Como resultado de las practicas ejercidas por grupos sociales en contextos sociales especificos y
reproducidos por comunidades surgen los conocimientos matematicos como construcciones
sociales. Por lo tanto las matematicas y la tecnologia pueden ser vistos como empresas humanas;
de ahi que es fundamental saber acerca de sus potenciales y limitaciones, y asi utilizar el
conocimiento cientifico con propodsitos tanto sociales como personales. En el proceso socio

epistemoldgico, las propuestas incluyen reflexiones sobre el papel que la universidad debe jugar.

Es muy importante mencionar que uno de los fundamentos de la metodologia es el observar
como, la modelacion de un fendmeno en el aula o en el campo de accioén, podria conformar una

poderosa fuente de componentes para la construccion del conocimiento matematico.

Estos aspectos que hemos mencionado en esta comunicacion han de ser sostenidos por los

conceptos tedrico-metodologicos, sehalados por Jaime Arrieta en su tesis doctoral:

Sostenemos que el aprendizaje es una actividad situada en contextos sociales, donde los
actores sociales ejercen practicas usando y construyendo herramientas, modificando con

esta actividad las mismas practicas y las herramientas, su entorno, su identidad, su cognicion

y su realidad (Arrieta, 2003, p. 25).
Descripcion del objeto Matematic
Concepto de triangulacion

La triangulacion de un conjunto de datos es una técnica esencial para la solucién de problemas en
la reconstruccién de superficies; mediante la aproximacion con interpolacion de datos dispersos o
bien en aplicaciones en las que se requiere recuperar objetos en tres dimensiones. El problema

de la reconstruccion de una superficie puede ser formulado de la forma descrita a continuacion.
Dado un conjunto de datos:

{{x",y",z"] ER3 } i=1,2,3..,mn
Ajustar una superficie al conjunto dado

Se supone que la ubicacién de los datos es irregular.
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En general En general no es posible interpolar o aproximar los datos sin pre procesamiento.

Primero se necesita organizar los datos o, en otras palabras, construir una estructura sobre los

datos. Por lo tanto el primer paso en la evaluacion de una superficie es el de obtener una

triangulacion de los datos. La determinacién de una triangulacion de los datos, la aproximacion

mas simple llamada €% es el camino mas rapido y mas barato para echar un vistazo inicial a los
’

datos antes de pasar a la aplicacion de los métodos de aproximacion /interpolacion de orden

superior. Una buena triangulacion puede ayudar a resolver muchos problemas.

Estos problemas no estan limitados a la determinacion de interpolaciones suavizadas, sino que

también conciernen a la definicion de forma del objeto (Zahn, 1971).

Utilizando criterios de geometrias puras (Alboul, 1997) han introducido nuevas triangulaciones de
datos tridimensionales irregulares ubicados. El primero se denomina triangulacion de ajuste y se
basa en la optimizacion de una analogia discreta sobre la integral absoluta Gaussiana. Las
Triangulaciones de ajuste son evidentemente mejor que las triangulaciones de Delaunay, como
por ejemplo, la triangulacion de ajuste conserva automaticamente convexidad. El segundo
criterio de optimizacion que se propone (Alboul, 1997), concierne a triangulaciones que
minimicen la integral de curvatura media absoluta. Hasta ahora no estaba claro cual de los dos
criterios era el mejor, y como se comparan con los métodos conocidos en la literatura, tales

como:

Reducir al minimo el area del objeto resultante, Criterios heuristicos los cuales se puede
encontrar, Métodos basados en la minimizaciéon de un cierto funcional, como la energia de una
placa de flexién, limitada por las condiciones de interpolacién. (Con la desventaja de este método,

que soélo funciona para los datos funcionales).

Asi, en primer lugar se hara una breve revision de los métodos de triangulacién, basado en la
minimizacion de la absoluta de Gauss y la curvatura media. Se han realizado experimentos
numeéricos para objetos cerrados con estos criterios de lo que resulta que estos Ultimos, en
general, funcionan mejor, aunque este método puede ser que no preserve la forma: no se sabe si

el método conserva convexidad en general.

La segunda parte describe la calidad de los métodos para el caso especial de datos funcionales:
ambos métodos, tanto el ajuste como la minimizacion de la curvatura media absoluta, pueden ser
comparados con los métodos conocidos en la literatura. También en estos casos el criterio

principal parece ser superior cuando se trata de precision

Criterios geométricos para una mejor triangulacion
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Esta seccion revisara las cantidades geométricas, integral Gaussiana y la curvatura media de la
triangulacién, asi como Gauss y curvatura media absoluta. Para suavizar los objetos curvatura de
Gauss Ky curvatura media H se definen en términos de las curvaturas principales 4; y Az siendo

estos los valores propios de la diferencial del mapa de Gauss.

Con lo que se define:
Az Az
K=d4A2 y H= A +—H= A +—

La version integral de esas cantidades puede ser definida también para las triangulaciones, lo que
permitira definir, para diferentes criterios la mejor triangulacion. Se consideran dos, de tales

criterios.
Curvatura Gaussiana

La nocidn de curvatura gaussiana es uno de los conceptos centrales en geometria diferencial y
esta estrictamente relacionado con el concepto de angulo. Sobre la base de la nocion de angulo,
podemos definir las siguientes curvaturas de una triangulacion A considerado como una superficie

poliédrica:
La integral de curvatura k (analogo la integral de curvatura gaussiana).

El angulo total 8(17) en torno al vértice ¥ es la suma de los angulos de todos los poligonos planos
que inciden en dicho vértice, llamado el inicio de ¥, es decir Star(v). Para cualquier punto
¥ €A K(x) =2m— 6(x). La cantidad k es conocida como el déficit de 4ngulo. Solo para los

vértices se tiene que k(x) # 0, ver figura 3.

Figure 3. - Curvatura en torno al vértice: K {v7) = 2m — X 8; = 2m — 8(v).
La curvatura positiva extrinseca k()

Supongamos que a través del vértice & pasa algiin plano de apoyo (local), de una triangulacion A.
Entonces, este vértice se encuentra en el limite de la envolvente convexa de inicio Star{1w). Se

denota el inicio ¥ en el limite de la envolvente convexo por Star® () y le llamaremos el inicio
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del cono convexo de un vértice. La curvatura k¥ (v) de Star* (v) se llama la curvatura positiva
(extrinseca) de . Si no hay ningun plano de soporte a través de ¥ entonces se coloca, k¥ (v)

igual a cero .
El curvatura negativa extrinseca:

k~(v): k= (v) = k*(v) — k(v).
La curvatura absoluta extrinseca:

k(v): k(v) = k¥ (@) + k().
Podemos definir los siguientes conjuntos de vértices:
Vértices convexos apropiados:

k() = k*(v) = k(v) y k() =0,

Geométricamente esto significa que Star(v) coincide con Star™ (v).

Vértices en forma de silla de montar apropiados:
kE(v) = k~(v) = —k(v)
La curvatura gaussiana k& de un montaje (silla de montar) de vértice adecuado es menor que cero

y no existe plano de soporte, es decir, no existe un plano que pase a través del vértice 17 de tal

manera que todos los vértices vecinos se encuentran en el mismo lado de (o en) este plano.
Vértices mixtos:

k~(v) =0y k*(v) >0

Un vértice es mixto, si no es ni convexo ni en forma de silla de montar. Por lo tanto, tiene un
plano de soporte, pero existen dos sucesivas aristas incidentes en el vértice que abarcan un plano

que divide el conjunto de vértices adyacentes.

Ejemplos de los tres vértices descritos se dan en la figura 4

Figura 4: Los tres tipos de vértices: convexo apropiado, silla de montar apropiado y , combinada
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Curvatura Absoluta Total (extrinseca) kgps (A) de una triangulacién A esta dada por la expresién:
— + - + -
kﬂbﬂ' (ﬁ} - Elr‘xmnuexk (t,’x} + EL‘S saddie k (‘L”g} + EL‘}' mL‘:ed(k (T"J}JI + k 1:t,}’})‘
Para cualquier traingualacion apropiada convexa, silla de montar apropiada y vértices combinados
forman una particion de todos los vértices.

Definicion. Dado un conjunto de datos {x‘} i=1,23, .., N. Una triangulacion A del conjunto de

datos, utilizados para ajustar una triangulacion, si es apropiado, y si kﬂbj.(ﬂ ), es minima, es decir:
krzb;-'.'(ﬁ} = krzbs(ﬁ)
Para todas las otras posibles triangulacionesé.

Algunas propiedades de la triangulacion ajustada (Alboul, 1997), son descritas; siendo la mas
importante aquella que conserva convexidad. Por otra parte se puede demostrar que con el
algoritmo de intercambio local (Lawson, 1977), primero sugerido por el citado autor, en realidad

este 6ptimo global puede obtenerse si los datos son convexos.

Por desgracia, este criterio de optimizacion tiene algunos resultados negativos, puesto que parece

crear triangulos largos y delgados no deseados.

Otra curvatura que se puede definir para un poliedro y en consecuencia, para una triangulacion,
es la curvatura media. Se demuestra facilmente que una definicion apropiada para la integral de

curvatura media en una tira a lo largo de un eje e, esta dada por:

H) = a- [x - x]

Aqui x; X; son las coordenadas de los vertices del eje &, y @ es el angulo entre las normales de
los dos triangulos los cuales tienen al eje € en comun. (Esto puede ser derivado, al considerar una

aproximacién € de la triangulacion remplazando los ejes por un cilindro de radio pequefio.

El criterio de minimizacion de la curvatura media absoluta esta dado por:

Hape= ) IH(E)L

Y en consecuencia una triangulacion de un conjunto de datos, se dice que es la triangulacién de

minima curvatura media absoluta, siH;: es adecuada y se reduce al minimo.

Esta definicion implica que buscamos triangulaciones que minimicen:
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[ tra+ aas
K

También como

[ rat+ 1oty as
K

Puesto que:

Los vértices no tienen contribucion alguna en la integral, ya que tienen medida cero,
Los puntos dentro los triangulos no tienen contribucion, ya que ambas curvaturas principales son

cero.

Los bordes tienen contribucién, pero sélo de una curvatura principal, el otro es cero.
Dado que sélo una de las dos curvaturas principales es distinta de cero, también se reducen al

minimo las siguientes cantidades:
2 2
[ mastiistikaas, [ [+ 3 as
! o

Este criterio da resultados muy prometedores. Este resultado se obtiene utilizando un algoritmo
de intercambio local con condicion inicial como la triangulacion ajustada, obtenido en la

subseccion anterior.

Podemos concluir que minimizar la curvatura absoluta gaussiana, es decir, el criterio de ajuste, no
es muy aplicable a conjuntos de datos generales. El criterio de zona se ha demostrado que
conduce a resultados pobres, incluso en el caso optimo a nivel global. El criterio mas
prometedora parece ser minimizar la curvatura absoluta media, o (al menos casi siempre es
bueno) los dos métodos ABN (Angulo entre normales) y JND (Jump in Derivadas normales). El
método de Quak y Schumaker da triangulaciones demasiado conservadoras, en general. Aparte

de eso, su método es mas caro como todos los otros criterios que se pueden calcular a nivel CO.
Resultados esperados

En este articulo ponemos nuestra atencién en como el humano participa en contextos sociales en
los que, se construye el conocimiento y la realidad. El proposito de este tipo de experimento es
crear un contexto argumentativo en el que los estudiantes y profesores interactiian en el aula en
la construccion y el ejercicio de las practicas sociales, argumentos, herramientas y significados de
la interaccion con un fenémeno.
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