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Resumen

Se presentan algunos ejemplos y propiedades de la colección de relaciones transitivas y se
encuentran cotas inferiores y superiores para el número de relaciones transitivas sobre un
conjunto finito.

1. Nociones preliminares

Algunas Notaciones

Sea X un conjunto no vaćıo y A un subconjunto de X .

Se denota por cA el comlemento de a respecto a X , |A| el cardinal del conjunto A, ℘(A) a la
colección de todos los subconjuntos de A y por H(A) la colección de hiperconjuntos de A:

℘(A) = {B ⊆ X : B ⊆ A}
H(A) = {B ⊆ X : A ⊆ B}
℘∗(A) denota al conjunto ℘(A)− {∅}
Si A y D son subconjuntos de X , con A ⊆ D, la colección de todos los conjuntos que están entre
A y D es:

[A, D] = {B ⊆ X : A ⊆ B ⊆ D}
Si A es una colección de subconjuntos de X ,

cA = ℘(X)−A Ac = {B ⊆ X : (X − B) ∈ A}
cAc = {B ⊆ X : (X − B) /∈ A} = ℘(X)−Ac.

Resultado

a)|℘(A)| = 2|A|, b)|H(A)| = 2|X |−|A| c) |Ac| = |A|.
Demostración.

b) H(A) = ℘(X − A)c.

Para cada entero positivo m ≤ |X |, ℘m(X) es la colección de subconjuntos de X que tienen m

elementos:

℘m(X) = {B ⊆ C : |B| = m}. |℘m(X)| = (n
m), si |X | = n.
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℘↑m(X) = {B ⊆ C : |B| > m}.
Sean A y B dos colecciones finitas tal que ∀A ∈ A y ∀B ∈ B, A ∩ B = ∅.
A⊔B = {A ∪ B : A ∈ A y B ∈ B}.
Proposición.

|A⊔B| = |A||B|
Demostración.

La función j : A× B −→ A⊔B es biyectiva.

(A, B) −→ A ∪ B.

Supongamos (A, B) 
= (C, D) entonces sin perdida de generalidad podemos suponer A 
= C,
luego existe x ∈ A y x /∈ C, asi x ∈ A ∪ B y x /∈ (C ∪ D), pues x /∈ C. y si x ∈ D, entonces
D ∩ A 
= ∅, lo cual es una contradicción. aśı que j((A, B)) 
= j((C, D))

Luego |A⊔B| = |A||B|
Sea X un conjunto.con n elementos.

Una relación R sobre X es un subconjunto de X × X, aśı hay 2n2
relaciones sobre X.

Una relación R sobre X es reflexiva si para cada x ∈ X , (x, x) ∈ R

R es una relación simétrica sobre X si : ∀(x, y) ∈ X × X, (x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R.

R es una relación antisimétrica sobre X si : ∀(x, y) ∈ X × X, (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ∈ R ⇒ x = y.

Hay 2n(n−1) relaciones reflexivas, 2
n(n+1)

2 relaciones simetricas y 2n3
n(n−1)

2 relaciones antisimétri-
cas sobre X .

2. Definición y ejemplos

Sea X un conjunto. R es una relación transitiva sobre X si :

(∀x, y, z ∈ X) ((x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R)

Proposición.

R es transitiva ⇐⇒ R ◦ R ⊆ R.

Ejemplos de relaciones transitivas:

1. Si X = {a}, entonces T1(X) = {∅, {(a, a)}} .

2. Si X = {a, b}, entonces

{(a, b) , (b, a)} , {(a, b) , (b, a) , (b, b)} , {(a, b) , (b, a) , (a, a)} no son transitivas,

aśı que hay 13 relaciones transitivas.

298



Relaciones transitivas sobre un conjunto X

3. ∅ y X × X son relaciones transitivas

4. ΔX = {(x, x) : x ∈ X} es una relación transitiva.

5. Si R ⊆ ΔX entonces R es transitiva.

Cada subconjunto de la diagonal es una relación transitiva sobre X .

6. Si a, b y c son tres elementos distintos de X, Tabc = {(a, b), (b, c), (a, c)} es una relación
transitiva.

Se denota por T (X) al conjunto de todas las relaciones transitivas sobre X .

Como T (X) ⊆ ℘(X × X), este conjunto queda automáticamente ordenado por el orden de la
inclusión en ℘(X × X).

Proposición.

1. Las relaciones ∅ y X × X son respectivamente el mı́nimo y máximo de (T (X),⊆).

Sea {Ri}i∈I una familia de relaciones transitivas sobre X ,.

2. La intersección
⋂

i∈I
Ri es una relación transitiva.

3. Si {Ri}i∈I es una familia encajada de relaciones transitivas, entonces
⋃

i∈I
Ri es transitiva

En śımbolos: (i 
= j =⇒ Ri ⊆ Rj o Rj ⊆ Ri) =⇒ ⋃
i∈I

Ri ∈ T (X).

Observación.

La unión de relaciones transitivas no siempre es transitiva.

Ejemplo: R = {(1, 2)} y S = {(2, 3)} son transitivas pero R ∪ S = {(1, 2) , (2, 3)} no lo es.

Proposición.

Sea X un conjunto con |X | = n.

1. |T (X)| ≤ 2n2

2. {A × B : A, B ∈ ℘∗(X)} ⊆ T (X)

3. (2n − 1)2 ≤ |T (X)|
Demostración

3. {A × B : A, B ∈ ℘∗(X)} es equipotente a ℘∗(X)× ℘∗(X) aśı:

(2n − 1)2 = |{A × B : A, B ∈ ℘∗(X)}| ≤ |T (X)| .

3. Relaciones en T1(X)

Definición. Sea X un conjunto y Δ = ΔX .

T1(X) = {R ∈ T (X) : R ∩ Δ = ∅}
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T2(X) = {R ∈ T (X) : R ∩ Δ 
= ∅ y R � Δ}.
Las relaciones del conjunto T1(X) se llamaran relaciones puramente transitivas.

Proposición.

T (X) = T1(X) ∪ T2(X)∪ ℘ ∗ (Δ). y la unión es disyunta.

Ejemplos de relaciones puramente transitivas. T1(X)

1. Si X = {a}, entonces T1((X) = {∅} .

2. Si X = {a, b}, entonces T1((X) = {∅, {(a, b)} , {(b, a)}} .

3. Si X = {a, b, c}, entonces X × X =

c (a, c) (b, c) (c, c)
b (a, b) (b, b) (c, b)
a (a, a) (b, a) (c, a)

a b c

y

T1((X) = {∅} ∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{(a, b)}
{(b, a)}
{(a, c)}
{(c, a)}
{(b, c)}
{(c, b)}

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{(a, b), (a, c)}
{(b, a), (c, a)}
{(a, c) , (b, c)}
{(c, a), (c, b)}
{(a, b), (c, b)}
{(b, a) , (b, c)}

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∪

∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{(a, b), (b, c) , (a, c)}
{(b, a), (a, c), (b, c)}
{(a, c) , (c, b), (a, b)}
{(b, c), (c, a) , (b, a)}
{(c, a), (a, b), (c, b)}
{(c, b), (b, a), (c, a)}

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

total 19

4. Las relaciones unitarias cuyo elemento no es de la diagonal son de T1(X)

5. Sea X = {a, b, c, d},
{(a, b), (c, b)}, {(a, b), (a, c)} y {(a, b), (c, d)} son los únicos tipos de relaciones con dos elementos
de T1(X).

6.Si A ∈ ℘(X) y x /∈ A, A × {x} y {x} × A son relaciones de T1(X)

Proposición..

Sea X un conjunto con |X | = n.

1. Si R ∈ T1(X) entonces R ⊆ (cR)−1

2.T1(X)∩ SIM(X) = ∅
3.T1(X) ⊆ ℘(X × X)− SIM(X).

4. |T1(X)| ≤ 2n2 − 2
n(n+1)

2 .
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Demostración.

1. Si R ∈ T1(X) entonces (a, b) ∈ R =⇒ (b, a) /∈ R ⇐⇒ R ⊆ (cR)−1.

Proposición.

1. Si R es transitiva y S ∈ ℘∗(Δ), entonces R ∪ S es transitiva.

2. T2(X) ⊇ T1(X) � ℘ ∗ (Δ) = {R ∪ S : R ∈ T1(X) y S ∈ ℘∗(D)}.
3. |T2(X)| ≥ (2n − 1) |T1(X)|
4. |T (X)| ≥ 2n (|T1(X)|+ 1) − 1

Demostración.

3. |T2(X)| ≥ |T1(X) � ℘∗(Δ)| = |T1(X)||℘∗(Δ)| = (2n − 1) |T1(X)|
4.|T (X)| = |T1(X)∪ T2(X) ∪ ℘ ∗ (D)| = |T1(X)|+ |T2(X)|+ |℘ ∗ (D)|
≥ |T1(X)|+ (2n − 1)|T1(X)|+ 2n − 1 = 2n|T1(X)|+ 2n − 1 = 2n (|T1(X)|+ 1) − 1.

Proposición.

1. Si R ∈ T1(X),entonces R−1 ∈ T1(X).

2. La función ϕ : T1(X) −→ T1(X), tal que ϕ(R) = R−1 es biyectiva.

3. Si X es finito, |T1(X)| es un número par.

Se denotapor T1(X)1 al conjunto T1(X)1 = {R ∈ T1(X) : |R| = 1}
Proposición.

1. Si A ⊆ B, entonces T1(A) ⊆ T1(B).

2. Si X es unconjunto con n elementos, entonces |T1(X)1| = n(n − 1).

Demostración

2. T1(X)1 ≈ X × X − Δ.

Proposición.

Sean X = {1, 2, · · · , n} con el orden usual de Z+ A y B subconjuntos de X . Notamos por

A × BI = {(a, b) ∈ A × B : a < b} A × BS = {(a, b) ∈ A × B : a > b}
1. Las relaciones A × BI y A × BS son transitivas

2. {A × BI : A ∈ ℘↑2(X) y B ∈ ℘↑2(X)}⊎{A × BS : A ∈ ℘∗(X) y B ∈ ℘∗(X)
} ⊆ T (X).

3. 2 (2n − n − 1)2 ≤ |T1(X)| .
Sea X = {1, 2, · · · , n}
Notación X × XI = {(i, j) ∈ X × X : i < j}
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MT1(X) = {R : R es una relación maximal de T1(X)}
S(X) el grupo de permutaciones del conjunto X.

Sea σ ∈ S(X),definimos Rσ =
〈{(σ (i) , σ (i + 1))}n−1

i=1

〉
σX × XI = {(σ (i) , σ (j)) ∈ X × X : i < j}
Teorema

1. Rσ ∈ T1(X).

2. Rσ = {(σ (i) , σ (j)) ∈ X × X : i < j}
3.|Rσ| = 1

2n(n − 1).

4. σ 
= ρ =⇒ Rσ 
= Rρ

5. Rσ ∈ M(X)

Demostración.

1.Rσ − Δ ∈ T (X) y {(σ (i) , σ (i + 1))}n−1
i=1 ⊂ Rσ − Δ =⇒ Rσ ⊆ Rσ − Δ y Rσ ∈ T1(X).

2. ⊇) Si (σ (i) , σ (j)) ∈ σX × XI, i < j entonces existe r > 0, tal que i + r = j, luego

σ (i) ∼ σ (i + 1) ∼ σ (i + 2) ∼ · · · ∼ σ (i + r) y (σ (i) , σ (j)) ∈ Rσ.

⊆) Supongamos (σ (i) , σ (j)) ∈ Rσ, i > j entonces (σ (j) , σ (i)) ∈ Rσ y (σ (i) , σ (i)) ∈ Rσ .

3. Rσ :

σn (σ1, σn) (σ2, σn) (σ3, σn) · · · (σi, σn) · · · (σn−2, σn) (σn−1, σn)
σn−1 (σ1, σn−1) (σ2, σn−1) (σ3, σn−1) · · · (σi, σn−1) · · · (σn−2, σn−1)

...
...

...
...

...
...

σj (σ1, σj) (σ2, σj) (σ3, σj) · · · (σi, σj) · · ·
...

...
...

...
σ3 (σ1, σ3) (σ2, σ3)
σ2 (σ1, σ2)
σ1

σ1 σ2 σ3 · · · σi · · · σn−2 σn−1 σn

|Rσ| = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n − 1 = 1
2n(n − 1)

4. σ 
= ρ, entonces existen i, j, r, s ∈ X , con i < j y r > s tal que σ(i) = ρ(r) y σ(j) = ρ(s) ,

entonces (σ (i) , σ (j)) ∈ Rσ y (σ (i) , σ (j)) = (ρ (r) , ρ (s)) /∈ Rρ aśı Rσ 
= Rρ.

5. Si existiera R ∈ T1(X) tal que Rσ ⊂ R entonces existiria (l, m) ∈ R y (l, m) /∈ Rσ asique
existen 0 ≤ r, s ≤ n tal que l = σ (r) , m = σ (s) , r ≥ s, entonces (xσ(s), xσ(r)) = (m, l) ∈ R y
esto contradice el hecho que R ∈ T1(X).

Notación: TS(A) = {Rσ : σ ∈ S(A)}
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Teorema

1. T1(X) ⊆ ⊎ {TS(A) : A ∈ ℘↑2 (X)}
2.|T1(X)| ≤∑n

k=3 (n
k) k!.

Demostración.

3. |T1(X)| ≤ |⊎ {TS(A) : A ∈ ℘↑2 (X)}| =
∑

A∈℘↑2(X) |A|! =
∑n

k=3 (n
k) k!.

4. Relaciones transitivas y ordenes parciales

Sean T (A) el conjunto de todas las relaciones transitivas sobre A, Ta(A) el conjunto de todas
las relaciones transitivas y antisimétricas sobre A. y P (A) elconjunto de todas las relaciones de
orden parcial sobre A.

Sean X un subconjunto arbitrario de A y P una partición de A − X = cX Definimos

T ∗
a (X ∪ P) = {R ∈ Ta(X ∪ P) : ∀z ∈ X ∪ P , (z, z) ∈ R ⇔ z ∈ P}

= {R ∈ Ta(X ∪ P) : ΔP ⊆ R ∧ ΔX ∩ R = ∅}
Lema 1.

T (A) es equipotente a
⊎

X∈℘(A)

( ⊎
P∈P(A−X)

T ∗
a (X ∪ P)

)

Demostración.

Para cada R ∈ T (A) definimos AR = {x ∈ A : (x, x) ∈ R} = Dom(R ∩ R−1) Para cada
x, y ∈ AR definimos la relación

x ∼ y ⇐⇒ (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ∈ R

∼ es una relación de equivalencia sobre AR. ∼ = R ∩ R−1

Sean X = A − AR y P = AR/ ∼ = {[x] : x ∈ AR}
Para R ∈ T (A) , definimos S ∈ T ∗

a (X ∪ P) como sigue:

Si (x, y) ∈ R, entonces

i) x ∈ X ∧ y ∈ X =⇒ (x, y) ∈ S

ii) x ∈ A − X ∧ y ∈ X =⇒ ([x] , y) ∈ S

iii) x ∈ X ∧ y ∈ A − X =⇒ (x, [y]) ∈ S

iv) x ∈ A − X ∧ y ∈ A − X =⇒ ([x] , [y]) ∈ S

La aplicación f definida por f(R) = S es una biyección.

f(R) = {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ (x, y) ∈ R} ∪ {([x], y) : x /∈ X ∧ y ∈ X ∧ (x, y) ∈ R}∪
{(x, [y]) : x ∈ X ∧ y /∈ X ∧ (x, y) ∈ R} ∪ {([x], [y]) : x /∈ X ∧ y /∈ X ∧ (x, y) ∈ R}
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f esta bien definida pues f(R) es transitiva antisimetrica y ∀z ∈ X ∪P , (z, z) ∈ f(R) ⇔ z ∈ P .

f es inyectiva: Si R 
= R′ existe (x, y) ∈ R y (x, y) /∈ R′ y f(R) 
= f(R).

f es sobre: Sea S ∈ T ∗
a (X ∪ P), entonces existe R =

Lema 2

T ∗
a (X ∪ P) es equipotente a P (X ∪ P)

Para cada R ∈ T ∗
a (X ∪ P) sea f(R) = R ∪ ΔX∪P f es una biyección.

Ejemplos:

1. Sea A = {a, b, c, d, e, f} y

R =
{

(a, a) , (b, b) , (d, d) , (e, e) , (f, f) , (a, b) , (b, a) ,

(a, c) , (b, c) , (d, e) , (e, d) , (d, c) , (e, c) , (d, f), (e, f)

}

una relación sobre A.

Por el lema 1 AR = {a, b, d, e, f}
La relación de equivalencia es {(a, a) , (b, b) , (d, d) , (e, e) , (f, f) , (a, b) , (b, a) , (d, e) , (e, d)}
La partición es: P = AR/ ∼ = {{a, b} , {d, e} , {f}}
X = A − AR = {c} , A− X = AR.

La relación antisimetrica y transitiva S es

S = {({a, b} , {a, b}) , ({d, e} , {d, e}) , ({a, b} , c) , ({d, e} , c) , ({d, e} , c) , ({f} , {f})}
Por el lema 2 la relación S ∪ ΔX∪P es una relación de orden parcial sobre A.

S ∪ ΔX∪P =
{

({a, b} , {a, b}) , ({d, e} , {d, e}) , ({a, b} , c) ,
({d, e} , c) , ({d, e} , c) , ({f} , {f}) , (c, c)

}
.

2. Sea A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y

R = {(1, 1) , (3, 3) , (5, 5) , (6, 6) , (1, 3) , (3, 1) , (1, 5) , (5, 1) , (2, 6), (4, 6)}
una relación sobre A.

Por el lema 1 AR = {a, b, d, e, f}
y la relación de equivalencia es {(a, a) , (b, b) , (d, d) , (e, e) , (f, f) , (a, b) , (b, a) , (d, e) , (e, d)}
y la partición es P = AR/ ∼ = {{a, b} , {d, e} , {f}}
X = A − AR = {c} , A− X = AR.

la relación antisimetrica y transitiva S es

S = {({a, b} , {a, b}) , ({d, e} , {d, e}) , ({a, b} , c) , ({d, e} , c) , ({d, e} , {f}) , ({f} , {f})}
Por el lema 2 la relación S ∪ ΔX∪P es una relación de orden parcial sobre A.
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S ∪ ΔX∪P =
{

({a, b} , {a, b}) , ({d, e} , {d, e}) , ({a, b} , c) ,

({d, e} , c) , ({d, e} , c) , ({f} , {f}) , (c, c)

}
.
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