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Resumen

Se presentan algunos ejemplos y propiedades de la colecciéon de relaciones transitivas y se
encuentran cotas inferiores y superiores para el nimero de relaciones transitivas sobre un
conjunto finito.

1. Nociones preliminares

Algunas Notaciones
Sea X un conjunto no vacio y A un subconjunto de X.

Se denota por cA el comlemento de a respecto a X, |A| el cardinal del conjunto A, p(A) a la
coleccién de todos los subconjuntos de A y por H(A) la coleccién de hiperconjuntos de A:

p(A)={BC X :BCA}
H(A) = {BC X : AC B}
9« (A) denota al conjunto p(A) — {0}

Si Ay D son subconjuntos de X, con A C D, la coleccién de todos los conjuntos que estan entre
Ay D es:

[A,D]={BCX:ACBCD}

Si A es una coleccién de subconjuntos de X,
cA=p(X)— A Ac={BCX:(X—-B)ecA}
cAc={BCX:(X—-B)¢ A} = p(X) — Ac.

Resultado

lp(A) =24, D) =2X o) [Ad = |4
Demostracion.

b) H(A) = p(X — A)c.

Para cada entero positivo m < |X|, p,,(X) es la coleccién de subconjuntos de X que tienen m
elementos:

pm(X) ={B C C:[B| =m}. [pm(X)| = (3), si |X] = n.
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prm(X) = {BC C: |B| > m}.
Sean A y B dos colecciones finitas tal que VA€ Ay VB e B, AN B = 0.
Al |B={AUB: A€ A y BeB}
Proposicién.
AL B| = | A[lB]
Demostracion.
La funcién j : A x B — A| | B es biyectiva.
(A,B) — AUB.

Supongamos (A, B) # (C, D) entonces sin perdida de generalidad podemos suponer A # C,
luego existe x € Ayx ¢ C,asiz € AUB yao ¢ (CUD), pues z ¢ C.ysi x € D, entonces
DN A #(, lo cual es una contradiccion. asi que j((A, B)) # j((C, D))

Luego | A B[ = [AllB]

Sea X un conjunto.con n elementos.

Una relacién R sobre X es un subconjunto de X x X, asi hay 2"* relaciones sobre X.
Una relacién R sobre X es reflexiva si para cada z € X, (z,z) € R

R es una relacién simétrica sobre X si: V(z,y) € X x X, (z,y) € R= (y,z) € R.

R es una relacién antisimétrica sobre X si: V(z,y) € X x X, (z,y) € RA (y,z) € R=x =y.

n(n+1) n(n—1)
Hay 27("=1) relaciones reflexivas, 272 — relaciones simetricas y 232 relaciones antisimétri-

cas sobre X.

2. Definicién y ejemplos
Sea X un conjunto. R es una relacién transitiva sobre X si :
(Vo,y,z € X) ((z,y) € RN (y,2) € R—= (2, 2) € R)

Proposicién.

R es transitiva <= Ro R C R.

Ejemplos de relaciones transitivas:

1. Si X = {a}, entonces T1(X) = {0, {(a,a)}}.

2. 81 X = {a, b}, entonces

{(a,b), (b,a)},{(a,b),(b,a),(b,b)},{(a,b),(b,a),(a,a)} no son transitivas,

asi que hay 13 relaciones transitivas.
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3. 0y X x X son relaciones transitivas
4. Ax = {(z,z): x € X} es una relacién transitiva.
5. S1 R C Ax entonces R es transitiva.
Cada subconjunto de la diagonal es una relacién transitiva sobre X.

6. Si a,b y ¢ son tres elementos distintos de X, Ty = {(a,b), (b, c),(a,c)} es una relacion
transitiva.

Se denota por T'(X) al conjunto de todas las relaciones transitivas sobre X.

Como T'(X) C p(X x X), este conjunto queda autométicamente ordenado por el orden de la
inclusién en p(X x X).

Proposicién.

1. Las relaciones () y X x X son respectivamente el minimo y méximo de (T'(X), C).

Sea {R;}icr una familia de relaciones transitivas sobre X,.

2. La interseccion ﬂiel R; es una relacién transitiva.

3. Si {R;}ier es una familia encajada de relaciones transitivas, entonces UieI R; es transitiva
En simbolos: (i # j = R; C R; o R; C R;) = U,_, Ri € T(X).

Observacion.

La unién de relaciones transitivas no siempre es transitiva.

Ejemplo: R=1{(1,2)} vy S={(2,3)} son transitivas pero RU S = {(1,2),(2,3)} no lo es.
Proposicién.

Sea X un conjunto con | X| = n.

1 |T(X)] < 27°

2.{Ax B: A B¢c p.(X)} CT(X)

3. (2"~ 1)’ < [T(X)|

Demostracion

3. {Ax B: A Bc¢c p.X)} es equipotente a p.(X) X p.(X) asi:

(2~ 1)’ = {Ax B: A, B € p.(X)} < [T(X)].

3. Relaciones en 7} (X)

Definiciéon. Sea X un conjunto y A = Ax.

T(X)={ReT(X): RNA =0}
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Ty(X)={ReT(X): RNA#0 y RZA}.

Las relaciones del conjunto 77(X) se llamaran relaciones puramente transitivas.

Proposicién.

T(X)=T1(X)UT(X)Up=(A). y la unién es disyunta.

Ejemplos de relaciones puramente transitivas. 77 (X)

1. Si X = {a}, entonces T1((X) = {0} .

2. Si X ={a,b}, entonces T1((X) = {0, {(a,b)},{(b,a)}}.

3.51 X ={a,b,c}, entonces X x X =

{(
(
Tl((X):{(b}U {( 7
{(
{(

{
¢ | (a,c) | (bye) | (e,c)
b | (a;b) | (b,b) | (e,b) .
a | (a,a) | (b,a) | (c,a)
a b c
) {(a,0), (a,c)} )
{ie ) 6.0
Y\ {eanenr (Y
{(a,0),(c,b)}
( {(b,a), (b, 0)}
total 19

4. Las relaciones unitarias cuyo elemento no es de la diagonal son de 77 (X)

5. Sea X = {a,b, c,d},

{(a,b),(¢,b)}, {(a,b), (a,c)} y {(a,b), (c,d)} son los tnicos tipos de relaciones con dos elementos

de Tl(X)

6.51Acp(X) y ¢ A, Ax{z} y {z} x A son relaciones de T1(X)

Proposicién..

Sea X un conjunto con | X| = n.

1. Si R € T1(X) entonces R C (cR)~!

2T (X)NSIM(X) =10

3.1y (X) C p(X x X) — SIM(X).

4. |Ty(X)| < 27° =2
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Demostracion.

1. Si R € T1(X) entonces (a,b) € R => (b,a) ¢ R<= R C (cR)~%.
Proposicién.

1. Si R es transitiva y S € p.(A), entonces RU S es transitiva.

2 (X)) DTi(X)Upx(A)={RUS:ReTi(X) vy S€pD)}

3. [To(X)| = (2 — 1) |T3(X)|

L T(X)] = 2 (Ty(X)| + 1)~ 1

Demostracion.

3. [Ta(X)] = |Th(X) Upu(A)] = [To(X)[[p«(A)] = (2" = 1) [T2(X)]|

4T(X)| = IT(X) UTo(X) Up = (D) = [Ti(X)| + |T2(X)| + [p + (D)

> T (X)) + (2" = D)|Ty(X)|+ 27 — 1 =2"Ty(X)|+ 2" — 1 = 2" (|Ty (X)| + 1) — 1.
Proposicién.

1. Si R € Ty(X),entonces R~! € T1(X).

2. La funcién ¢ : Ty(X) — T1(X), tal que @(R) = R™! es biyectiva.

3. Si X es finito, |7T1(X)| es un nimero par.

Se denotapor 7T3(X); al conjunto T1(X); = {R e T1(X): |R| =1}

Proposicién.

1. Si A C B, entonces T1(A) C T1(B).

2. Si X es unconjunto con n elementos, entonces |71 (X )| = n(n —1).
Demostracion

2. Ty(X)1 ~ X x X — A.

Proposicién.

Sean X = {1,2,---,n} con el orden usual de Z* A y B subconjuntos de X. Notamos por
Ax By ={(a,b) e Ax B:a<b} Ax B% ={(a,b) € Ax B:a> b}

1. Las relaciones A x By y A x B® son transitivas

2. {Ax Br: A€ ppp(X) y Bepp(X)MW{AxB%:Acp.(X) y Bep.(X)} CT(X).
3.2(2" —n —1)? < Ty (X)].

Sea X ={1,2,---,n}

Notacién X x X = {(i,j) € X x X :i < j}
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MT,(X)={R: R es una relacién maximal de T7(X)}

S(X) el grupo de permutaciones del conjunto X.

Sea o € S(X),definimos R, = ({(o (i+ 1)} >

oX x X1 ={(c(i),0(5)) €X><X:i<j}

Teorema

1. R, € T1(X).

2.R,={(c(i),0(j) e X x X :i<j}

3.|Rs| = 3n(n —1).

4. 0#p= Rs #R,

5. Ry € M(X)

Demostracion.

LR, —AeT(X)y{(c(@),o(i+1)} ' CR,—A= R, CR, — Ay R, € Ty(X).
2.2)Si(0(i),0(j)) €0 X x Xr,i <j entonces existe r > 0, tal que i +r = j, luego
o(i)~o(i+1)~o(i+2)~--~a(i+r) y(c(i),0(j)) € Rs.

C) Supongamos (o (i),0(j)) € Ry, @ > j entonces (o (j),0(i)) € Ry y (0(i),0(i)) € Ry .

3. R, :
On (01, Un) (027 Un) (037 Un) te (Uia Un) tet (Un—Qa Un) (Un—la Un)
On-1 | (01,0n-1) | (02,0n-1) | (03,0n-1) | --- | (0i,0n-1) | --- | (On—2,0n-1)
oj (01,0)) (02,05) (03,05) |- | (03,09)
g3 (0_17 0_3) (0_27 0_3)
) (0_17 0_2)
01
o1 oo o3 e o; e On—2 On—1

IRl =1+2+43+--+n—1=1inn-1)

4. o # p, entonces existen i,j,7,s € X, coni < j yr>stalqueo(i)=p(r) y o(j)=p(s),
entonces (0 (i),0(j)) € Roy (0 (i),0(j)) = (p(r),p(s)) ¢ R, ast Ry # R,

5. Si existiera R € T1(X) tal que R, C R entonces existiria (I,m) € R y (l,m) ¢ R, asique
existen 0 <r,s <ntalquel=o0(r),m=o0(s),r > s, entonces (T,(s),Top)) = (m,l)ER y
esto contradice el hecho que R € T1(X).

Notacién: Ts(A) ={R,:0 € S(A)}
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Teorema

L T1(X) C W{Ts(4) : A € pra (X))}

2T (X)| < 33 (R) KL

Demostracion.

3. (X)) < [W{Ts(A) - A € pra (X)H = Xsaepax) 1AM = Dk—s (1) kL.

4. Relaciones transitivas y ordenes parciales

Sean T'(A) el conjunto de todas las relaciones transitivas sobre A, T, (A) el conjunto de todas
las relaciones transitivas y antisimétricas sobre A. y P(A) elconjunto de todas las relaciones de
orden parcial sobre A.

Sean X un subconjunto arbitrario de A y P una particion de A — X = ¢X Definimos
THXUP)={ReT,(XUP):V2e XUP,(2,2) ER& z€ P}
={ReT,(XUP):Ap CRAAxNR =10}

Lema 1.

T(A) es equipotente a |4 B  THXUP)
Xep(A) \PeP(A-X)

Demostracion.

Para cada R € T(A) definimos A = {r € A:(z,2) € R} = Dom(RN R™') Para cada
x,y € Ar definimos la relacién

x~y<—= (r,y) € RA(y,z) € R

~ es una relacion de equivalencia sobre Ag. ~ =RNR!
Sean X =A—Ar y P=Ar/~={[z] : 2 € A}

Para R € T'(A), definimos S € T;(X UP) como sigue:

Si (z,y) € R, entonces

HreXANyeX = (z,y) €S
i)zeA-XANye X = ([z],y) €S

ii)re XANyeA—-X = (x,)y]) € S
iv)reA-XANyeA-—X = ([z],[y) € S

La aplicacién f definida por f(R) = S es una biyeccién.
f(R)={(z,y) :z e X Nnye X A(z,y) e R}U{([z].y): 2 ¢ X Ay € X N (2,y) € R}U

{(z,[y)) ;xe XNy ¢ X A (2,y) € RYU{([2],[y]) : 2 ¢ X Ny & X A (z,y) € R}
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f esta bien definida pues f(R) es transitiva antisimetrica y Vz € X UP, (z,2) € f(R) & z € P.
f es inyectiva: Si R # R’ existe (z,y) € R y (z,y) ¢ R vy f(R) # f(R).

f es sobre: Sea S € T(X UP), entonces existe R =

Lema 2

T(X UP) es equipotente a P(X UP)

Para cada R € T (X UP) sea f(R) = RUAxyp f es una biyeccién.

Ejemplos:

1. Sea A= {a,b,c,d,e, f} vy

_ (a,a), (b,b),(d,d), (e e), (f, a
R_{ (a,c),(b,c),(d,e),(e,d),(d,c), e,c),

—

una relacién sobre A.
Por el lema 1 Ag = {a,b,d,e, f}

La relacién de equivalencia es {(a,a), (b,b), (d, d), (e, €), (. f), (a.b), (b,a), (d, €), (e, d)}
La particién es: P = Ap/ ~ = {{a,b},{d, e}, {f}}

X=A-Ap={c},A— X = Ap.

La relacién antisimetrica y transitiva S es

S={({a,b},{a,b}),({d, e}, {d,e}), ({a,0},c),({d,e},c), ({d, e}, c), ({f} . {fD)}

Por el lema 2 la relacion S U A xp es una relacion de orden parcial sobre A.

o ab) {ab}), ({de}, {de}), ({ab) o).
SUAXU?"{ ({deb,e), ({dreb o), (L1} D) (o) }

2. Sea A ={1,2,3,4,5,6} vy
R=A{(1,1),,3),(5,5),(6,6),(1,3),(3,1),(1,5),(51),(2,6),(4,6)}

una relacién sobre A.

Por el lema 1 Agr ={a,b,d,e, f}

y la relacién de equivalencia es {(a,a), (b,b),(d,d), (e,e), (f, f),(a,b),(b,a),(d,e), (e, d)}
y la particién es P = Ap/ ~ = {{a, b}, {d, e}, {f}}

X=A-Ap={c},A— X = Ap.

la relacién antisimetrica y transitiva S es

S ={{a;b},{a,b}), ({d, e}, {d; e}) ,({a, b}, ¢), ({d, e}, ), ({d, e}, {f}), ({f} {F D)}

Por el lema 2 la relacion S U A xp es una relacion de orden parcial sobre A.
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o {ab) {a0}), ({de}, {de}), ({a.b) c).
SUAXU?"{ ({de} ), ({dse}e), (L1} AFD) (e ) }
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