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Resumen

El trabajo contiene resultados sobre la construccion de la recta tangente para las
funciones elementales sin derivar asi como para las funciones formadas por operaciones
lineales y aritméticas entre ellas. Dentro del estudio de las nociones fundamentales del
calculo, se consideran: crecimiento, decrecimiento, puntos minimos y maximos,
concavidad y conexiones entre si. En base de estas relaciones se presentd, en trabajos
previos, un enfoque no tradicional acerca de la construccion de la recta tangente. Para ello
dicho problema se redujo a la busqueda de puntos extremos de una funcion adicional que
estd conectada con la funcidn inicial.

La propuesta didactica que se ha venido estructurando, posibilita el entender mas
profundamente las nociones fundamentales del calculo y sus articulaciones entre si y esta
dirigida a los profesores y estudiantes de matematicas de los niveles educativos medio
superior y superior.

Relacion entre la recta tangente en un punto de una funcién y los puntos extremos de
una funcién adicional

Se parte del esquema general acerca de la construccion de la recta tangente que fue
presentada en [1].
Se consideran las funciones y = y(x) para las cuales en cada punto (x,,y,) de su grafica

L:{(x,y(x))} existe una y sélo una recta R(x,,y,): y=m, -x+p, , que pasa por el
punto (x,,»,), no tiene otros puntos comunes con la grafica L en una vecindad de
(x,,y,) y estd ubicada por arriba o por debajo de la recta R(x,,y,). La clase de tales
funciones se denota por C y la clase de rectas para la funciéon y = f(x), se denota por

T(f).
Afirmacion 1.
Se escoge una funcion y = f(x) delaclase Cy unpunto (x,,v,), v, = f(x,).

Una recta R(x,,y,):y=m, -x+p,  es unarecta de la clase T(f) en el punto (x,,y,)
para y = f(x) siy solo sila funcién adicional y=F(x), F(x)=/f(x)—[m  -x+p,]

tiene su punto minimo ¢ punto maximo en x,.

Si en el punto x,, hay un minimo para y = F(x), entonces se cumple la desigualdad
(*) F()2F(x) o f(x)=[m, -x+p, 12 f(x)=[m, -x,+p,]
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Una recta R(x,,,):y=m, -x+b,  es de clase T(f) en el punto (x,,y,) para

y = f(x) siy solo si la desigualdad (*) se cumple en una vecindad de x,.
Si en el punto x,, hay un maximo para y = F'(x), entonces se cumple la desigualdad

**) F(x)<F(x)) © f(x)—[mx0 -x+pr]Sf(x0)—[mX0 -x0+pr].
Una recta R(xo,yo):y=mxb-x+bxO es de clase 7(f) en el punto (x,,y,) para

y = f(x) siy solo si la desigualdad (**) se cumple en una vecindad de x,.
Las graficas que ilustran ambos casos son:

A A

y=f(x)-[m x+p,]

q
v

=
=]

v

y=Jf)=[m x+p,]

Para construir R(x,,y,):y=m, -x+b,  es necesario hallar m_de (*) 6 de (**)y
calcular  p - por la formula p = f(x))—m, x, . Si m,  es un nimero tal que las

desigualdades (*) 6 (**) se cumplen en una vecindad de xy, entonces, hay un minimo 6
maximo para y = F'(x) enx,y m, es lapendiente de la recta R(x,,y,)

Usando esta conexidn entre los puntos minimos y maximos se propone hallar la recta
tangente de las graficas de algunas funciones simples sin derivar. En trabajos anteriores se
presentaron las construcciones respectivas de las ecuaciones de rectas tangentes para
polinomios, funciones raices y funciones trigonométricas. Ahora la investigacion sobre
funciones elementales se complementa presentando la construccién de la recta tangente
para funciones exponenciales y logaritmicas. Se obtienen las ecuaciones de las rectas
tangentes para tales funciones, a través de operaciones aritméticas entre ellas.

Recta tangente para la funcion exponencial sin derivar

Hallar la ecuacion de la recta tangente R(x,,y,)=m, x+p,  que pasa por el punto
(xy,¥,), de la grafica de la funcion exponencial y =e*, donde y, =e™. Sea x, >0, la
funcién adicional se estructura nuevamente, F(x)=e” —[m, x+p, ]=e —m x-p, .

Segun la Afirmacion 1, esta funcion tiene su extremo local en el punto x,.
Por definicion del punto extremo local, dependiendo si xy es un minimo 6 un maximo, se
cumple solo una desigualdad F(x) > F(x,) 6 F(x)< F(x,) enuna vecindad del punto x,.

Considerando la desigualdad F(x) > F(x,),

X _ _ Xy _ _ X _ X0 _ _
e'—m x—p e’ —m x,-p,, e’ —e’ —m (x—x)20.
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Sise supone m, =e™,es posible demostrar que en este caso la desigualdad

e'—e" —e"(x—x,)20 , se cumple en una vecindad de x, , 6 respecto a la nueva

Z+X

variable z=x-x,, la desigualdad e
z=0.

—e® —e™z>0 se cumple en una vecindad de

Z+Xg Xo Xo

Al tener encuenta e =e™e” y e™ >0, se cumplen las desigualdades siguientes,
ex"(ez —1—2)20 , (ez —1—2)20 y e 21+z.

La ultima desigualdad se satisface en una vecindad de z=0.

Esto significa que m_ =e™ , esla pendiente de la recta tangente.

Xo

Ahora se calcula el término independiente por la formula
b= f(x,)—mx, =e" —e"x,,

de donde la ecuacién de la recta tangente es, y=e" -x+e”(1-x,).

Recta tangente para la funcion logaritmo sin derivar

Hallar la ecuacion de la recta tangente R(x,,y,)=m, x+p,  que pasa por el punto
(xy,¥,), delagrafica de la funcién logaritmo  y =In x, donde y, =In x,.

Sea x, >0y x,#1

Se tiene ahora como funcion adicional, F(x)=Inx—[m x+p J=Inx-m x—p .
Segun Afirmacion 1 esta funcion tiene su extremo local en el punto x,

Por definicién del punto extremo local en p  =x, de Ila funcion y=Inx debe

cumplirse la desigualdad F'(x) > F(x,) 6 F(x)< F(x,) enuna vecindad del punto x,.

Se considera la desigualdad
Inx-m x-p, <lnx,-m x,—p,,

Inx—Inx,—m, (x—-x,)<0, lnl—me(x—xo)SO.
Xo

. 1 , .
Supongase que m, =-—, se demostrara que en este caso la desigualdad
Xo

x 1 , X X .
In———(x-x,)<0 6 In—-—+1<0 , secumple en una vecindad de x, .
Yo Xo Yo Xo

Realizando el cambio de variable u = =~ , se obtiene la desigualdad, Inu—u+1<0 ,
Xo

de donde, Inu <u —1, la cual se cumple para u > 0.

. 1 .
Esto significa que m, =—, es la pendiente de la recta tangente.
Xo
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Se  puede calcular el término  independiente por la  formula

1
b= f(x,)—mx,=Inx, ——x, =lnx, —1.
Xo
. 1
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es, y=—-x+Inx,—1.
Xo

Foérmulas para operaciones lineales

Resulta interesante mostrar algunas propiedades de la recta tangente de la suma de dos
funciones f'+ g, y de la multiplicacion de una constante por una funcion A f, referidas como
operaciones lineales.

Es posible definir a las funciones y = f(x) de clase C, como aquellas cuya grafica esta

por arriba (por abajo) con respecto de la recta tangente de clase 7(f), las cuales forman
un conjunto C,, (C,, ),y donde evidentemente C=C, YC,, .

Sean y = f(x), y=g(x), y=f(x)+ g(x) son funciones de la clase C, la recta tangente
de la clase T'(f)que pasa por el punto (x,, f(x,)), tiene por ecuacion y =m x+b,; la
recta tangente de la clase 7(g)que pasa por el punto (x,,g(x,)) tiene por ecuacion
y=m,x+b,. Entonces la recta tangente de la clase 7'(f+g) que pasa por el punto
(%9, f(x,)+g(x,)) tiene por ecuacion y=m, x+b
b,.,=b,+b,.

e » donde m, =m,+m,,

f+g

Demostracion: Se considera el caso en que ambas graficas de 'y g, estan por arriba de su
recta tangente en una vecindad de xg, es decir, f(x)eC, y g(x)eC, . Los otros casos

son analogos. Seglin Afirmacion 1, las funciones adicionales, F(x) = f(x)—[m x+b,] y
G(x)=g(x)—[m,x+b,], tienen un minimo local en el punto x,, entonces,
F(x)= F(xy), G(x=G(x,)) y son iguales a cero en este punto, f(x)—[m,x+b,]20,
g(x)—[m,x+b,120.

Sumando estas dos ultimas desigualdades, se obtiene,

S +g(x)—[(m, +m)x+b, +b,]120.

Ahora bien, por el punto (x,, f(x,)+ g(x,)) pasa la grafica de la funcién y = f(x)+ g(x),
que estd por arriba de la recta tangente R, y =(m, +m )x+b, +b,.

Sea y = f(x) una funcién de C, la recta tangente de la clase 7'( ) que pasa por el punto
(x,, f(x,)) tiene por ecuacion y =m x+b,. Entonces el producto y = 4- f(x), donde 1
es un numero real diferente de cero, pertenece a la clase C y la recta tangente de la clase
T(A-f) que pasa por el punto (x,,4-f(x,)) tiene por ecuacion y=m, x+A-b, ,
donde m, , =A-m,, b, , =1-b,.

Demostracion: Se considera nuevamente el caso en que f(x)e C, ., los otros casos son

ar?

analogos. Segln Afirmacion 1, funcion adicional, F(x)= f(x)—[m,x+b,] tiene un
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minimo local en el punto .xy, : F(x)>F(x,) y F(x,)=0. Se cumple la desigualdad
Sx)=[m;x+b,120.

Multiplicando la funcién por el nimero A, se obtienen las desigualdades,
A-fxX)=[A-mx+A:b,]120,81 A20; 1- f(x)—[4-mx+A-b,]<0,s1 1<0.

Por el punto (x,,4- f(x,)), pasa la grafica de la funcién y=A- f(x) y su recta tangente
R enxg: y=(A-m;)x+A-b,, esta por abajo de la curva cuando 4 >0,y esta por arriba
de la misma cuando A <0. Se obtienen las formulas m, , =A1-m,, b, , =4-b,

Adicionalmente se puede mostrar que la funcion A- f(x) e C, tiene una uUnica recta
A>0.
Otros casos se demuestran del mismo modo. Se aplicard el método de la reduccion al

tangente, es decir se puede demostrar la unicidad de la recta R. Sea f(x)eC

ar?

absurdo. Supdngase que existe otra recta R: y=mix—b con m#m ap=Am, 0
E;tbw =A-b,, que pasa por el punto (x,,4-f(x,)), 4-[f(x,)=17ix, +b tal que la
grafica de la funcién y =1 f(x) estd por arriba de la recta R. En este caso se cumple

A-f(x)=[mx+5]>0 en una vecindad del punto x, Al dividir por 1 se tiene

f(x) —[%X-F %] >0 donde %7& m; 0 % # b, que es una contradiccion con el hecho de

que la grafica de festd por arribade R,  f(x)eC,, .
Formula para el producto

Finalmente es posible mostrar la propiedad de la recta tangente del producto f.g dos
funciones /'y g.Sean y= f(x), y=g(x), y=f(x) -g(x), larecta tangente de la clase

T(f)que pasa por el punto (x,, f(x,)) tiene por ecuacion y =m x+b,; la recta tangente
de la clase 7(g)que pasa por el punto (x,,g(x,)) tiene por ecuacion y=m,x+b,.
Entonces la recta tangente de la clase 7'(f.g) que pasa por el punto (x,,f(x,)-g(x,))
fg s donde

my, =mg(x,)+m,f(xy), b, = f(x,)8(xy)=m x,.
Demostracion: Sélo se trata el caso f(x)eC,, y g(x)eC

tiene por ecuacion y =m, ,x+b

> por lo tanto se cumplen las
desigualdades, [m x+b,]1>0, [m,x+b,]>0 ;y en el punto x,, las pendientes son
positivas m, >0, m, >0. Los otros casos son andlogos. De Afirmacion 1, las funciones
adicionales son, F(x) = f(x)—[m,x+b,]y G(x)=g(x)—[m,x+b,], las cuales tienen un
minimo local en el punto xy, es decir, F(x) > F(x,), G(x=G(x,)). Entonces, por
definicion se cumplen en una vecindad del punto x las desigualdades

Sx)=[mx+b,120 6 f(x)=[mx+b,]; g(x)—[m,x+b,]120 6 g(x)2[m,x+Db,].
Multiplicando las dos tltimas desigualdades, se obtiene f(x)g(x) = [m x+b ][m,x+Db,],

realizando operaciones elementales y simplificando se tiene que,
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J@)ge0)=lm, g(ey)+m, f )b+ £ (x,)gx) = (m g xg) +m, £ (x0) ey |2
m,m, (x—x,)’
Por el punto (x,, f(x,) g(x,)) pasa la grafica de la funcion y = f(x)-g(x) y la recta

R:y={m g(x))+m ()t f(x)g(x) =~ m g(x) +m f(x),, la grifica de
v = f(x)+ g(x) estd por arriba de R . Finalmente se obtienen las formulas
m,,=m;g(x))+m,f(x)) , b, = [f(x))g(x,)—m,,x,. Obsérvese que la pendiente
del producto de dos funciones m f,, tiene una forma similar a la derivada del producto de

dos funciones.
Conclusiones

Este tipo de resultados son un tanto sorprendentes para la mayoria de los estudiantes, no
esperan poder calcular la pendiente de la recta tangente (que segun la interpretacion
geométrica es la derivada) sin el uso de la derivada. La sorpresa genera interés y el mismo
posibilita llevar a los estudiantes a las matematicas.

Con este trabajo se concluye una primera parte de un método alternativo para abordar
algunas de las nociones basicas del calculo, en el que esencialmente se presentan las
construcciones respectivas de las ecuaciones de rectas tangentes para polinomios, funciones
raices, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas. Adicionalmente a la investigacion
sobre funciones elementales, se incorpora una generalizacion de la construccion de la recta
tangente para funciones que a su vez se obtienen a través de operaciones aritméticas entre
ellas.

El tratamiento aqui presentado posibilita el transito entre el precalculo y el célculo, a través
de una propuesta didactica en la que se busca articular a los saberes matematicos de la
recta tangente a una funcidn, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos,
concavidad y la resolucion de desigualdades.
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