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Resumen

En la descripcion del proceso de modelado se habla acerca de formular un modelo matematico de un problema del
mundo real a través de un razonamiento intuitivo acerca del mismo o a partir de leyes fisicas basadas en la evidencia
proveniente de la experimentacion. El modelo matematico a menudo toma la forma de una ecuacion diferencial, es
decir, una ecuacion que contiene una funcion desconocida y algunas de sus derivadas.

Introduccion

Buscar una posible solucion a un modelo matematico de un problema del mundo real requiere de
conocimientos, experiencias, medios para el tratamiento de la informacion y una comunidad capaz
de enfrentarlo. A los profesionales de la Matematica les corresponde resolver esta tarea con el
auxilio del uso de las nuevas tecnologias que imponen cambiar sustancialmente la forma de
enseflar vigente hasta ahora en los diferentes niveles.

En este trabajo se plantean modelos ya creados de un problema. Es importante subrayar que existe
una diferencia basica entre el concepto "problema" y el de "ejercicio". No es lo mismo hacer un
ejercicio que resolver un problema. Al respecto, en (Campistrous y Rizo, 2000) se sefiala que unos
de los retos es “lograr que en las aulas se planteen verdaderos problemas y que los profesores
conviertan la resolucion de problemas en objeto de enseiianza y no que la utilicen como un medio
para fijar” el contenido de la enserianza".

En este trabajo se utiliza el concepto de Ecuacion Diferencial de primer orden para interpretar un
modelo ya creado.

Para el trabajo con el modelo se precisa de los componentes orientacion hacia el problema, trabajo
en el problema, solucion del mismo y evaluacion de la solucion, los cuales constituyen el proceso
para el tratamiento del problema. A partir del desarrollo de este proceso los estudiantes llegan a la
solucion del mismo de forma activa y conciente a través del procedimiento Heuristico, el cual
permite encontrar un algoritmo para resolver este tipo de problematica.

Es interesante hacerle entender al estudiante la necesidad de utilizar recursos tanto graficos como
analiticos. Mediante el uso del Asistente Matematico (DERIVE) se da solucién a una Ecuacion
Diferencial, de las que se encuentran en aplicaciones del mundo real, donde no se conoce la
formula para su solucion. Esto es de gran utilidad pues aunque se tuviese la suerte de obtener una
solucion implicita, seria dificil usar esta relacion para determinar una forma explicita. De ahi que
sea necesario basarse en otros métodos para analizar o aproximar la solucion. Para visualizar
(graficar) las soluciones de una Ecuacion Diferencial de primer orden es preciso bosquejar el
campo de direcciones de la ecuacion. (Saff'y Zinder 2001).

Suponga que se pide dibujar la grafica de la solucion del problema con valor inicial, y'=f(x,y)(1),
y(Xo) = yo y no se conoce una formula para la solucion, de modo que, ;como adquirimos la
posibilidad de dibujar su grafica?
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La ecuacion diferencial (1), determina un campo de direcciones. La terna de nimeros x,y, V)

determina la direccion de una recta que pasa por el punto (x, y), el conjunto de los segmentos de
estas rectas es la representacion geométrica del campo de direcciones. Para darle solucion a este
problema, es posible apoyarse en el Asistente Matematico DERIVE, que permite trazar la curva
solucién y comparar los resultados.

PROBLEMA:

Trazar un campo de direccion para la ecuacion diferencial y'=ysen2x. Obtener una impresion y
dibujar en ella la curva solucion que pase por (0,1). Utilizar el Asistente Matematico DERIVE para
trazar la curva solucion y comparar los resultados.

A continuacion utilizaremos el File ODE_APPR.MTH, el cual contiene un fichero que nos ayuda a
trazar el campo de direccion, DIRECTION FIELD(r, x, x0, xm, m, y, y0, yn, n) se aproxima a la
matriz de puntos (segmentos) que describen la direcciéon del campo. Use la orden Options >
Pantalla > Puntos para que los puntos se representen uniendo los segmentos que definen (Ver Fig.

)

DIRECTION FIELD(-SIN(2x), x, -3, 3, 6, v, -3, 3, 6)
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Dibujo de algunas curvas solucion de la ecuacion diferencial. Advierta que hemos trazado la
curva de modo que sea paralela a segmentos rectilineos cercanos.
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. Después de observar el campo de

'\ - direccion que permite visualizar la forma

general de las curvas soluciones (ver

' Figuras 1 y 2), podemos dibujar la curva

-\\, solucién que pasa por (0,1) siguiendo el
campo direccional de la Fig. 1

Fig. 3 A P

Observacion: El bosquejo con pequefios segmentos de recta trazadas en diversos puntos del plano
"Xy para mostrar la pendiente de la curva solucion en el punto correspondiente es un campo de
direccion de la Ecuacion Diferencial.

En el problema que trataremos a continuacion, también veremos la construccion de curvas
integrales introduciendo las isoclinas.

Se llaman isoclinas al lugar geométrico de puntos en los que las tangentes a las curvas integrales
consideradas tienen una misma direccion. La familia de las isoclinas de la ecuacion diferencial (1)
se determina por la ecuacion f(x, y) = k, donde k es un pardmetro. Dando al parametro k valores
numéricos proximos dibujamos una red bien compacta de isoclinas, sirviéndose de las cuales se
pueden trazar aproximadamente las curvas integrales de la ecuacion diferencial (1). (Saff y Zinder
2001).

PROBLEMA:

Sirviéndose de las isoclinas, trazar aproximadamente las curvas integrales de la ecuacion diferencial
Y =x"+2x-y.

Solucioén.

Para obtener las ecuaciones de las isoclinas, ponemos y'=k (k es una constante).

Se tiene x? +2x-y=k, o bien y= x*+2x—k, las isoclinas son parabolas con el eje vertical de simetria

x =-1 (Ver Fig: 4).

5]

E=2 VECTORCZ + 2x-k=y, k-2, 2)
ISOCLINAS

8.5
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X R2x—k=y, Y =2x+2,

se tiene que 2 = -2x + k, esta igualdad no puede verificarse idénticamente con respecto a X. ver
Fig.5

Sea k=0, en este caso, las curvas integrales tienen tangentes horizontales en los puntos de
interseccion con la isoclinay =x2 + 2x (Ver Fig. 5)

La pardbola y = x* + 2x divide el plano “"xy" en dos partes:
Una de ellas es y'<0 (las soluciones decrecen); mientras que en la otra »' >0 (las soluciones

crecen).
Como esta isoclina no es una curva integral, en ella estan situados los puntos de extremos relativos
de las curvas integrales:

) 4 _ 2
Los puntos de maximo se encuentran en la parte de la parabola y = x” + 2x, en que x <-1, y los
puntos de minimo, en la otra parte de la misma, en que x>-1.
La curva integral que pasa por el punto (-1, -1), o sea, por el vértice de la parabola y=X
+ 2x, no tiene extremo relativo en ese punto (Ver Fig.6).

Familia de curvas integrales

Isoclina con vértice (-1, -1)
Curva integral que pasa por (-1, -1)

1.5

8.5

—2

Fig. 6

Para analizar las direcciones de las concavidades de las curvas integrales, hallemos la segunda
derivada.

y'=2x+2 —y'=2x—+2-x* -2x+y
Esta se anula solamente en los puntos situados en la

n_ 2 "_ =x% -
y'==Xx""+y+2,y"=0, tenemos quey=x"-2 parabola y = x* — 2.
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En los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la condicion y" <0, es decir, y < x*

-2, las curvas integrales tienen sus concavidades hacia abajo. Los puntos del plano cuyas
2

coordenadas satisfacen la condicion y">0, donde y > x
concavidades dirigidas hacia arriba (Ver Fig. 7).

-2, sus curvas integrales tienen

Los puntos de interseccion de las curvas integrales con la pardbola y = x* -2, son los puntos de
inflexion de éstas. Como podemos observar la parabola y = x* -2 es el lugar geométrico de los
puntos de inflexion de las curvas integrales.
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En la construccion de la Fig. 8 nos apoyamos en el Asistente Matematico DERIVE para trazar la
familia de curvas integrales, el campo de direccion y asi comparar los resultados.

A continuacion utilizaremos el File ODE_APPR.MTH, el cual contiene un fichero que nos ayuda a
trazar el campo de direccion DIRECTION_FIELD(x, x, x0, xm, m, y, y0, yn, n). Este nos construye
todos los segmentos cortos de diferentes colores y nos da la orientacion del campo de direccion de
las curvas integrales.

Con el file ODE1.MTH - Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden encontramos el
fichero INTEGRATING FACTOR GEN(p, q, X, Vy, ¢), que nos daria la solucién general de dicha
ecuacion diferencial y, como ya conocemos, con

VECTOR(e* (X*-Y)=c,c,0.4,2, 0.2) se construye dicha familia (Llorens, 1993).

Conclusiones

Las capacidades graficas del Asistente como se pudo observar son extraordinariamente valiosas a la
hora de visualizar funciones y estas pueden en un momento dado reemplazar una analitica y en otro,
indicar la necesidad de un analisis mas profundo, sobre todo cuando las graficas producidas no
iluminan, ya sea debido a un escalamiento inadecuado que las comprima hasta hacerlas dificilmente
visualizables o al hecho de que una funcion pueda tener alguna singularidad.

Dentro del fichero ODE1.MTH - Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden, se
encuentra la aplicacion INTEGRATING FACTOR_GEN(p, g, X, y, ¢) que permite obtener la
soluciéon general de dicha ecuacion diferencial. Como ya se conoce y con la ayuda de

VECTOR (e* (X*-Y) =c,c,0.4,2, 0.2) se construye dicha familia, construccién ésta que a
punta de lapiz no seria posible en un tiempo razonable.
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