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Resumen

En este trabajo se pone en evidencia la importancia de las representaciones visuales como modelizadoras de
problemas en areas de aplicacion como serian los problemas de ingenieria. En una aplicacion al problema de
deteccion de fallas en sistemas dindmicos, se presenta una metodologia para la separacion de poliedros de gran
tamafio. Utilizando técnicas de programacion lineal, se relacionan cientos o miles de variables, formando
sistemas de ecuaciones lineales ralos. Se ejemplifica asi, la necesidad de los referentes geométricos en la
formacion basica. Se muestra en un ejemplo concreto, la importancia del pensamiento visual en la formacion
basica de la ingenieria y su utilizacion en una modelizacion que utiliza formas tridimensionales visualizables.

El problema didactico

En la resolucion de problemas de Ingenieria, como en general en todo proceso creativo, no
basta la aplicacion cuidadosa de reglas; se necesita educar la capacidad de anélisis, sintesis y
correlacion asi como una intuicion bien desarrollada. Como nuestra percepcion es
prioritariamente visual, el apoyo continuo en lo visual estda muy presente en, en particular en
las tareas de modelizacion matematica de problemas de ingenieria.

A pesar de la gran riqueza de los contenidos visuales, intuitivos y geométricos que estan
constantemente presentes en el mecanismo mental, ya sea para presentar un tema, demostrar
un teorema o resolver un problema real; en general, no se aprovechan lo suficiente las
“visualizaciones geométricas” como estrategia de analisis.

Esta carencia en la formacion bésica se ha agravado en los ultimos afos donde por la urgencia
en la introduccion de otros contenidos se han reducido en las actualizaciones curriculares las
horas asignadas ya sea a la Geometria Analitica y/o a la Geometria Descriptiva. Surge asi la
necesidad de resaltar la importancia de la formacién de un pensamiento visual para la
resolucion de problemas.

Objetivo

En este trabajo se busca hacer un aporte a la toma de conciencia de la importancia de la
representacion visual en la modelizacion matematica de problemas y presentar un ejemplo de
una estrategia de analisis.

Se presenta un problema de aplicacion a la Ingenieria donde la representacion geométrica es
herramienta simplificadora y el hilo conductor de una modelizaciéon matematica constituida
por sistemas ralos de cientos o miles de inecuaciones lineales deducidas a partir de las
herramientas de la Geometria Analitica, el Algebra Lineal y la Programacion Lineal .Los
sucesivos pasos del proceso del calculo son interpretados por poliedros.

Marco teorico: el modelo matematico como representacion del objeto fisico

Desarrollar el pensamiento visual y favorecer las habilidades de visualizacion son dos
objetivos claves en la educacion geométrica en el profesional de la ingenieria.
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Para la ensefianza de la matematica se trata de buscar variados accesos representacionales;
una escritura, una notacion, un simbolo, representan un objeto matematico: un niimero, una
funcion, un vector. Lo mismo los trazos y las figuras representan objetos matematicos: un
segmento, un punto, un circulo. Jamas se debe confundir a los objetos matematicos con su
representacion (Duval, 1999).

La distincidon entre un objeto y su representacion es, pues, un punto estratégico para la
comprension de las matematicas. No obstante, las diferentes representaciones semioticas de
un objeto matematico son absolutamente necesarias porque , los objetos matematicos no son
directamente accesibles desde la percepcion o a partir de una experiencia intuitiva inmediata,
como lo son los objetos cominmente sefialados como “reales” o “’fisicos”.

Las representaciones semioticas son producciones constituidas por el empleo de signos que
pertenecen a un sistema de representacion, con sus propios constrefiimientos de significancia
y de funcionamiento; una figura geométrica, un enunciado en lengua natural, una férmula
algebraica, una grafica, son representaciones semioticas que pertenecen a sistemas semioticos
diferentes.

Las representaciones no solamente son necesarias para fines de comunicacion, sino que son
igualmente esenciales para la actividad cognitiva del pensamiento y juegan un papel
primordial para el desarrollo de las representaciones mentales ya que éste depende de una
interiorizacion de las representaciones semioticas, del mismo modo que las imagenes
mentales son una interiorizacion de las percepciones (Duval, 1999).

McGee (1979) define la visualizacion espacial como aquellas tareas que implican la habilidad
mental de manipular, rotar, torcer o invertir graficos de objetos presentados como estimulo
visual. Kersh y Cook (1979), extienden esta definicién a la transformaciéon mental de un
objeto.

Connor y Serbin (1980) reportan que las habilidades de visualizacion espacial contribuyen
significativamente en los logros del aprendizaje de la Matematica.

Estos ultimos autores trabajaron con dos Test: “Paper Folding Test” y “Card Rotation Test”..
Los mismos miden las habilidades de visualizacion espacial que son necesarias para que
mentalmente el estudiante mueva, rote o altere partes de las representaciones graficas de las
funciones matematicas.

Estos estudios han reportado positivas correlaciones entre las habilidades espaciales y
desempefio matematico. Tartre (1990) ha establecido que la habilidad espacial puede ser un
indicador general mas de una particular forma de organizacion, a través de la cual una nueva
informacion es ligada a estructuras de conocimientos previos para ayudar a que tenga sentido
el nuevo conocimiento.

Fennema (1975) ha establecido que la visualizacion espacial esta logicamente relacionada a la
Matematica. Fennema y Tartre (1985) sugieren que una baja habilidad de visualizacion
espacial puede ser un indice de debilidad para resolucion de problemas matematicos en las
mujeres mas que en los varones.

Estudios en Tecnologia Computacional y Educacion Matematica han confirmado los efectos
positivos de las calculadoras graficadoras en el salon de clase.

Ruthven (1990) dice que el acceso a la informacion tecnoldgica puede ser una importante
influencia en el interés y acercamiento a la matematica y en los logros de los estudiantes.

Las experiencias acumuladas durante quince afios en nuestro proyecto “La Ensefianza de la
Matematica con Herramientas Computacionales” (Anido et al, 2000), muestran que la
instrucciéon matematica con tecnologia computacional puede tener un impacto positivo en los
resultados de los aprendizajes.
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Andalisis del curriculum y propuestas para la ensefianza de las matematicas

En la modelizacion del problema que se presenta a continuacion tenemos distintos registros:
uno relativo al Calculo (sistemas de ecuaciones diferenciales lineales) otro relativo a los
poliedros (Matematica Combinatoria y Geometria Descriptiva). En cada uno de ellos se
trabaja hasta llegar a una solucién. De la relacion final entre los mismo dependerd la
interpretacion de esa solucion y para ello veremos la importancia del registro visual que
deriva de la proyeccion del poliedro inicial.

La representacion geométrica en la interpretacion y solucion de un problema

En la aplicacion al problema de deteccion de fallas en sistemas dindmicos, se presenta una
metodologia para la separacion de poliedros de gran tamafo. Utilizando técnicas de
programacion lineal, se relacionan cientos o miles de variables, formando sistemas de
ecuaciones lineales ralos. Suponemos que los comportamientos normales y fallados de un
proceso pueden ser modelados por dos sistemas lineales. Sus variables se mueven dentro de
dos poliedros: uno para el sistema fallado y el otro para el sistema en funcionamiento normal.
Una buena interpretacion de estos dominios es necesaria para comprender algunos problemas
que se presentan en el comportamiento de estos sistemas con gran numero de variables.

A través de una senal de test que pone en evidencia la falla, se logra que los poliedros sean
disjuntos, obteniendo un hiperplano separador, que resuelve el problema de la separacion de
los dos subespacios diferentes que contienen las trayectorias de ambos sistemas. En el
ejemplo que se presenta, el software SCILAB (Bunks et al, 1999) permite proyectar el
problema y visualizarlo en pantalla, facilitando una representacion para andlisis global. No se
presentan en detalla la metodologia de calculo para su completo analisis nos remitimos a
Rubio Scola et al (2003).

En esta filosofia, Rubio Scola et al (2003) busca construir explicitamente una sefial que
garantice, cuando esto sea posible, la deteccion de la falla en un intervalo de tiempo finito
dado. Ha desarrollado también un test simple de deteccion de falla cuando la sefial de test esta
aplicada. Este ultimo problema lleva a una modelizacion geométrica con poliedros que
constituyen la representacion de sistemas de inecuaciones ralas de gran tamafio. A
continuacion describiremos el proceso que se sigue para verificar el buen funcionamiento del
sistema.

Periodicamente, durante la operacion normal del sistema, una sefal de test predeterminada, es
inyectada en un periodo finito de tiempo. Esta sefial permite mediante un filtro, detectar la
falla. La periodicidad de la utilizacién de la sefial de falla quedara fijada por un plan de
confiabilidad también predeterminado.

El problema que se considera en este trabajo tiene en total dos etapas de célculo. La primera
es encontrar una sefial de test tal que las posibles entradas y salidas del sistema normal sea
disjunto de las posibles entradas y salidas del sistema en falla. La segunda es, para una sefal
test dada, reconocer si el sistema se encuentra en falla o no.

Los poliedros se pueden considerar como representaciones geométricas de sistemas de
ecuaciones e inecuaciones lineales.

Se presentan a continuacion los sistemas de ecuaciones e inecuaciones que corresponden a las
situaciones de funcionamiento normal y en estado de falla respectivamente. Uno representado
por las ecuaciones e inecuaciones ((1) (2)), con i = s “sistema normal”. Otro que representa al
sistema con una falla determinada i = f, “sistema fallado”.

Xi(k+1) = Ai()xi(k) + Bi(ku(k) + bi(k) + Mi(k)vi(k) y(k) = Ci(k)xi(k) + Di(kju(k) + di(k) +
Ni(k)vi(k) (1) conk =0,...,(N-1)
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v es la sefial test, u e y, son las entradas y las salidas que se miden “on-line”. A, B, C, D, M,
N, b y d son matrices y vectores con dimensiones apropiadas que dependen de v(k). La
secuencia vi(k) es desconocida y representa las perturbaciones, ruidos y entradas no medibles.
La perturbacion vi(k) y la entrada u satisfacen las siguientes condiciones:

Ryi(k)ui(k) < puik)

Rui(k)vi(k) < pyi(k) (2)

donde R,i(k), Ryi(k), pvi(k), pvi(k) son vectores y matrices dadas con dimensiones, también
apropiadas que dependen de v(k). La unica hipotesis que establecemos es que R,i(k), Ryi(k)
sean tales que las ecuaciones anteriores sean consistentes.

Tenemos entonces un prisma de seccion poligonal de altura no acotada correspondiente al
sistema normal ((1), (2)) i = s y otro prisma de seccidon poligonal de altura no acotada
correspondiente al sistema fallado i = f:

Fiw =p;
Eiw < q; 3)
Donde w = (x;(0), y(0), u(0), vi(0), ........... xi (N-1), y(N-1), u(N-1), vi(N-1)),
Laidea

Para una perfecta deteccion de la falla se debe verificar que los poliedros que representan los
conjuntos solucion de los sistemas (3) i = s, f no tengan puntos de interseccion, vale decir el
siguiente sistema que constituido con todas las ecuaciones e inecuaciones consideradas sea
incompatible. Es decir que este nuevo sistema

F&=p

Eg<q 4
conF=[F,F¢,E=[E,E ,p=[ps,0’t]’yq=19’s, q’¢]’ no tiene que tener solucion.
La falla que se busca detectar queda en evidencia cuando, por adecuadas perturbaciones
(sefial de test u), el sistema fallado puede ser separado del sistema normal. Geométricamente
equivale a buscar una interseccion vacia entre los dos poliedros que respectivamente
representan al “sistema normal” y al “sistema fallado”. Esto nos permitird hablar de un
poliedro “sano” y de un poliedro “enfermo”.

A los fines de la deteccion del funcionamiento del sistema en un punto preciso, en el
funcionamiento online, lo que habria que determinar es a que poliedro pertenece. Dado que la
verificacion continua de los sistemas (3) 1 = s, f exige un gran trabajo operacional (con el
consiguiente gasto de tiempo). Se puede facilitar el problema determinando un hiperplano
separador de los dos poliedros convexos. Una vez conocido, solo se necesita saber, de que
lado del hiperplano, se encuentra el punto de funcionamiento del test.

La existencia de ese hiperplano queda garantizada por la teoria clésica de poliedros ya que,
siempre existe un hiperplano separador de dos poliedros convexos disjuntos.

El punto de funcionamiento del sistema que queremos analizar pertenecera alguno de los
poliedros, por lo tanto estard contenido en alguno de los dos semiespacios, determinados por
el hiperplano separador.

Considerando ahora, un semiespacio normal y un semiespacio fallado, se llama semiespacio
nomal al que contiene al poliedro que representa al sistema con funcinamiento normal y
semiespacio fallado al que contiene al poliedro que representa al sistema fallado.

El problema de determinacion del funcionamiento del sistema o sea de la pertenencia o no
pertenencia al “poliedro enfermo” se reduce ahora la verificacion de una sola inecuacion
lineal por el punto en cuestion.
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Con el objeto de simplificar ain mas la modelizacion, se observa, que si se considera el
conjunto diferencia Ss - S¢ de los dos poliedros , la no existencia de puntos de interseccion
entre Sg y S¢ es equivalente a la no pertenencia del origen de coordenadas al conjunto
diferencia S - St . Por otra parte la teoria de poliedros clasica nos garantiza que el conjunto
diferencia de dos poliedros convexos es otro poliedro convexo. Se trata de conseguir un
hiperplano que separe al origen del poliedro diferencia. La existencia del hiperplano queda
demostrada por una propiedad que se puede enunciar formalmente por el siguiente lema
LEMA Sea S,y St dos poliedros convexos no vacios. Entonces existe un hiperplano separador
de Sg y St siy solo si el poliedro convexo Sg - Sf no contiene al 0, vale decir existe un
hiperplano que separa el 0 y el poliedro convexo S; - S¢.

Su demostracion se puede encontrar en Rockafellar (1972).

Se puede, pues, realizar una nueva simplificacion analizando la representacion del problema a
través de determinadas direcciones de proyeccién por métodos de Algebra Lineal como se
ejemplifica en las siguientes figuras

[/

Luego el problema se reducira a determinar analiticamente la ecuacion del hiperplano: (e, = &
e, +d) o sea los coeficientes de las variables o componentes del vector normal /4 y el término
independiente d.

¥ Sy

Una estrategia para obtener un hiperplano separador basada en la optimizacion

En este ultimo punto hemos utilizado recursos de Programacién Lineal y Algebra Lineal que
permiten operar en grandes dimensiones. No obstante el andlisis y determinacion del
hiperplano puede ser hecho utilizando sélo los recursos de Computacion Grafica que nos
brinda un toolbox de poliedros que brinda directamente la grafica de la proyeccion del
“poliedro diferencia”. Por simple visualizacion del conjunto diferencia, cuya disyuncién con
el cero nos garantiza la separacion de los sistemas normal y fallado, se establece la existencia
de un hiperplano separador. Las pendientes posibles, también se obtienen por la visualizacion
grafica de pendientes de caras convenientemente elegidas. Se muestran dos graficos que
ilustran posibles situaciones.

Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado el enfoque geométrico de un problema donde convergen
campos conceptuales relativos a la Teoria de Control, Matematica Combinatoria, Algebra
Lineal que se integran en una modelizacion basada en las propiedades de los poliedros y sus
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representaciones algebraicas. Las distintas etapas del razonamiento muestran la riqueza de
esas propiedades como herramientas del ingeniero.

La visualizacién de este modelo matematico como recurso de analisis, es formativa en si
misma y facilita la compresion global de una modelizacion mas abstracta. El interés de
problemas de este tipo, es dar significacion geométrica a recursos de calculo numérico que si
bien tienen su fundamento en conceptos tedricos del analisis matricial, son utilizados en
forma totalmente mecanica en distintos campos de aplicacion, sobre todo a partir del
advenimiento de los formidables programas computacionales de calculo simbolico y grafico.
Los problemas toman asi un significado y esto, si bien no reemplaza a las demostraciones
rigurosas, a las que se puede recurrir en las fuentes apropiadas, es una guia correcta y valiosa
para el andlisis, interpretacion y validacion de sus soluciones.

Se ha mostrado en un ejemplo concreto, la importancia del pensamiento visual en la
formacion bésica de la ingenieria y su utilizacion en una modelizacion que utiliza formas
tridimensionales visualizables.

Se cumple el objetivo de ejemplificar, la necesidad de los referentes geométricos en la
formacion basica.
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