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Resumen. La preocupacion por mejorar el aprendizaje del cdlculo en una carrera universitaria
no matemdtica conduce a la reflexion sobre las metodologias empleadas para su ensefianza.
Por esto, desde hace tiempo trabajamos en el proyecto de investigacion “Errores y
dificultades: organizadores diddcticos en el aprendizaje del cdlculo en carreras no
matemadticas”. En el marco del mismo disefiamos una secuencia de actividades para favorecer
el desarrollo del pensamiento variacional y sus aplicaciones en el estudio del comportamiento
de funciones. Nos propusimos afianzar la relacion derivada-funcion-funcion derivada.
Presentamos los resultados de su implementacion y describimos los principales errores y
dificultades detectadas.
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Introduccion

No es sencillo para los estudiantes entrar en el campo conceptual del Calculo. Su
aprendizaje trae aparejado numerosas dificultades relacionadas con un pensamiento de
orden superior. Artigue (1995) manifiesta:

“Numerosas investigaciones realizadas muestran, con convergencias sorprendentes, que si bien se
puede ensefiar a los estudiantes a realizar de forma mds o menos mecdnica algunos cdlculos de
derivadas y primitivas y a resolver algunos problemas estdndar, se encuentran grandes dificultades
para hacerlos entrar en verdad en el campo del cdlculo y para hacerlos alcanzar una comprension
satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que son el centro de este campo de las

matemadticas” (p. 97).

Se supone que los alumnos fracasan por no llegar con una preparacion adecuada, no
saben algebra, no conocen las propiedades de los numeros, las caracteristicas de las
desigualdades y no saben geometria. Sin embargo, pueden tener todos estos
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conocimientos y aun fracasar o evidenciar serias dificultades. Generalmente las imagenes
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previas del concepto existentes en su mente interfieren inevitablemente generando
obstaculos al mezclarse con las nuevas imagenes adquiridas, impidiendo el desarrollo de
la comprension completa del nuevo concepto. Cantoral & Mirdn (2000 c.p. Zuiiiga, 2007),
sefialan:

“la ensefianza habitual del andlisis matemdtico logra que los estudiantes deriven, integren, calculen
limites elementales sin que sean capaces de asignar un sentido mds amplio a las nociones
involucradas en su comprension. De modo que aun siendo capaces de derivar una funcion no puedan

reconocer en un cierto problema la necesidad de una derivacion” (p.150).

Es esta realidad la que nos lleva a revisar lo que hacemos desde la ensefianza
considerando lo que nuestros alumnos conocen, las dificultades que enfrentan y los
errores. Trabajamos desde hace tiempo en el proyecto “Errores y dificultades:
organizadores didacticos en el aprendizaje del cdlculo en carreras no matematicas”.
Durante la investigacién comenzamos a diseiiar, poner a prueba y evaluar secuencias
didacticas articuladas en torno a diferentes organizadores. En primer lugar tuvimos en
cuenta los errores y dificultades en el aprendizaje asi como los obstaculos que se plantean
o detectan para cada concepto. En segundo lugar, las distintas representaciones de los
conceptos involucrados y por ultimo la evolucién histérica y epistemoldgica de los
mismos. Con estas secuencias buscamos que tanto docentes como alumnos profundicen
su propio proceso de comprensidon y entendimiento de los conceptos y procesos

matematicos en relacion a los contenidos abordados.

Teniendo en cuenta que el concepto de funcidn es unificador en matematica y uno de los
gue mas dificultades genera a la hora de aprender, realizamos un trabajo profundo en
relacion al mismo. Las funciones se utilizan como modelos de situaciones del mundo real,
incluyendo aquellas que son resultado del avance tecnoldgico, y tienen enorme aplicacién
a la descripcion de fendmenos fisicos. Farfan (1992), asegura que, entre las causas que

hacen de la funcién uno de los conceptos matematicos mas dificiles estan las diversas
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concepciones y multiples representaciones de ésta, mas teniendo en cuenta que la
ensefianza tiende a sobrevalorar la algoritmizacion y los métodos analiticos por encima
del desarrollo de habilidades propias del pensamiento matematico. Las funciones cambian
de maneras muy diferentes y para entender su comportamiento se debe comprender
coOmo cambian y determinar cuanto cambian. La derivada estd estrechamente ligada con
la cuantificacién de los cambios y el comportamiento de estos.

Ill

Desde la perspectiva de la Matemdtica Educativa este trabajo se enmarca en el “enfoque
variacional”, linea de investigacidn introducida por un grupo de investigadores de México.
Cantoral (1991, c.p. Dolores, 2007) “propone redisefiar el discurso matematico escolar
desde el fondo, cambiando el papel principal que los cursos de calculo confieren al
concepto de limite y poniendo en su lugar a la variacién fisica...” (p.195) y expresa

ademas:

“..en el terreno de la ensefianza, tendemos hacia la reconstruccion de una Diddctica del Cdlculo
basada en las intuiciones y vivencias cotidianas de los sujetos, mediante acercamientos
fenomenoldgicos, por lo que se atiende mds al fendmeno en su relacion con el concepto matemadtico

que al concepto per se” (p.195).

En este articulo presentamos y analizamos una situacion de aula que disefiamos y pusimos
a prueba para favorecer el desarrollo del pensamiento variacional y su relacién con el
estudio del comportamiento de funciones. Corresponde al tema “Estudio de funciones”
del programa analitico de Matematica Il de la carrera Ingenieria Agronémica de la
Facultad de Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional del Litoral. En la misma se
favorece la utilizacién de diferentes sistemas de representacion y el paso de uno a otro.
Bajo la premisa de una ensefanza activa nos propusimos afianzar la relacién derivada-

funcion-funcion derivada.
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Desarrollo de la propuesta

El trabajo se basa en la propuesta de Dolores (1999) que busca desarrollar ideas
variacionales para la comprensidon de los conceptos fundamentales y se apoya en
actividades que sugieren introducciones intuitivas e informales antes de abordar el
desarrollo del tema desde una perspectiva légico-formal. El mismo Dolores (2007)
recomienda “ubicar como eje rector de todo el curso de Calculo Diferencial al estudio de
la variacidén, de modo que la derivada no sea un concepto matematico abstracto sino un
concepto desarrollado para cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacién en

fendmenos de la naturaleza o de la practica”.

Los alumnos ya habian estudiado funciones y valorado la utilizacion de diferentes
representaciones. En esta oportunidad se busca que puedan construir relaciones entre el
concepto de derivada y el comportamiento de una funcién. Para la preparacion de las
diferentes actividades se tuvieron en cuenta contenidos ya trabajados: razén de cambio
media, razéon de cambio instantanea, la definicion de derivada, la funcion derivada, la
interpretacién geométrica de la derivada, las reglas de derivacion y la relacién de

derivabilidad y continuidad.

En los diferentes items propuestos se favorece el trabajo en forma verbal, tabular,
numérica, analitica y grafica. La guia se propuso a todos los alumnos inscriptos en
Matematica Il que estaban presentes en una clase habitual, en grupos de a dos
integrantes, antes de comenzar a desarrollar el tema del programa analitico “Estudio de

funciones”.

Las actividades se corrigieron colocando: una tilde (v) al correcto, una cruz (x) al
incorrecto, la palabra incompleto y una marca horizontal pequefia (=) si no lo resolvian. Se
hicieron algunas acotaciones y observaciones escritas en los casos que se considerd
necesario. En una clase posterior se les devolviod, a cada uno de los grupos, su produccion

y, resolviendo en forma conjunta cada una de las actividades propuestas, se fueron
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desarrollando los distintos contenidos: valores extremos de una funcidn, funcidn creciente
y decreciente, determinacidn de extremos relativos y concavidad.

En términos metodoldgicos el trabajo se desarrolléd en tres momentos: el disefio de las
actividades a incluir (segun revision bibliografica realizada y, desde la practica docente,
dificultades y errores observados en trabajos recogidos de afos anteriores), la resolucién
de las actividades y la utilizacién de las respuestas (con sus logros, dificultades y errores)
para el desarrollo de los contenidos y la puesta en comuin de conclusiones. Desde el
equipo docente, se analizaron y valoraron los resultados obtenidos a fin de favorecer la

toma de decisiones en acciones futuras.

Presentacion de algunas actividades y analisis de los resultados mas importantes

Se obtuvieron un total de setenta y dos trabajos. Se enuncian a continuacién algunas de
las actividades propuestas (de un total de diez) y se presenta el andlisis de las

producciones realizadas por los alumnos.

(Sélo se incluyen algunas actividades. La guia completa se puede solicitar a los autores.)

Actividad 1
La grafica muestra el comportamiento de la funcion y = f(x). Analice la grafica y conteste:

a) ¢Cuanto cambia f si x cambia de —4 a —2?
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de x, se cumplen las desigualdades siguientes? -

f(x + Ax)—f(x) > 0; f(x + Ax)—f(x) < O; f(x + Ax)—f(x) = 0.
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En esta actividad se propicia, desde la grdfica, el andlisis de los cambios que se producen
tanto en la variable independiente como en la variable dependiente. En el item a) el 89%
de las respuestas resultan correctas y en el item c) este porcentaje asciende al 96%. Al
responder el item b) el 57% considera el cambio positivo, es decir +1. Con relacién al item

d) el 20% de los alumnos no responde ninguno de los casos solicitados.

Actividad 2

Una particula se mueve en linea recta de acuerdo con la ley s(t) = 2t> — 8t* + 6t, donde s es

la distancia en metros y t el tiempo en segundos. Complete la siguiente tabla.

Intervalos As Comportamiento de la funcion Signo de s(t)
Crece Decrece No cambia

0 ,

0,

1 )

1,5<t<

a) ¢Qué relacion existe entre el crecimiento o decrecimiento de s(t) y los cambios As?
b) ¢Es cierto que si s(t) > 0 entonces los cambios As > 0? Justifique.
c) éEs cierto que si s(t) crece entonces As > 0 o que si As < 0 entonces s(t) decrece?

En esta actividad se plantea el trabajo verbal, algebraico y numérico. Se empieza a
relacionar la idea de “cdmo cambian” las variables con la variacion de la funcion y su

crecimiento y decrecimiento.

Al completar la tabla, en el 47% de los trabajos consideran s(t) < 0 en el segundo intervalo
confundiéndolo con el signo de As. Los alumnos no hicieron observaciones en relacion a
los comportamientos en los extremos de los intervalos.En las preguntas un alto porcentaje
no responde: 19% en el item a) y b) y baja al 13% en el item c). Las respuestas correctas

fueron 68 %, 51% y 76% cada item respectivamente.
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Actividad 4

La funcion que describe la altura en el instante t (medido en segundos) alcanzada por un

delfin al realizar un salto est4 dada por h(t) = —t* + 10t metros.

a) Obtenga la ley de la funcidn que expresa la velocidad de desplazamiento del delfin en

cualquier instante t.

b) Complete la tabla:

Tiempo t 0

Altura h(t)

Velocidad v(t)

c) Represente ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos y compare la

altura alcanzada con la velocidad observando las graficas.

d) Complete el siguiente cuadro:

Intervalo de tiempo

Comportamiento de la funcion altura h(t)

Signo de la velocidad v(t)

0<t<5

t=5

5<t<10

e) Relacione la funcién que describe la altura y la funcién velocidad.

En este caso, se propone un trabajo verbal, algebraico, numérico y grdfico donde se
relaciona la funcidn con la funcion derivada. Se debe tener en cuenta que la relacion entre

espacio — velocidad fue ampliamente discutida al trabajar los conceptos de razén de

cambio instantdnea, derivada y funcion derivada.

En general no se observan dificultades en el desarrollo de los diferentes items de la
actividad. Al completar la tabla en comportamiento de la funcién cuando t = 5, el 61%
responde que la misma “no cambia”, o “no crece ni decrece”. El 31% responde “maximo”

o0 “25” que es el valor maximo que presenta la funcién. Con respecto al signo de la
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velocidad en ese punto, el 90% responde en forma correcta.En el item e) el 47% de las

respuestas son correctas y el 24% de los trabajos no responden. Actividad 5

a) Observando la grafica de f(x), analice el signo de f '(x) en todo su dominio. (Dada la

extension del trabajo sélo presentamos algunas de las graficas propuestas).

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

¥

¥ ¥ —i ¥
¥= 19 [ o y’:“}ﬂ
/ 4 ¥= 100 ‘
w0 + J :}{

La actividad propone relacionar el signo de la derivada con el comportamiento de la

funcion (crecimiento y decrecimiento).

La mayoria de los alumnos respondid. Los principales inconvenientes se presentaron en el
caso de las rectas a pesar de que en Matematica | la pendiente de una recta fue un tema
ampliamente estudiado. El 15% analiza mal el signo de la derivada en el caso de la recta

creciente y el 18% en el caso de la decreciente.

Actividad 7
Dada la grafica de y = f(x),

a) Determine el signo de la derivada en x = -3, x

=-2,x=-1yx=0.

rFs

b) ¢En esos valores de x, la funcidn crece o

decrece?

Para x = —2, se observa el mayor porcentaje de respuestas incorrectas, tanto para
determinar el signo de f '(—2) (15%) y el comportamiento de la funcién en ese punto
(32%). Mientras que en x = 0 se observa el menor porcentaje de respuestas incorrectas al

determinar el signo de f '(0) (6%).En b) hablan de “maximo” o “minimo” parax=-B2y x =
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0. No responden alrededor del 10%.Al final se pedia que respondan algunas preguntas que
se enuncian a continuacion.

1) ¢éCémo reconoce los puntos en los cuales la derivada es menor que cero, igual a cero o
mayor que cero?; 2)éQué caracteristicas tiene la funcion en esos puntos?; 3)¢ Qué relacion
existe entre el crecimiento de una gréfica, razén de cambio y pendiente?; 4)¢Qué relacién
existe entre el decrecimiento de una gréfica, razéon de cambio y pendiente?; 5) ¢Qué
relacidon existe entre el crecimiento de una grafica, la existencia de valores extremos y la

primer derivada?

Solamente en veintidds trabajos se encontraron las respuestas. (Dada la extension del

trabajo no podemos incluir las respuestas obtenidas pero resultaron muy interesantes).
También se sugirid que completen las afirmaciones que enunciamos a continuacion.

e Si la derivada de una funcidn es positiva en un intervalo entonces la funcién es

...................................................... en ese intervalo.

e Si la derivada de una funcién es negativa es un intervalo entonces la funcion es

....................................................... en ese intervalo.

Sélo completaron estas proposiciones en cuarenta y seis trabajos y las respuestas
correctas fueron cuarenta.Si la derivada de una funcién es cero en un intervalo entonces la

FUNCION €S i en ese intervalo.

En este caso, sdlo respondieron en cuarenta y cinco trabajos y cuarenta y tres resultaron

correctas. La funcién puede alcanzar valores maximos o minimos para valores de x en los

e La funcidn alcanza valores maximos o minimos para valores de x en los que .................

De las treinta y seis respuestas a cada una de las ultimas afirmaciones sdélo cuatro fueron

correctas.

474

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



Categoria 1 Andlisis del curriculum y propuestas para la ensefianza de las matemdticas

Conclusiones

Los alumnos lograron una idea aceptable de variacién. Casi todos coincidieron en que los
cambios se miden por medio de restas. Los resultados fueron mejores cuando los mismos
debian calcularse en el registro numérico y en el grafico, presentando mayores
dificultades en la evaluacion algebraica. Segun lo observado en el desarrollo de las clases y
en los trabajos posteriores (parciales y evaluaciones finales) la resolucién de las
actividades les permitié desarrollar una idea correcta acerca de las condiciones de
crecimiento y decrecimiento de una funcidn, asi como la de existencia de valores

extremos, a un nimero considerable de alumnos.

Resultd un desafio interesante desarrollar estrategias de ensefianza basadas en la
cooperacién y el trabajo en grupo buscando reforzar conocimientos y compartir o disentir
desde las diferentes miradas sobre las actividades matematicas. Los alumnos
manifestaron interés en trabajar, indagar qué sabian y qué eran capaces de “descubrir” y

“construir”.

El debate y discusion entre los docentes en todos los momentos de la puesta en marcha

de esta propuesta favorecid el trabajo inmediato en el aula y el repensar acciones futuras.
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