-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you byff CORE

provided by Funes

Categoria 2. Propuestas para la ensefianza de las matemdticas
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Resumen. Se presentan resultados de un estudio realizado en el aula de segundo grado de
secundaria publica para identificar variaciones en los conocimientos de 40 alumnos de 13-15
afios de edad, acerca de la comprension de ideas fundamentales de estocdsticos (Heitele,
1975) y, en particular, sobre independencia y dependencia estocdstica. Se aplicé un mismo
cuestionario, antes y después de la estrategia de ensefianza, la cual utilizé una propuesta
institucional (Brisefio et al, 2006). Las dificultades evidenciadas por los estudiantes y por la
ensefianza apuntan a la necesidad de tratar el tema via el enfoque frecuencial (Elizarrards,
2004), de tal modo que se promueva la interrelacion de concepto, signo y objeto (Steinbring,
2005) en la interaccion social en el aula.
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Introduccion

De acuerdo con el libro de texto empleado como medio para desarrollar una estrategia de
enseflanza (Brisefio et al, 2006), para quienes escriben estds lineas se pretendid indagar sobre
posibles respuestas acerca de las dificultades que tienen los estudiantes de segundo grado de
secundaria publica para comprender las ideas de independencia y dependencia estocastica v,

paralelamente, las dificultades en su ensefianza.

Elementos tedricos

La perspectiva de este estudio pone de relevancia aspectos epistemoldgicos, cognitivos y sociales

sobre la comprensidn de eventos independientes y dependientes de la probabilidad.

Epistemoldgicos. Heitele (1975) sefiala que la ensefianza de estocasticos debe iniciar tan pronto
como sea posible, mediante el desarrollo de conexiones significantes de la experiencia del alumno
con la realidad. Para ello propone diez ideas fundamentales de estocdsticos para un curriculum en 877
espiral: medida de probabilidad, espacio muestra, regla de la adicion, regla del producto e

independencia, equidistribucidn y simetria, combinatoria, modelo de urna y simulacién, variable
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estocdstica, ley de los grandes numeros y muestra. Su caracter de fundamental radica en que
proporcionan al individuo modelos explicativos en cada etapa de su desarrollo, que se diferencian

en su forma lingistica y en sus niveles de elaboracion, pero no en su estructura.

Cognitivos. Frawley (1999) considera al ser humano a la vez como maquina y como persona, pues
la parte interna y la externa de la mente humana confluyen simultdneamente. Por tanto,
caracteriza tres tipos de subjetividad: el procesamiento no consciente, la conciencia y la
metaconciencia. Por otro lado, Fischbein (1975) enfatiza que la adquisicion temprana de
intuiciones equivocadas sobre estocasticos se debe prevenir con la ensefianza, pues a falta de ésta
esas intuiciones se tornan de mds en mas dificiles de erradicar y obstaculizan el pensamiento
analitico y reflexivo. En este sentido, Gigerenzer y Hoffrage (1995) plantean que el formato de

frecuencias activa naturalmente el razonamiento probabilistico de los sujetos.

Sociales. Segun Steinbring (2005), la practica de la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas
se caracterizan por una gran variedad de construcciones e interpretaciones matematicas,

concibiendo el aprendizaje de los estudiantes como un objetivo a largo plazo.

Elementos de método
Este estudio es de caracter cualitativo (Eisner, 1998).

Escenarios. La investigacidn se dirigid al libro de texto utilizado como medio para desarrollar una
estrategia de enseflanza —el cual se relaciona con el Plan y Programas de Estudio de Secundaria
para Matematicas (SEP, 2006)—, al aula y al desempefio de los alumnos. En los dos ultimos
escenarios participaron 40 estudiantes (13-15 afios) y el docente titular de un grupo de segundo

grado de secundaria publica.

Criterios de analisis. Los elementos tedricos devinieron criterios de andlisis, tanto de programa de
estudios y libro de texto como de datos recogidos. Se consideraron: ideas fundamentales de
estocasticos, otros conceptos matemadticos, recursos semioticos para presentar la informacion,

términos utilizados, situacion planteada y estructura de la leccion.

Aula. El docente titular desarrollé diez sesiones de ensefianza (cada una de 50 minutos), de las

cuales seis trataron sobre la independencia de eventos. En total, se implementaron seis
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actividades para tratar nociones sobre independencia de eventos y otras diez para formalizar la
independencia de eventos; las 16 actividades estaban contenidas en sélo una leccién propuesta
en un libro de texto para segundo grado de educacion secundaria (Brisefio, et al, 2006). Las
sesiones fueron videograbadas y transcritas para su analisis; en bitdcora escrita se anotaron datos
fuera de cinta y lo que se considerd conveniente sefialar. La estrategia de ensefianza, basada en
las actividades propuestas en la leccién, consistio en coordinar la lectura de cada una; los
estudiantes lefan en forma alternada y respondian preguntas planteadas en el texto; se
confrontaron las respuestas incorrectas; algunas dificultades se fueron remontando conforme se
iba avanzando en las sesiones. En forma complementaria, se organizé a los alumnos en equipos de
tres personas para que resolvieran algunos de los problemas propuestos en el libro de texto antes
citado y, luego, cada equipo presenté la solucidn de uno de los problemas ante todo el grupo, aqui

también se confrontaron respuestas. La ensefianza excluyé el enfoque frecuencial.

Desempefio del alumno. Previamente a las diez sesiones de ensefianza, se administré un
cuestionario vy, al cabo de dos meses, se aplicd tal cual el mismo cuestionario, con el propésito de

identificar variaciones en el desempefio de los estudiantes.

El cuestionario consistié en ocho problemas en total, dos problemas se refirieron al enfoque
clasico de la probabilidad y dos al frecuencial; derivados de cada problema se planted un problema
qgue implicaba a la probabilidad condicional. El cuestionario se disefid en formato de opcién
multiple con cinco incisos, sélo uno correcto y el Ultimo permitia alguna otra posible respuesta del
estudiante; para cada seleccidn realizada se solicito justificacion escrita y se permitié la correccion
de respuestas; su presentacion, con rayas para las respuestas, insinud la justificacion en lengua
natural. La contestacion, individual, requiri6 de 50 minutos en su primera aplicacién y de
aproximadamente 100 minutos en la segunda. Alternadamente, se presentaba un problema para
el enfoque clasico y, luego, otro para el frecuencial (por ejemplo, ver respectivamente problemas
1, 2 y 7 en la Figura 1); el primer problema se habia aplicado en estudios previos (Elizarraras y
Ojeda, 2008), aunque aqui se modificé el uso de una tabla como recurso semidtico con el fin de

facilitar la identificacion del espacio muestra asociado al fendmeno aleatorio en cuestion.

Las opciones propuestas en el problema 1 completan las posibilidades con las fichas de domind: 379
con los incisos a, ¢ y d se consideraron tipos de sesgos identificados en estudios previos (Fischbein,

1975), los cuales dan cuenta de dificultades de comprensién para las ideas de espacio muestra,
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regla de la adicidn, regla del producto e independencia y combinatoria; con el inciso b (correcto)
se considerd el evento que incluye todos los casos favorables en relacién a los casos posibles, lo
cual incorpora las ideas fundamentales ya citadas. Para el problema 2, los incisos se propusieron
por lo siguiente: el inciso a (correcto) manifiesta la reduccidn del espacio muestra; mientras que el
inciso b toma en cuenta las respuestas basadas en todas las fichas (28) que conforman todo el
espacio muestra; los incisos ¢ y d consideran dificultades con las ideas fundamentales implicadas
(combinatoria, espacio muestra y variable aleatoria). Para el problema 7, las opciones a, cy d
corresponden a la nula asociacién de las ideas fundamentales implicadas (espacio muestra, regla

de la adicidn, regla del producto e independencia y combinatoria).

1. Considera las 28 fichas de un domind con la cara de sus puntos hacia abajo, Completa la tabla para
que identifiques todas las parejas ordenadas que corresponden a los puntos de sus fichas.
T ///%;/////%Z/////% | A -l
- 4
2
§ 6 (0, 6) (1, 5) (2, 4) (3,3)
g 7
2 s
¢Cudl es la probabilidad de que al voltear una
9 ficha al azar, se obtenga alguna cuya suma de
10 puntos sea menor a seis puntos?
11
2
D)B

éPor qué?

2. Para iniciar una partida de domind, ni Aquiles ni Benito obtuvieron alguna ficha con los
mismos puntos en sus divisiones (mula); iniciara el juego quien tenga la ficha cuya suma
de puntos sea mayor. Aquiles mostré una ficha cuya suma es nueve, écudl es la
probabilidad de que Benito tenga una suma mayor a nueve puntos?

4 4 3 1
A)E B)% C)E D);
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éPor qué?

7. Ana se dedica a vender seguros, al visitar un cliente, sabe que: la probabilidad de venderle
2 tipos de seguros es de 0.2, la probabilidad de vender sélo uno es de 0.3 y la probabilidad de
no vender es de 0.5.

Num. de seguros Calculo de la probabilidad

SEGUNDO CLIENTE s N

I
N : _S (0.5) (0.3)=0.15

os _S (0.5) (0.2) =0.10

03 y

0.2

Completa el diagrama de arbol anterior y responde lo siguiente:

Al visitar dos clientes, écual es la probabilidad de que les venda exactamente dos seguros en
total?

A)0.2 B)0.29 C)0.09 D)0.04

éPor qué?

Figura 1. Ejemplos de problemas propuestos en el cuestionario.
Resultados del andlisis de la propuesta institucional para probabilidad

La Tabla 1 presenta resultados del analisis de la leccién del libro de texto citado como ejemplo del
examen al que se sometid la propuesta institucional. En general, el libro de texto estd organizado
en cinco bloques, en concordancia con el Plan y Programas de Estudio (SEP, 2006); el contenido de
organiza en tres ejes tematicos (Sentido numérico y pensamiento algebraico; Forma, espacio y
medida y Manejo de la informacidn) relacionados entre si. La propuesta de estocasticos en el libro

de texto se desarrolla en una sola leccidn (bloque 4), con sélo antecedentes de conteo (bloque 1).
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El uso de notaciones simbdlicas es escaso; se carece de ejemplos y de ejercicios complejos. Las
situaciones planteadas hacen alusion predominantemente al enfoque clasico, las cuales son
susceptibles de tratarlas mediante el enfoque frecuencial; sélo un problema propone ensayos

independientes mediante lanzamientos de dados, sin pretender un andlisis completo de las

frecuencias absolutas y relativas obtenidas por los estudiantes.

Tabla 1. Analisis de la leccidn propuesta en el libro de texto (Brisefio et al., 2006).

Criterio

Leccidn

Ideas
fundamentales

Otros conceptos
matematicos

Recursos semioticos

Términos utilizados

Leccidn
Unica

En el desarrollo de las actividades propuestas en el libro de texto utilizado, para formalizar la regla
del producto se descarta la formalizacion matematica y, en su lugar, se plantea una proposicion:
“Regla del producto: cuando dos eventos A y B son independientes, la probabilidad de que ocurran

ambos eventos simultdneamente es el producto de las probabilidades de A y B.” (Brisefio, et al,

Medida de la
probabilidad.

Espacio muestra.

Regla de la adicion.

Regla del producto
e independencia.

Equidistribucién y
simetria.

Combinatoria.

Modelo de urnay
simulacion.

Variable aleatoria.

2006; p. 210).

Numeros
naturales y su
orden.

Operaciones con
numeros
naturales.

Potencias de
base 2.

Desarrollo plano
del

hexaedro regular
(cubo).

Parejas
ordenadas

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

Lengua natural,
tablas de unay de
doble entrada, y
expresiones
numeéricas.

Figuras.

No hay simbolos

numéricos en forma

explicita.

No se hace uso de
graficas.

Frecuencia relativa,

escogio, azar,
posibles
probabilidad,
dependen,
resultados,
experimento
aleatorio, ocurrir,
casos, selecciona,
lancen lanzar, rifa,
eventos, distintos,
independencia,
reemplazar,

experimento clasico,

dado cargado,
simultaneamente,
salga, definicién
clasica.
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Resultados de la ensefanza en aula

Segun la secuencia de las actividades propuestas en el libro de texto (Brisefio et al, 2006), la
ensefianza tratd vagamente la idea de independencia tal como se muestra en los pasajes
transcritos que se presentan enseguida; en cambio, se limité al calculo de las probabilidades de los
eventos implicados, dejando la formalizacién sistematica de la regla del producto hasta después,
reproduciendo la secuencia establecida en el libro de texto citado. (Las intervenciones se denotan

por: “P” (profesor), “T” (todos), “A” (alumno)).

P: Se lanza una moneda dos veces, écudl es la probabilidad de obtener sol en el primer volado y sol en el

segundo volado? .....
T: Una de cuatro.

P: Una de cuatro. Ahora bien, si yo lanzo la primera moneda, ¢élos eventos son independientes o uno implica

que ocurra el otro (hace una pausa) o son eventos separados?
T: Separados.
A: Independientes.

P: Independientes. ¢Quién si encontré que la probabilidad es un cuarto? (Algunos alumnos levantan la
mano). Fijense, se va a basar en las combinaciones y para eso es el diagrama de drbol, bien. Siguiente
problema: Se lanzan tres monedas... (la ensefianza sigue la misma secuencia para este problema y

también para un problema subsecuente que plantea el lanzamiento de cuatro monedas).

Durante el desarrollo de las actividades, la ensefianza fue inconsistente en el tratamiento de las
ideas fundamentales de estocdsticos. El pasaje anterior se refirid exclusivamente a las ideas de
medida de probabilidad, espacio muestra, regla de la adicidn, regla del producto e independencia
y combinatoria; por tanto excluyd las ideas de muestra y de ley de los grandes nimeros. Asi,
descartd el enfoque frecuencial como un acercamiento natural a la idea de azar (Gigerenzer y
Hoffrage, 1995), el cual ofrece la oportunidad de alimentar la comprension del enfoque clasico de

la probabilidad (Elizarrards, 2004).

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

883



Acta Latinoamericana de Matemdtica Educativa 22

Resultados generales del cuestionario

Enseguida se muestran resultados sobre la comprensién de ideas fundamentales de estocasticos

implicadas en la aplicacion del cuestionario en sus dos fases (ver Figura 2).

Primera aplicacion. En el problema 1, 30% de los estudiantes completaron la tabla correctamente,
47.5% lo hace en forma determinista o incompleta y 22.5% no la completa. Sélo 5% de los alumnos
(dos) contestaron en forma correcta el problema 2 (referente a la probabilidad condicional); una
de las respuestas fue: Dice el problema que nadie sacé una mula, por lo que el total de fichas se
redujo a 21 fichas de las 28, después dice que Benito debe de sacar un numero mayor a nueve y el
numero total de combinaciones mayores a nueve es de 4 fichas. Para el problema 7, el 82.5% de
los estudiantes no contestaron, el 25% completaron el diagrama de arbol en forma incorrecta o
parcial y sélo 2.5% (un alumno) contesté y completdé el diagrama correctamente, y su

argumentacion fue: Porque al sumar los diagramas [en los que] se venden dos seguros me da 0.29.
70% - £ 1a. Aplicaciéon E3 2a aplicacion
60% -

50% -

S

40% -

30% -

20% -

Porcentaje de aciel

10% -

0%

Figura 4. Resultados obtenidos en el cuestionario (antes y después de la ensefianza).

Segunda aplicacion. Para el problema 1 se obtuvieron los resultados siguientes: 57.5% de los
alumnos completaron correctamente la tabla, y 42.5% en forma determinista o incompleta. Sélo

un alumno (2.5%), diferente a quienes habian contestado el problema 2 en la primera aplicacion,
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lo contesté correctamente; sin embargo, su respuesta revelé dificultades para diferenciar entre el
enfoque clasico y el enfoque frecuencial de la probabilidad (Porque son 3 casos favorables [de] que
venda 2 [seguros] y si sumamos la probabilidad de cada uno de estos (0.1 + 0.9 + 0.1) nos da el
resultado de 0.29); ademads, complementariamente, de este mismo estudiante se revelaron
dificultades con otros conceptos matematicos, tales como operaciones con nimeros racionales y
su conversién decimal (P (venda 2 seguros) = 3/9 = 0.29). En el problema 7 se obtuvieron 10% de
respuestas nulas, 77.5% de respuestas incompletas e incorrectas y 12.5% de respuestas correctas

basadas en el llenado del diagrama de arbol.

Comentarios generales

En la segunda aplicacion del cuestionario, la mayoria de los estudiantes sélo lograron transitar de
la etapa subjetiva del procesamiento no consciente a su frontera con la conciencia (Frawley,
1999). Las respuestas otorgadas en este instrumento por algunos estudiantes, ya sea al inicio o al
final de la ensefianza, sefialan la conveniencia de explicitar la dependencia de eventos como parte
del curriculo formal, ya que en este estudio la ensefianza se baso en el libro de texto citado, el cual

privilegié la idea de independencia.

La ensefanza enfocé su practica alrededor del enfoque clasico; descartando la comprensién de la
idea de independencia via la ley de los grandes numeros (Steinbring, 2005); no obstante,
contribuyé a que algunos estudiantes contestaran correctamente los problemas referidos al
enfoque frecuencial, pero sus argumentaciones evidenciaron una comprension parcial de este
enfoque. Lo anterior ratifica la importancia de la lectura comprensiva e interpretacion de los datos

contenidos en una tabla o gréfica (ver aqui los problemas 1y 7).

En estudios previos (Ojeda y Elizarrards, 2008) se enfatizd la necesidad de realizar una
investigacion mdas amplia en cuanto al nimero de sesiones de ensefianza y de lecciones que se
pongan en practica, pues se requiere proveer a los alumnos de mas elementos de estocdsticos en
su formacién. También se plantea la necesidad de realizar estudios durante la formacion de
docentes y hacer un seguimiento de su practica cuando se encuentren en ejercicio profesional

como titulares de un grupo en secundaria.
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