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Resumen. Se presenta lo encontrado en un estudio piloto ya concluido, el que se efectio con alumnos de
cuarto grado de primaria para investigar el aprendizaje autonomo de la division con dos cifras en el divisor.
Se lleve a cabo con una intervencion didactica de corte constructivista, en la cual el docente fue ajustando la
ayuda a los estudiantes y éstos tuvieron la oportunidad de hallar la solucion por si mismos a través de toma
de decisiones y trabajo grupal empleando fichas de trabajo que le proporcionaban pruebas para autoevaluarse.
Mediante un entorno de resolucion de problemas se propicid darle sentido a las operaciones aritméticas
utilizadas y transitar de la division con divisor de una cifra a la de dos. En relacion con el algoritmo de la
division, se aplicd un procedimiento que consiste en dividir por partes y se encontro que éste fue eficaz en la
comprension de dividir, puesto que el educando va dejando “huellas” de su manera de restar y multiplicar
dentro del algoritmo de la division.
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Abstract. Results from a pilot study which has already finished are shown in this paper. Such study was carried
out with fourth grade elementary school students in order to investigate about the autonomous learning of a
division with two-figure divisor. A didactic intervention of a constructivist type was implemented, which the
teacher gradually adjusted assistance to students so that the latter had the opportunity to find the solutions
by themselves through a process of decision making and team work using work cards which provided evidence
for students to self-assess themselves. By means of a problem solving environment, sense could be assigned to
the arithmetic operations used and thus move from one figure-divisor divisions to two-figure divisor divisions.
In relation to an algorithm of the division, a procedure consisting in dividing by parts was applied, finding
that this was efficient in the comprehension of dividing, since the pupil leaves “traces” of his/her way of
subtracting and multiplying within the algorithm of the division.

Key words: autonomous learning, dividing by parts

Introduccion

El algoritmo de la division crea desconcierto en los alumnos porque, entre otras cosas, vincula
otras operaciones, se aprende de manera mecanica, ignorando el valor posicional de los
numerales y el divisor compuesto por dos cifras es tratado como si estuviese integrado sélo
por una, etcétera; por ello, nos planteamos como problema de investigacion indagar las
dificultades que enfrenta el estudiante de cuarto grado cuando desarrolla el aprendizaje auténomo de
la division con dos cifras en el divisor y nuestro objetivo es explorar el aprendizaje auténomo de la
division, recuperando el sentido que el alumno otorga a los componentes de la divisién. En el estudio
piloto concluido encontramos algunas respuestas a la pregunta de investigacién: ;Qué obstdculos
de cdlculo y de sentido enfrenta el escolar cuando comienza a resolver la division con dos cifras en el

divisor?
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En nuestra investigacion empleamos fichas de trabajo donde se le presentan al alumno
situaciones problematicas para que efectie los procesos de calculo; en algunas de ellas
introducimos un procedimiento que llamamos ‘“resultados parciales”, el cual tiene sus
antecedentes mas remotos en los antiguos egipcios. Este procedimiento se basa en
descomponer el dividendo para irlo repartiendo o agrupando equitativamente entre una
cantidad dada. Este algoritmo de la division por partes mostré ser un apoyo eficaz en el
transito de la division de una cifra en el divisor a la de dos cifras, sin perder el sentido y
después pasar, con menos dificultades, a efectuar una generalizacion (esto es, integrar una
cantidad variable de cifras en el divisor). Ademas de las fichas se utilizaron otros instrumentos
metodologicos para guiar al estudiante a llegar al algoritmo canénico de la division por medio
del trabajo grupal; el alumno fue tomando sus propias decisiones mediante la autoevaluacién y
logré un aprendizaje autonomo. En el estudio fue enriquecedora la contrastacion entre los
resultados de la autoevaluacion y la evaluacion efectuada por los observadores no

participantes.
Marco tedrico

En la literatura relacionada con la division, Gomez (1993) indica que este algoritmo tiene un
alto grado de complejidad debido a que se resuelve de izquierda a derecha y los otros
algoritmos se aprendieron comenzando con el orden menor; esto se acentla porque en el
desarrollo de la division se necesitan la sustraccion y la multiplicacion. Investigadores como
Lamb y Brooker (2004) senalan que el origen de varias dificultades son los procedimientos
rutinarios que implican la sucesion de acciones como “divide, multiplica, sustrae y baja la cifra
siguiente” lo cual se complica cuando la division tiene dos digitos en el divisor, circunstancia en

la cual es posible perder la comprension de dicha operacién.

Otros conocedores que consideramos fundamentales son Fischbein, Deri, Nello y Marino
(1985, p. 7), quienes definen dos tipos de modelos de la division: como reparto y como
medida. En el reparto (division partitiva), “un objeto o coleccién de objetos es dividido en un
numero de iguales fragmentos o sub-colecciones”. Conforme el significado de “medida”
(division cociente), “se busca determinar cuantas veces una cantidad dada estd contenida en
otra cantidad mas grande”. También, Carraher (1990, p. 216), entre otros, trata la divisién
definiéndola de la siguiente forma: “dados los enteros A y B, existen enteros Q y R, tales que
A = QB + R donde 0 < R < B. Esto puede ser transformado en (A — R)/B = Q; donde A es el

dividendo, B el divisor, Q el cociente y R el residuo”.

Asi mismo, retomamos a Vergnaud (1991), pues apunta que un algoritmo adquiere sentido a

través de problemas y situaciones concretas, mientras que Brown (1981) anuncia diferentes
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caracteristicas que tiene la accion de dividir, entre ellas estd el marco en el que se plantea el
problema a resolver y la correlacion entre la comprension y las habilidades de calculo. En
consecuencia con lo anterior, nuestras fichas de trabajo fueron disefadas para considerar las
fases de la resolucion de problemas: a) comprender el problema, b) planear cémo resolver el
problema, con base en lo que sabe el estudiante, c) efectuar lo que se planed y d) después de

encontrar la solucion, revisarla y discutirla (Polya, 2001).

Por otro lado, en nuestra indagacion consideramos la ensefanza como una ayuda ajustada,
mediante la cual se orienta al alumno para que vaya construyendo su conocimiento con ayuda
de otros, para ello planeamos actividades que favorecieran un aprendizaje autonomo (Becker y
Varelas, 1995, Coll y Martin, 1999, Carter y Fleener, 2002, entre otros). También incluimos la
institucionalizacion del conocimiento (Brousseau 2000), para establecer el algoritmo candnico

de la division que se fue creando en la dinamica de la situacion.
Método

Para describir lo que sucede en el aprendizaje autbnomo de la division se trabajo, durante un
ciclo escolar, con alumnos de cuarto grado de una primaria oficial de una comunidad que
presenta un adecuado rendimiento escolar, necesario en nuestra investigacion, la cual es
cualitativa y bajo la modalidad de observacion participante, donde la observadora-investigadora
se compromete e involucra en las mismas actividades que examina; ademas, toma nota de los
rasgos relacionados con el problema de investigacion para reflexionar sobre la relevancia de

éstos. A continuacion se menciona el plan general a efectuarse.
Escenario y sujetos

Se efectud con 18 alumnos de cuarto grado de una escuela vespertina de la ciudad de México,
donde la mayoria de los padres de familia ha cursado la educacion secundaria y se involucra en
las actividades organizadas en el plantel. Los alumnos presentan un adecuado rendimiento
escolar, de acuerdo con la Evaluacién Nacional para el Logro Académico en Centros Escolares
de la Secretaria de Educacion Publica. Se eligio a estos alumnos porque la reflexion y
regulacion de un aprendizaje autbnomo requiere de adecuados niveles de comprension, asi
como del dominio de los conocimientos previos para resolver problemas de division de dos

cifras en el divisor.
Instrumentos metodologicos

Se emplearon dos cuestionarios, uno inicial y otro final, los cuales tuvieron las mismas tareas,
con la finalidad de comparar las respuestas de los alumnos respecto al sistema decimal de

numeracion y las cuatro operaciones fundamentales (evaluacion a cargo del investigador). Para
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promover el aprendizaje auténomo de la division se desarrollé una intervencion didactica
constructivista, apoyada en 15 fichas de trabajo resueltas de manera individual o en pareja y
explicadas después en el pizarron por algunos companeros que encontraron soluciones
diferentes. En seguida, el alumno escribia en su Diario una reflexién sobre el contenido
estudiado y estas ideas fueron expresadas en la Ultima clase durante el debate. La
autoevaluacion fue llevada a cabo mediante un portafolios, el cual contenia las fichas de trabajo y

un comentario breve que cada alumno hacia respecto al contenido tratado en esa sesion.

También en el estudio piloto se utilizé una guia de observacién y la entrevista individual; para el
registro de aspectos fundamentales que se manifestaban en el grupo y obtener informacion; se
eligio la entrevista semi-estructurada por la flexibilidad y libertad en introducir aclaraciones,

modificaciones o ampliaciones en el transcurso de su ejecucion.
Procedimientos de validacién

En este estudio piloto se emplearon dos estrategias de validacion: controles cruzados y
triangulacion. Los controles cruzados fueron efectuados con dos observadoras no
participantes, quienes registraron en una guia lo que sucedia en 5 sesiones de ensefanza y en
cuanto a la triangulacion, ésta fue de caracter mixto, contrastandose los datos aportados por
las fichas de trabajo, los cuestionarios, las anotaciones que los alumnos escribieron en su

portafolios y las entrevistas individuales.
Modelo de analisis

Para la valoracion de resultados se adoptd el enfoque interpretativo con la perspectiva del
interaccionismo simbolico (Godino y Llinares, 2000), pues en éste se pone énfasis en las
relaciones entre el docente, los estudiantes y la tarea matematica; asimismo, se emplearon
entrevistas individuales aplicadas a tres alumnos, quienes fueron seleccionados por representar
un alto, mediano y bajo rendimiento, respectivamente (Cohen, Manion y Morrison, 2004). En
cuanto al proceso de autoevaluacion, se incluy6 el portafolios como un instrumento que ayuda
al estudiante a reflexionar acerca de su propio aprendizaje (Aebli, 1991 y Danielson y Abrutyn,
2000). En este estudio analizamos los resultados obtenidos durante las |5 sesiones de acuerdo
con dos categorias: a) dificultades de calculo y b) atribucion de sentido a través del algoritmo

de “resultados parciales”.
Analisis de los resultados

En el estudio piloto ya concluido encontramos resultados originales, esto es, contenidos y
procesos que no han sido reportados en investigaciones previas. Mostramos observaciones de

los cuestionarios (I), una ficha de trabajo (1l) y las entrevistas individuales (l1I).
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I. En los cuestionarios se observaron diversos errores que el estudiante tiene (A) al utilizar la
resta, (B) aplicar la multiplicacién dentro del algoritmo de la division, (C) colocar las cifras en
el cociente, (D) fragmentar el divisor y otorgar un significado al cero, asi como (E) resolver

correctamente el algoritmo, pero mostrando falta de sentido en la respuesta dada al problema

planteado.
2 alumnos (2/18) colocaron los nimeros para resolver la sustraccion como se
Al les habia ensefiado el algoritmo, es decir, consideraron cantidades totales sin
9ITT9 distinguir que estaban restando una cantidad de acuerdo con su valor relativo,
-9 sefalamos que algunas restas fueron resueltas de manera equivocada.
110
Se encontré que 2 alumnos (2/18) resolvieron su
B)340 = 18=2+4525+25=4+5+1 respectiva ficha de trabajo con el procedimientos de
-216 -100 “resultados parciales” y hallamos cémo construyen
094 425 sus tablas de multiplicacion:  doblando o
- 432 - 105 quintiplicando por separado cada digito.
462 320
NotarcoPresponde al primer paso de la secuencia de
Por ejemplo: célculos es &l segundo paso.

-~~~

FINE T N [Ny
18 x 2=216;25 X 5=105 (s6lo el 5 de 25)

C)985+24=6+30+5

=144 vy I alumno (1/18) colocé erréneamente las cifras en el
841 635 algoritmo convencional, pues suponemos que no tiene un
=720 24 985 r adecuado concepto de valor posicional de los nimeros, ya
121 — 144 que “acomodo” las cifras de acuerdo con los resultados
=120 841 parciales que obtuvo.

ol

Resuelve el siguiente problema:

Josefina tiene 562 botones para repartir en |3 montones, si en cada montén debe poner el mismo
nimero de botones jcuantos botones colocara en cada monton? iCuantos botones
no quedan en algiin montén?

D) 12 E) 43 I alumno (1/18) escribio:

13560 2 alumnos (2/18) separaron los 1356F 3 sobran 'y caben 43
-3 digitos del divisor cuando se les 42 montoncitos”. Suponemos que el
26 dificultd considerar el nimero 3 sentido se concentra en las
- 26 completo y no colocaron el palabras “montéon” y ‘“cabe”.
002 cero, porque conjeturamos que Asi, la division de reparto fue
-0 le otorgaron el significado de comprendida como de

“nada” por repartir. agrupamiento.

II. En una ficha de trabajo se encontré la falta de valor posicional como se muestra:
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Cuando se tiene la tabla de multiplos del divisor, 2 alumnos (2/18) resuelven la division de la

siguiente manera:

18 x 20 = 320;
201 340 — 320, 20; 550
18340 20 entre 18, 117598
20 18 X | para 20, 2 558
2 8

I'l x5 =255

55y se baja el 8;
I'l x 50 = 550 para 558,

8.

ll. Las entrevistas individuales se aplicaron a 3 alumnos y se obtuvieron estas respuestas:

Rendimiento del

alumno Alto Mediano Bajo

Pregunta
Para ti ;qué fue lo mas | No se me hizo dificil. Entenderle al principio. | Las tablas
dificil del procedimiento de
de “resultados parciales”? multiplicar
i{Como le explicarias el | Hay una division, después a un | Es una divisiéon pero | No lo sé.
procedimiento de | lado vas multiplicando hasta | de restas, p.e. 156 +
“resultados parciales” a | que ya no puedas dividir, | 15, ahi le pones un
otro companero que aun | debgjo de la division vas | nlmero el que td
no lo conoce? anotando lo que te salié, uno | quieras y lo

por uno, y se va restando igual | multiplicas.

hasta que ya no puedas restar.
{Qué tan facil o dificil se | Se me hizo facil porque le | Fdcil porque adentro | Dificil pues
te hizo resolver los | entendi, porque me sabia las | de la casita se pone el | no  sabia
problemas con “la casita” | multiplicaciones. numero  mayor y | dividir.
de la division? afuera el  ndmero

menor y después se
divide.

En seguida, nuestros hallazgos asociados con las categorias de andlisis de este estudio.

a) Dificultades de cdlculo de algunos estudiantes, quienes:

» Tuvieron desconocimiento de ciertas tablas de multiplicar (particularmente, las

correspondientes al 6 y subsecuentes digitos) y por ello recurrieron a las adiciones o

sustracciones iteradas, asi, el algoritmo les resulté confuso.

» Les falto la escritura del cero, tanto en el cociente como en los residuos parciales, por

la debilidad de las nociones posicionales construidas anteriormente y las ideas intuitivas

de lo que significa el cero (nada, carencia o vacio).

» Presentaron errores en la resolucién de las restas con transformacion, debido a la

ausencia de la nocién de agrupamiento y desagrupamiento.
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b) Atribucién de sentido a través del algoritmo de “resultados parciales”, de diversos estudiantes

que:

» Regularon y controlaron los repartos o agrupamientos efectuados, avanzando hacia la

construccion del algoritmo candnico con conocimientos propios.
> No fragmentaron las cantidades del dividendo ni del divisor.

» Transitaron de una a dos cifras en el divisor sin conflicto alguno, pues el procedimiento

utilizado era el mismo.

» Algunos alumnos no consideraron el Gltimo residuo como la cantidad que quedaba sin
dividir y continuaban restandola ain cuando lo sobrante o resto fuera menor que el

divisor.
Conclusiones

El procedimiento de “resultados parciales” propicié que el alumno tomara decisiones, al elegir
el tamano de los repartos o agrupamientos que fue haciendo él/ella y con ello, desarroll6 su
aprendizaje autonomo; ademas, el uso del portafolios le ayudd a reflexionar en sus aciertos y
errores respecto de la division. Asimismo, le sirvid para revisar las fichas resueltas y leer sus

comentarios, dandose cuenta de sus avances.

El trabajar diversas tareas inmersas en la resolucion de problemas y en particular, el uso del
procedimiento de “resultados parciales”, favorecieron que el alumno pudiera darle sentido al

algoritmo de la division, identificando las operaciones involucradas.

En el algoritmo candnico de la division, algunos alumnos tuvieron errores al colocar los
residuos parciales, lo cual comprobamos que puede evitarse utilizando el procedimiento de
“resultados parciales” porque en éste no se fragmenta el dividendo (el inicial y los parciales), ni
el divisor; por ello no se les presentaron dificultades al realizar el pasaje de una a dos cifras en

el divisor.

Resolver las diversas tareas de las fichas a través de varias modalidades (individual, en equipo y
grupal), apoyo que el alumno aprendiera a dividir mediante sus propias habilidades y con ayuda
de los companeros. Ademas, la actividad en pareja fomentd mayor involucramiento de los

alumnos.

Aunque no todos los alumnos llegaron a utilizar el procedimiento de “resultados parciales”,
principalmente por el desconocimiento de las tablas de multiplicar, a algunos estudiantes les

fue de utilidad cuando se les presenté un problema donde necesitaban resolver una division
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con dos cifras en el divisor y no habian llegado a comprender “la division de la casita” como

ellos le llaman al algoritmo canoénico.

En general, en el cuestionario final se observé que hubo un claro avance en la comprension de
lo que implica la divisién y, por otra parte, los estudiantes mostraron interés en el debate,
llegando a importantes conclusiones como: i) El procedimiento de “resultados parciales” es
una division pero por partes, ii) cada quien puede poner diferentes nimeros vy iii) es necesario
saber multiplicar y restar para poder dividir. Nosotros observamos que los alumnos tuvieron
necesidad de colocar “letreros” arriba de los datos numéricos para darle sentido al algoritmo
(esto es, construyeron categorias semanticas)s. Todo ello ratifico el logro del aprendizaje

autonomo de la division.
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Apéndice. Procedimiento de “resultados parciales”

manzanas ca]as manzanas

59+5=2+8+| Si tenemos 59 manzanas para repartir en 5 cajas y en cada caja
- 10 tenemos que meter la misma cantidad jcudntas manzanas van a ir
49 en cada caja? ;Cudntas quedardn sueltas?

- 40 Se escribe el dividendo y el divisor en el orden en que se leen.
09 Inicia el alumno eligiendo un ndmero y lo coloca después del
-5 signo igual, el cual es multiplicado por el divisor y su producto
04 es restado del dividendo para dar paso a un residuo parcial;

este modo de proceder continla (colocando un signo de
Metimos || manzanas en cada adicion entre cada nimero elegido), hasta que el residuo

caja y sobraron 4 manzanas. parcial €s menor que el divisor.
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