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Resumen. Algunos de los resultados previamente estudiados con el mismo método del cálculo

de la recta tangente, fueron obtenidos sólo para funciones cóncavas o cuando la pendiente m

es igual a cero. Ahora se propone una generalización del método para el cálculo de la recta

tangente de diferentes tipos de funciones elementales en puntos de inflexión, y cuando

0m . El procedimiento se basa en ideas de simetría para poder construir una función

auxiliar cóncava que tiene la misma pendiente de la función original a la que se le aplica el

esquema anteriormente señalado. Este método ayuda a relacionar conceptualmente la

derivada de una función en un punto dado, con el cálculo de los puntos mínimos, máximos y

de inflexión, sin aplicar métodos de derivación.
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Antecedentes

En trabajos anteriores (Rondero, Karelin & Tarasenko, 2004), (Karelin, Rondero, & Tarasenko,

2005) se propuso un método alternativo en la búsqueda de la recta tangente para gráficas de

funciones elementales cóncavas sin el uso de la derivada.

La idea general es: si a la gráfica de una función, )(xfy cóncava se le resta la gráfica de la

recta tangente bmxy en un punto ))(,( 00 xfx , entonces en el punto 0xx , la función

auxiliar ][)()( bmxxfxF tendrá un punto máximo ó mínimo local.

Por medio de tal función se identifican relaciones entre los puntos extremos de la misma y los

puntos de tangencia de la función original )(xf .

En estos trabajos previos, se han analizado funciones cóncavas y se distinguen dos casos:

a) Cuando la función auxiliar ][)()(
00 xx bxmxfxF en el punto 0xx tiene un punto

mínimo, entonces se cumple la desigualdad,

(*) )()( 0xFxF
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ó ][)(][)(
0000 00 xxxx bxmxfbmxxf

b) Si en el punto 0xx hay un punto máximo para la función, entonces se cumple la desigualdad,

(**) )()( 0xFxF

ó ][)(][)(
0000 00 xxxx bxmxfbxmxf

De donde se desprende el resultado general: La recta
00

:),( 00 xx bxmyyxR es tangente en

el punto ),( 00 yx para )(xfy , si y sólo si, una de las desigualdades (*) ó (**) se cumple.

Para construir la recta tangente
00

:),( 00 xx bxmyyxR es necesario hallar
0x

m de (*) o de

(**) y calcular
0x

b , por medio de la expresión, 00 00
)( xmxfb xx .

Sin embargo, es necesario aclarar que el método propuesto funciona para todos los puntos

excepto para los puntos de inflexión.

En trabajos posteriores, (Karelin, Rondero, Tarasenko, 2007) se estudió el caso de las funciones

)(xfy que tienen un punto de inflexión en (0,0) y con la pendiente 0m . Para ello usando

simetría, se construyó la función transformada

0),(

0),(
)(

~
),(

~

xxf

xxf
xfxfy ,

que es cóncava y por tanto la recta 0y , será la recta tangente para la función )(xfy en el

punto de inflexión (0,0). En este caso, para esta función transformada redefinida de este modo se

puede aplicar el método mencionado en (Rondero, Karelin, Tarasenko, 2004), (Karelin, Rondero,

Tarasenko, 2005), mediante el cual ambas rectas tangentes para la función inicial y la función

transformada coinciden.

Método propuesto para funciones con punto de inflexión. Caso general.

Consideremos las funciones )(xfy con ],[, baDDx para las cuales en cada punto

0 0( , ),x y 0x D de su gráfica ))}(,{(: xyxL existe una y sólo una recta
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00
:),( 00 xx bxmyyxR que pasa por el punto ),( 00 yx y no tiene otros puntos comunes con

la gráfica L en una vecindad del punto ),( 00 yx .

Sea )(xfy una función con un punto de inflexión en (0,0).

Si la función auxiliar, ( ), ( ) ( )y F x F x f x mx para un número m tiene en (0,0) la recta

tangente 0y , entonces la recta mxy recibe el nombre de recta tangente para la función

)(xfy en el punto (0,0).

Sea )(xfy una función con un punto de inflexión en (0,0).

Si la función transformada ( )y F x para la función auxiliar

mxxfxFxFy )()(),( , es

0),(

0),(
)(

~
),(

~

xxF

xxF
xFxFy

para un número m (es cóncava) y tiene en (0,0) la recta tangente 0y , entonces la recta

mxy recibe el nombre la recta tangente para la función )(xfy en el punto (0,0).

Subrayamos la unicidad de la recta tangente.

Ejemplo

Construir la recta tangente para la gráfica de la función

xxxxfxfy 23 5)(),( en el origen )0,0( .

La función auxiliar es

mxxxxmxxfxFxFy 23 5)()(),( .

Y la función transformada para la función auxiliar es,

0),(

0),(
)(

~
),(

~

xxF

xxF
xFxFy

0,5

0,5

23

23

xmxxxx

xmxxxx
.
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Es necesario ahora encontrar el número m , tal que la función )(
~
xFy sea cóncava y tenga la

función 0y como su recta tangente.

Para el caso en que 1m , se tiene que la función transformada de la función auxiliar )(
~
xFy

tiene forma

0,5

0,5

0,5

0,5
)(

~
23

23

23

23

xxx

xxx

xxxxx

xxxxx
xF .

Mostramos que )(
~
xFy es cóncava con la pendiente 0p en el punto ).0,0( .

Según nuestro esquema formamos la función auxiliar para la función transformada de la función

auxiliar de la función inicial )(xfy

pxxFy )(
~

0,5

0,5

23

23

xpxxx

xpxxx
.

Si se cumple la desigualdad,

0)(
~

pxxF

o bien,

0,05

0,05

23

23

xpxxx

xpxxx

para 0p alrededor del origen 0x . En realidad, si factorizamos x , se tiene,

0,05

0,05

23

23

xxx

xxx
,

0,0)5(

0,0)5(

2

2

xxx

xxx
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En el caso 1m , las gráficas correspondientes de las funciones involucradas son de la forma

siguiente,

)(xfy )(xFy )(
~
xFy

Cuando 0p esta desigualdad no se cumple alrededor del origen 0x . En realidad se cumplen

estas otras desigualdades,

0,05

0,05

23

23

xpxxx

xpxxx
,

0,0)5(

0,0)5(

2

2

xpxxx

xpxxx

Ahora investigamos el caso en que 1m .

0),(

0),(
)(

~
),(

~

xxF

xxF
xFxFy

0,5

0,5

23

23

xmxxxx

xmxxxx

Mostramos que la función )(
~
xFy no tiene la recta tangente en el origen.
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)(xfy )(xFy )(
~
xFy

Si ahora aplicamos el método de reducción al absurdo, es decir consideramos que pxy es la

recta tangente para )(
~
xFy , entonces se tiene la función auxiliar,

pxxFy )(
~

0,5

0,5

23

23

xpxmxxxx

xpxmxxxx

Según la definición se cumple una de las dos desigualdades,

0)(
~

pxxF ò 0)(
~

pxxF (*)

Si factorizamos x obtenemos,

0),15(

0),15(

2

2

xpmxxx

xpmxxx

Mostramos que si la desigualdad (*) se cumple para lp

0,)15(

0,0)15(

2

2

xlmxxx

xlmxxx

0,)15(

0,0)15(

2

2

xlmxxx

xlmxxx
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Entonces la desigualdad se cumple y para otro lssp ,

0,0)15(

0,0)15(

2

2

xsmxxx

xsmxxx

0,0)15(

0,0)15(

2

2

xsmxxx

xsmxxx

La desigualdad (*) se cumple cuando

01

01

pm

pm
,

pm

pm

1

1
, mpm 11

01

01

pm

pm
,

pm

pm

1

1
, mpm 11

Entonces es suficiente escoger un número lss, del intervalo

)1,1( mm . )1,1( mm .

Obtenemos una contradicción respecto de la unicidad de la definición de la recta tangente.

Sin embargo, sin perder generalidad se puede pasar de un punto arbitrario ),( 00 yx al origen

)0,0( . Sea )(xfy una función con el punto de inflexión en ),( 00 yx . Si la función

00 )()(),( yxzfzuzuu tiene en el punto (0,0) la recta tangente mzu , entonces la

recta bmxy , donde )( 0xfb recibe el nombre la recta tangente para la función

)(xfy en el punto ),( 00 yx .

Conclusiones

Es de resaltarse la versatilidad del método del cálculo de la recta tangente para el tratamiento de

funciones elementales.
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Hemos venido mostrando la evolución de nuestro método en los diferentes trabajos previos,

desde casos muy particulares hasta el caso general de funciones suaves, es decir que tienen

derivadas.

Hay una clara articulación conceptual en este método con el tratamiento de desigualdades y

además entre los conceptos principales del cálculo elemental, como puntos extremos, concavidad

y puntos de inflexión, entre otros.
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