Capitulo 2. Propuesta para la ensefianza de las matemdticas
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Resumo. O objetivo dessa pesquisa é analisar os pontos de vista sobre a nogdo de derivada de
uma fungdo desenvolvida no Ensino Médio e que podem servir de apoio para a disciplina de
Cdlculo Diferencial e Integral no Ensino Superior. Para isso, escolhemos como referenciais
tedricos centrais os pontos de vista de Thurston (1995) e a abordagem tedrica em termos de
pontos de vista de Rogalski (1995). Para melhor identificar as dificuldades associadas ao
ensino e a aprendizagem da nog¢do de derivada na transicGo Ensino Médio e Superior
complementamos as andlises utilizando as abordagens tedricas em termos de quadros de
Douady (1984) e niveis de conhecimento de Robert (1997) e a teoria antropoldgica do diddtico
de Bosch e Chevallard (1999). Os resultados encontrados mostram que pouca aten¢do é dada
ao trabalho desenvolvido no Ensino Médio, nGo se levando em conta os conhecimentos
prévios dos estudantes, o que pode justificar as dificuldades encontradas por esses nos
primeiros anos do Ensino Superior.

Palavras-chave: Pontos de vista, derivada, relagGes institucionais e pessoais, niveis de
conhecimento

Introdugao

As dificuldades apresentadas pelos estudantes na disciplina de Calculo Diferencial e Integral tém
sido objeto de estudo de varias pesquisas. Em geral, essas pesquisas se desenvolvem no Ensino
Superior e no Brasil ainda ndo encontramos estudos referentes, especificamente, ao processo de e
aprendizagem da nogdo de derivada de uma fung¢do na transicdao entre o Ensino Médio e Superior.

Na seqiiéncia quando nos referimos a derivada, trata-se da derivada de uma funcdo.

Além disso, observamos que os trabalhos de Rogalski (1995) e Thurston (1995) colocam em
evidéncia a importancia da no¢do de pontos de vista no trabalho do matematico. Observamos que
Rogalski apresenta uma definicdo de pontos de vista enquanto que Thurston, em seu trabalho,
identifica sete pontos de vista para a definicdo de derivada. Ambos sdo matematicos e escrevem
sobre sua propria relagdo com a Matematica, lembrando que Thurston foi Medalha Fields em
1982. Apesar do trabalho de Thurston ter sido publicado desde 1995, ndo encontramos no Brasil

pesquisas que consideram os pontos de vista por ele apresentados, apenas Dias (1998) o utiliza
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em sua pesquisa sobre pontos de vista cartesiano e paramétrico em Algebra Linear desenvolvida

na Franca.

Sendo assim, em func¢do de trabalhos anteriores que consideram a noc¢do de pontos de vista no
processo de ensino e aprendizagem de Matematica decidimos estudar, mais especificamente,
quais pontos de vista, daqueles identificados por Thurston, sdo privilegiados no Ensino Superior
brasileiro. Esse estudo é uma parte da pesquisa que estamos desenvolvendo sobre os pontos de

vista em jogo na transicao entre o Ensino Médio e Superior.

Para melhor compreender o que se espera do estudante do Ensino Superior quando se introduz a
nogao de derivada de uma fungdo escolhemos analisar quais as relagGes institucionais esperadas e
existentes para o ensino e aprendizagem dessa no¢do no Ensino Superior e quais as relagdes

pessoais desenvolvidas pelos estudantes.

Para operacionalizar nossas analises escolnemos como referéncias tedricas de apoio as
abordagens tedricas em termos de niveis de conhecimentos esperados dos estudantes de Robert
(1997), de quadro e mudanca de quadro de Douady (1984), e a teoria antropoldgica do didatico de
Bosch e Chevallard (1999), que além de definir relagdo institucional e pessoal, permite identificar
as diferentes representacdes em jogo por meio das nog¢des de ostensivo e ndo ostensivo, e as
necessidades de um discurso que auxiliem no planejamento, execucdo, controle e justificativa das
diferentes tarefas, isto é, as tecnologias das técnicas e as tecnologias das tecnologias que sdo por
eles denominadas teorias e que podem ser propostas nos Planos de Ensino dos cursos de nivel

superior, ou seja, as relagdes institucionais esperadas

Para identificar as relagGes institucionais existentes construimos uma grade de analise, que sera
apresentada seguida de um exemplo, que permite identificar os diferentes tipos de tarefas,
técnicas, tecnologias e teorias via livros didaticos mais utilizados no Ensino Superior. Verificamos,
ainda, se existe coeréncia entre as rela¢gBes institucionais existentes e as relacdes pessoais
desenvolvidas pelos estudantes analisando uma macro avaliagdo proposta para o primeiro e o

ultimo ano do Ensino Superior.

Apresentamos abaixo, uma breve exposicao dos referenciais tedricos escolhidos.
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Referencial tedrico da pesquisa

O referencial tedrico central para essa pesquisa sdo os pontos de vista identificados por Thurston,
apud Dias (1998) para a nogdo de derivada, cuja denominacgdo sugere a escolha para a definicao

dessa nogdo, como é possivel observar no texto abaixo:

Podemos pensar a derivada como: 1. Infinitesimal: a razdo da mudanga infinitesimal do
valor da fungdo pela mudancga infinitesimal da varidvel. 2. Simbdlico: a derivada de xn é

nxn-1, a derivada se senx é cosx, a derivada de f2og é f'ogxg’, etc. 3. Ldgica: f(x) = d se e

Ax]

somente se, para cada € existe um &6 tal que se 0 < < 6

S+ - f)
Ax

<&
. 4. Geométrico: a derivada é a inclinagGo da tangente ao

entdo
grdfico, se o grdfico tem uma tangente nesse ponto. 5. Taxa: a velocidade instantdnea de
f(t) se t é o tempo. 6. Aproximagdo: a derivada de uma fungbo é a melhor aproximagdo
linear dessa fun¢do proxima do ponto. 7. Microscdpica: a derivada de uma fungdo é o limite
do que se observa com um microscépio aumentando cada vez mais (Thurston, 1995, apud

Dias, 1998, p. 39).
Além disso, consideramos a definicdo dada por Rogalski (1995) para a no¢do de ponto de vista:

Dois pontos de vista diferentes sobre um objeto matemdtico sdo diferentes maneiras de
observd-los, de fazé-los funcionar, eventualmente de defini-los. Nesse sentido, observar um
objeto em diferentes quadros é considerar diferentes pontos de vista. Mas, podem-se

considerar vdrios pontos de vista em um mesmo quadro (Rogalski, 1995).

Consideramos, ainda, a abordagem tedrica sobre os trés niveis de conhecimento esperados dos

estudantes conforme definicdo de Robert (1997), a saber:

Niveis de conhecimento esperados dos estudantes: nivel técnico que estd relacionado
principalmente as ferramentas e definicées utilizadas em uma determinada tarefa.
Exemplo: Determinar a derivada da fungdo f(x) = x2; nivel mobilizavel que corresponde a um
inicio de justaposi¢@o de saberes de um certo dominio, podendo até corresponder a uma
organizagdo, nesse nivel o que se questiona é explicitamente pedido. Exemplo: Determinar a

derivada da fun¢do f(x) = x2 utilizando a definicdo; nivel disponivel que corresponde a saber
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responder corretamente o que é proposto sem indicagdes, esse nivel de conhecimento estd
associado a familiaridade, ao conhecimento de situacées de referéncia variadas, ao fato de
dispor de referéncias, de questionamentos, de uma organizagdo. Exemplo: A fungdo hordria
do movimento de uma particula é f(t) = e2t-1Int. Calcule a velocidade escalar no instante t =

10 (Robert, 1997, apud Nobre Barros e Dias, 2009, pp.4-5).

A definicdo de niveis de conhecimento de Robert (1997) conduz as nog¢des de quadro e mudanca

de quadros de Douady (1984), a saber:

[...] constituido de objetos de um ramo das matemdticas, das rela¢des entre os objetos, de
suas formulagées eventualmente diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos
e essas rela¢des. Essas imagens tém um papel essencial e funcionam como ferramentas dos
objetos do dominio. Dois quadros podem conter os mesmos objetos e diferir pelas imagens

mentais e problemdticas desenvolvidas (Douady, 1984, p.128).

A mudanca de quadros é uma transposicdo do trabalho do matemadtico para a didatica que

Douady (1992) considera como:

[...] um meio de obter formulacbes diferentes de um problema que sem ser,
necessariamente, equivalente, permitem um novo acesso as dificuldades encontradas para
fazer funcionar as ferramentas e técnicas que ndo se impunham na primeira formulagdo.
[...] Qualquer que sejam as tradu¢des de um quadro em outro, elas terminam sempre em
resultados desconhecidos, em novas técnicas, na criagdo de novos objetos matemdticos, em
suma, no enriquecimento do quadro original e dos quadros auxiliares de trabalhos (Douady,

1992, pp. 135-136).

Apds essa breve descricdo do referencial tedrico considerado na pesquisa, apresentamos a

metodologia escolhida para desenvolver a investigagao.

Metodologia da pesquisa
Para as analises propostas utilizamos a seguinte metodologia:

e Analise dos planos de ensino dos cursos de licenciatura de universidades brasileiras

publicas e privadas, para identificar as rela¢des institucionais esperadas.
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e Analise dos livros didaticos indicados na bibliografia basica dos planos analisados, para
identificar as possiveis relagBes institucionais existentes e verificar se essas sao

coerentes com as propostas de ensino.

e Analise de uma macro avaliacdo para o primeiro e o ultimo ano do Ensino Superior,
para verificar se existe a possibilidade de identificar as marcas das relagdes

institucionais sobre as relacGes pessoais desenvolvidas pelos estudantes.

Para efetuar as andlises propostas acima, construimos a seguinte grade de analise.

A grade de analise

A grade deve servir como um instrumento para analisar as relagdes institucionais existentes e as
marcas dessas relacdes sobre as relacdes pessoais desenvolvidas pelos estudantes para o objeto

de estudo da nossa pesquisa, isto é, a no¢ao de derivada.

Essa grade permite identificar as seguintes varidveis das tarefas usualmente encontradas para a

introducdo da derivada de uma funcao.
- Pontos de vista em jogo na tarefa;
- Ostensivos associados aos pontos de vista considerados;
- Quadro em que a tarefa é enunciada:
- Quadro para solugdo da tarefa;
- Niveis de conhecimento esperados dos estudantes.

TAREFA: Determinar o coeficiente de variacdo de uma funcdo, dada por seu grafico, em um

determinado ponto utilizando a nogao de derivada.
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EXEMPLO:

- O gréfico mostrado na figura fornece a relagdo entre o percentual do desemprego U e o correspondente
percentual da inflagdo I. Use o grafico para estimar a taxa na qual | muda com respeito a U, quando o nivel
de desemprego for 3%, e novamente quando ele for 10%.

SOLUCGAO:

Da figura, estimamos a inclinagdo da reta tangente no ponto (3, 15), correspondendo a U=3, em
aproximadamente igual a -14. Isto é, quando o desemprego é de 3%, a inflagdo | é decrescente a uma taxa
de 14 pontos percentuais para cada ponto de aumento no desemprego U.

No ponto (10, 0), a inclinagdo da reta tangente é cerca de -0,4, o que significa que, quando ha 10% de
desemprego, a inflagdo é decrescente a taxa de somente 0,4 pontos percentuais para cada ponto percentual
de aumento no desemprego.
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Figura 1. Inflagdo em funcdo do desemprego, (Eisner, 1974, p.173 apud Hoffmann, 1999, pp. 69-70)

e Pontos de vista em jogo na tarefa: Pontos de vista geométrico e aproximacgao;

e Ostensivos associados aos pontos de vista considerados: Ostensivo de representacdo

escrita simbdlica explicita e de representagdo grafica de uma fungao;

e Quadro em que a tarefa é enunciada: economia;
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e Quadro ou dominio para solugdo da tarefa: analise matematica, em particular estudo das

funcOes de uma varidvel real a valores reais;
¢ Niveis de conhecimento esperados dos estudantes:

- Mobilizdvel em relacdo a nogdo de derivada enquanto taxa de aproximacao, isto é,

o ponto de vista aproximacao;

- Disponivel em relagdo a articulagdo entre a nogao de porcentagem e a nogao de
derivada e suas propriedades, isto é, crescimento e decrescimento e sinal da

primeira derivada.

Resultados encontrados

A analise das relagOes institucionais esperadas mostra que ndo existe uma preocupagdo em
introduzir a nogdo de derivada no Ensino Superior utilizando os pontos de vista ja desenvolvidos
no Ensino Médio, mesmo se as propostas privilegiam as representacdes graficas que permitem
uma melhor visualizagdo do conceito antes de trabalhar os pontos de vista infinitesimal, simbdlico
e légico. O mesmo ocorre para as relagdes institucionais existentes em que observamos que se
privilegia a passagem da representacao simbdlica da fun¢ao para representagao grafica utilizando
a nogao de derivada e a determinagdo da fungdo dado seu grafico. Mas, pouca atengdo é dada a
passagem do grafico da derivada para o grafico da fungdo que termina sendo uma das questdes
pedidas na macro-avaliagio Exame Nacional de Desempenho de Estudantes (ENADE) para o

primeiro e o ultimo ano do Ensino Superior, como mostra o extrato abaixo.
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Considere f: R R uma fungdo derivavel até a ordem 2. pelo menos. alque fA-2)=0.fi-1)=-1. fio)= -2.

A1) =1efil)=2 O grifico da derivada de primeira ordem, f'. tem o aspecto apresentado abaixo
L7

]
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Com base nos valores dados para a fungiio f¢ no grafico de sua derivada /', faga o que se pede nos itens a seguur,
” om % os intervalos em que a fungdo f ¢ crescente ou descrescente, respectivamente

1
|
Saaped oo 4 y=fi2

a) Na reta abaixo, represente com setas

(valor: 1,0 pontos)
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b) Caleule; lim f(x) = lim f{x) - (valor: 1,0 ponto)
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¢) Quais sdo os pontos de maximo ¢ de minimo relativos (locais) de f7 (valor: 2,0 pontos)

d} Quais sdo os pontos de mflexdo de /7 (valor: 1.0 ponto)
e} No sistema de eixos coordenados abaixo. faga um eshago do grafico da fungdo £ (valor: 4,0 pontos)
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SESE—

b

figura 2 . ENADE (Brasil, 2005)

Consideragoes finais

Em geral, a nogcdo é introduzida apds o estudo das func¢des afim, quadrdtica, exponencial e
logaritmica e os pontos de vista taxa e geométrico sdo utilizados como meios para a interpretagdo
de graficos dessas fungdes. Esse trabalho ja tinha sido efetuado no Ensino Médio, mas ndo existe
nenhuma referéncia aos estudos realizados anteriormente, isto é, eles sao revisitados, mesmo que
implicitamente, e permitem que os estudantes enriquecam, diferenciem, elaborem e adquiram
mais estabilidade em termos dos significados dos pontos de vista considerados e sejam capazes de

compreender melhor os novos pontos de vista que devem ser introduzidos na seqiiéncia.
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Apesar de existir uma coeréncia entre as relagdes institucionais esperadas e existentes quando se
consideram os pontos de vista identificados por Thurston para a nog¢do de derivada e
considerando ainda que mesmo implicitamente sdo considerados conhecimentos prévios supostos
disponiveis, uma vez que se espera tenham sido desenvolvidos no Ensino Médio, ndo se observa o

mesmo resultado nas macro avaliagdes.

Isso mostra que é necessario um trabalho arduo para que os estudantes possam realmente dar
significado para os diferentes pontos de vista e aplicd-los de forma auténoma quando necessario,
ou seja, para que eles possam utilizar esses conhecimentos de forma disponivel como é o caso do
exemplo de tarefa encontrado na macro-avaliacdo que termina deixando muitos estudantes sem

condigdes de resolvé-lo.
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