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Resumen. E/ estudio de la matemdtica permite la modelizacion de situaciones que conducen a
la resolucion de problemas. Por esto, es primordial que los estudiantes analicen los cambios
que ocurren en diferentes fendmenos bioldgicos, econdmicos y sociales. Sin embargo, durante
la escuela media, no se favorece demasiado el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional, base para la comprension de los conceptos de la matemdtica de la variacion y el
cambio, es decir el cdlculo. Por este motivo, este trabajo, enmarcado en el proyecto de
investigacion “Pensamiento y lenguaje variacional: bases para la construccion de conceptos
del cdlculo diferencial”, tiene como objetivo el andlisis y valoracion de los resultados obtenidos
en una experiencia de aula centrada en el disefio, implementacion y correccion de una guia de
actividades que indaga las nociones que tienen los alumnos que ingresan al nivel universitario
con respecto a variables, cambios, funciones, imagen, grdficas, expresion analitica, valor
numérico y comportamiento de funciones.
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Introduccion

El estudio de la matematica permite la modelizacién de situaciones que conducen a la resolucién
de problemas en diferentes areas y disciplinas. Por esto, es primordial que los estudiantes analicen

los cambios que ocurren en distintos fendmenos bioldgicos, econémicos, sociales.

De acuerdo con el Dr. Cantoral, el pensamiento variacional es parte del pensamiento matematico
avanzado y comprende las relaciones entre la matematica de la variacién y el cambio por un ladoy
los procesos del pensamiento por el otro. Implica la integracidn de los dominios numéricos, desde
los naturales hasta los complejos, conceptos de variable, funcion, derivada e integral, asi mismo
sus representaciones simbodlicas, sus propiedades y el dominio de la modelacién elemental de los
fendmenos del cambio. Los rasgos caracteristicos del comportamiento variacional de las funciones
son: crecimiento, decrecimiento, puntos estacionarios; region donde la funcién es: positiva,
negativa o nula. Estos rasgos pueden ser expresados (o mediatizados) en forma verbal, numérica,
grafica, analitica, etc. y se constituyen en los medios que adoptamos para explorar concepciones
de los estudiantes sobre el comportamiento de funciones. (Dolores, Guerrero, Martinez y Medina,

2002, p. 73)
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Sabemos que los conceptos basicos sobre los cuales se construye la matematica de la variacion y

el cambio son el de variable y el de funcién.

Los datos y evidencias mostradas por los investigadores indican, que la construccién de la idea de
variable no es una tarea sencilla, pues surgen dificultades, confusiones y concepciones alternativas
gue interfieren en ese proceso. Ante estas dificultades, es conveniente que los estudiantes
comprendan este concepto, pues es pieza fundamental para la formacién de nuevos conceptos
como funcién, concepto importante en la matematica de la variacidn y el cambio. Presumimos que
si los estudiantes construyen y se forman en la mente la comprension de la nocién de variable,

seran mas asequibles los nuevos conceptos asociados a esta nocion. (Gomez, 2008, p. 10)

Siempre que dos magnitudes (variables) estdn relacionadas mediante una funcidn, se puede
estudiar el cambio de una de ellas con respecto a la otra. De ahi la importancia del estudio de las

funciones. En este sentido, Dolores (2004, p. 197) manifiesta:

... poder analizar el comportamiento de funciones es una de las habilidades basicas para el
desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional, que precisa — como sefialan Cantoral y Farfan
(2000) — de procesos temporalmente prolongados, a juzgar por los tiempos didacticos habituales.
Supone, por ejemplo, del dominio de la matematica basica y de los procesos del pensamiento
asociados, pero exige simultaneamente de diversas rupturas con los estilos del pensamiento

prevariacional, como el algebraico.

Un elemento fundamental para entender el proceso de variacion de las funciones es trabajar sus
aspectos cualitativos y cuantitativos. Las funciones se utilizan como modelos de situaciones del
mundo real, incluyendo aquellas que son resultado del avance tecnoldgico y que tienen enorme

aplicacién para la descripcion de fendémenos fisicos.

La forma en que usualmente se suele transmitir el concepto en la escuela deja de lado el proceso
de construccion del concepto de funcidn; las experiencias de aprendizaje en las aulas no favorecen
apreciar la naturaleza y funcionalidad del concepto para entender, modelar y explicar fendmenos
de caracter variacional, provocando dificultades de aprendizaje y concepciones erréneas en los

estudiantes. (Lopez y Sosa, 2008, p. 309)
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Valero (2003, p. 4) asegura:

Para acceder al pensamiento y lenguaje variacional, se precisa entre otras cosas, del manejo de un
universo de formas grdficas extenso y rico en significados por parte del que aprende pues el
conocimiento superficial no resulta suficiente para desarrollar las competencias esperadas en los

cursos de andlisis.

En nuestro pais, desde la escuela primaria los alumnos abordan situaciones donde intervienen la
variacion y el cambio. En general, el hilo conductor lo constituyen la lectura, elaboracidn, analisis
de tablas y graficas donde se registran y analizan procesos de variacidn. Sin embargo, durante la
escuela media no aparecen los procesos de cambio como eje tematico. Generalmente se trabaja el
tema funciones pero no desde un enfoque variacional. Se hace hincapié en la elaboracién de
tablas y el traslado de las mismas al registro grafico construidas a partir de un enunciado
relacionado con situaciones de la vida cotidiana. Se estudian las diferentes funciones (primer
grado, segundo grado, exponencial, entre otras) desde su definicidn y grafica. Lo enunciado
anteriormente justifica el hecho de que en nuestro trabajo cotidiano en el aula observemos el
problema del escaso y, en algunos casos hasta deficiente, desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional en ingresantes a la universidad. Numerosos trabajos en Matematica Educativa
realizados durante las ultimas décadas avalan nuestra afirmacién. Valero (2003) destaca que
Dolores, Solache y Diaz abordan el problema en estudiantes que terminan el bachillerato y en
ingresantes a la universidad, especialmente en lo relacionado con conceptos y procedimientos
relativos a las variables, funciones, derivadas y analisis del comportamiento variacional de

funciones.

En este contexto, resulta interesante buscar la manera de abordar mejor su estudio indagando
sobre las ideas y conocimientos formados y adquiridos en los niveles previos ya que, en muchos
casos, estan fuertemente arraigados y condicionan la adquisicién de nuevos conceptos. Este
trabajo se enmarca en el proyecto de investigacién “Pensamiento y lenguaje variacional: bases

I”

para la construccion de conceptos del cdlculo diferencial” y tiene como objetivo el andlisis y
valoracién de los resultados obtenidos en un trabajo de aula con alumnos ingresantes a la carrera
Ingenieria Agrondmica. La experiencia se centrd en el disefio, implementacion y correccién de una
guia de actividades que indaga las nociones que tienen los alumnos que ingresan al nivel

universitario con respecto a variable, variacién y cambio, relacion de una variable con otra,
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valoraciones cualitativas y cuantitativas, graficas, expresion analitica, valor numérico, signos de la

funcién, ceros, crecimiento y decrecimiento.

Desarrollo de la propuesta

La guia se propuso a todos los alumnos inscriptos en Matematica | que estaban presentes en una
clase habitual, en grupos de a dos integrantes (53 grupos) antes de comenzar a desarrollar el tema

“Funciones” del programa analitico.

Para la preparacién de las diferentes actividades que forman parte de la propuesta de clase se
tuvieron en cuenta contenidos ya trabajados por los alumnos dado que para cursar esta primer
asignatura deben tener aprobada el drea Matematica en el marco del Programa de Articulacién

Disciplinar exigido por la Universidad Nacional del Litoral.

En términos metodoldgicos el trabajo se desarrollé en tres momentos: el disefio y discusion de las
actividades a incluir (segun revisiéon bibliografica realizada y, desde la practica docente,
dificultades observadas en trabajos recogidos de afios anteriores), la resolucién de las actividades
y finalmente la utilizacién de las respuestas obtenidas (con sus logros, dificultades y errores) para
el desarrollo de los contenidos y la puesta en comun de conclusiones. Los alumnos se mostraron
muy dispuestos al trabajo. Posteriormente, desde el equipo docente, se analizaron y valoraron los
resultados obtenidos y se favorecid la toma de decisiones estratégicas en acciones futuras. Las
distintas actividades abarcan los conceptos de variable, funcidn, dominio, conjunto de imagenes,

intervalos de variacién, representacién grafica y comportamiento de una funcién.

Las situaciones se presentan en distintas representaciones: verbal, tabular, algebraica, grafica, y se

constituyen en los medios para indagar las concepciones de los alumnos.

Presentacidon de algunas actividades y analisis de los resultados mas importantes

A continuacidon enunciamos algunas actividades y los resultados que consideramos mas

significativos. (La guia completa puede solicitarse a los autores).

Actividad. Exprese en lenguaje matemadtico los intervalos de variacién presentes en cada situacién:
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Capitulo 1. Andlisis del discurso matemdtico escolar

a) Elarea “a” de un circulo aumenta de manera que siempre es mayor que 2 cm>.
b) Latemperatura “t” del cuerpo de un hombre sano varia desde 36,89C hasta 37,12C.

Para poder analizar fendmenos que cambian, es necesario en primer lugar trabajar

adecuadamente con magnitudes variables y ser capaces de representarlas matemdticamente.

En esta actividad, que requiere la conversion del lenguaje coloquial al numérico, se busca indagar
sobre el manejo de la notacién para intervalos de variacion. Algunos optaron por utilizar la
notacidn de intervalos y otros de desigualdades. En ambos casos observamos que el manejo de

simbologia es deficiente en muchos alumnos.

El 55% de los grupos resolvid correctamente el item a). Se observa que del 34% respondido mal, el

56% escribe mal la notaciédn como intervalo. El 11% no responde.

Con respecto al item b) el 66% respondid correctamente. Del 23% de respuestas incorrectas, el
50% escribe mal el sentido de la desigualdad y el 33% no incluye los extremos. Algunas respuestas

obtenidas fueron:
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Actividad. Una piedra es lanzada desde lo alto de un edificio de 30 metros de altura. Su posicién a

los t segundos de ser lanzada se describe con la funcidn de la grafica.

Sty
0 . , . . L,
a) ¢éQué es lo que cambia en la situacién planteada?

b) ¢Cual es el intervalo de tiempo en que la piedra permanece en el
aire?

¢) ¢Cudl es el intervalo de variacion de la altura de la piedra?

En esta actividad exploramos, a partir de informacion presentada graficamente, la identificacion

de las magnitudes que cambian y cémo cambian.

En el inciso a) se observan grandes dificultades para identificar que en la situacidon presentada
intervienen dos variables. En algunos casos, los alumnos no se limitan a responder lo solicitado

sino que intentan explicar la relacién entre las dos variables: “A medida que varia la altura varia el
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tiempo”, “Disminuye la altura y aumenta el tiempo”, “Cambia de posicion a medida que transcurre
el tiempo”. Aparecen algunas respuestas erréneas: “A mayor altura, su posicion a los t sequndos
serd mayor, es proporcional”, “lo que cambia es el tiempo, a mayor distancia mayor es el tiempo

transcurrido”.

a) Sodlo el 9% responde bien. Del 76% que responde mal, el 45% no considera la variable tiempo

y mas de la mitad de los grupos considera una sola variable.

En el segundo y tercer inciso se presentaron basicamente los mismos problemas que en la

actividad anterior.
b) El 25% responde correctamente mientras que el 73% no logra escribir el intervalo correcto.

c) Fueron escasas las respuestas correctas (4%) y el 85% resultd incorrecto. En el 73% de los
grupos, las respuestas equivocadas se deben a que escriben mal el orden de los extremos del

intervalo. En muchos casos consideran el intervalo abierto.

Actividad. Analice la funcién cuya grafica se muestra y

responda:

d) ¢Cuéles el intervalo de variacion de x?

e) ¢Cual es el intervalo de variacién de y?
f) éPara qué valoresdex,y>0?

g) ¢Paraqué valores de x, y < 0?

h) ¢Para qué valores de x, y=0?
i) ¢Para qué valores de x, y crece?
j) éPara qué valores de x, y decrece?

k) ¢Para qué valores de x, y no crece ni decrece?

En esta actividad se trabaja con el registro grafico y el simbélico. Los items a) y b) tuvieron el 51%y
el 49% de respuestas correctas respectivamente y los “no responde” alcanzaron el 2%. Las
mayores dificultades se relacionaron con no incluir los extremos en los intervalos de variacién. En
general, mas dificultades aparecieron en los incisos siguientes. Los porcentajes de respuestas

incorrectas fueron: c) 79%; d) 91%; e) 55%; f) 87%; g) 58% y h) 85% (el 44% no considera los
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extremos). El 4% no respondié lo solicitado en c), d) y e), el 6% en f), el 8% en g) y en h) alcanzo el

15%.

En los incisos c¢) y d) los alumnos identificaron en general los intervalos donde la funcion es
negativa o positiva, pero presentaron dificultades para su notacién, mostrando confusiones en la

identificacidn del tipo de intervalos (abiertos o semiabiertos).

Algunos escriben como puntos y otros expresan los intervalos que corresponden a la variable
dependiente. En cuanto a los incisos donde se solicita analizar los intervalos donde la funcidon
crece o decrece, las mayores dificultades no se encontraron en la obtencién de los intervalos, sino
en la escritura de los mismos. Tienen serios problemas para expresar intervalos discontinuos.
Presentamos algunas producciones obtenidas:
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Actividad. Al abrir una canilla de agua caliente, la temperatura T del agua depende de cudnto
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tiempo ha estado corriendo. La temperatura inicial esta cercana a la ambiente, debido al agua que
ha estado en los tubos. Cuando empieza a salir agua caliente, la temperatura aumenta con
rapidez. A partir de ahi, la temperatura se mantiene constante. Cuando la canilla se cierra, la
temperatura decrece hasta alcanzar la temperatura de la alimentacion del agua. Realice un

bosquejo aproximado de la temperatura T en funciéon del tiempo t.

Esta actividad pretende que los alumnos puedan interpretar un fendmeno de cambio presentado
en el registro verbal. Procuramos analizar por un lado, la identificacién y la correcta
representacion de las variables involucradas y por otro, cémo describen graficamente su
comportamiento variacional (la temperatura aumenta con rapidez, se mantiene constante,
disminuye). Si bien sélo el 8% no responde, el 62% lo hace mal. Muchas de las representaciones
fueron incompletas. No consideraron uno o mas de los intervalos de variacién. La mayoria de los
errores estuvieron relacionados con no establecer cual es la temperatura ambiente y comenzar la
grafica directamente a partir del origen. En algunos casos, las dificultades para representar los
cambios llevaron a los alumnos a representar graficas que no son funciones. A continuacion

presentamos algunas graficas realizadas por los distintos grupos:
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Conclusiones

Los resultados obtenidos nos hacen reflexionar y pensar por qué los conceptos matematicos
involucrados en el estudio de la matematica de la variacion y el cambio presentan tantas
dificultades. Los estudiantes no los comprenden y, como consecuencia de ello, en el aula surgen

interpretaciones que no se corresponden con el conocimiento matematico aceptado.

Pudimos confirmar en nuestra aula los resultados de numerosas investigaciones sobre el escaso e
inadecuado desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en alumnos ingresantes a la

universidad. Detectamos:
+ Claras dificultades en el manejo de diferentes notaciones.
« Confusidén entre las variables dependiente e independiente.
+ Errores en el manejo de la recta real y la determinacién de intervalos.
+ Dificultades relacionadas con el concepto de funcidon segun sus diferentes representaciones.
+ Inconvenientes con la interpretacién de los graficos.

- Dificultades en la identificacién y manejo de variables.
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Con esta forma de trabajo logramos motivar a los alumnos en la busqueda de sus propias
estrategias de solucidn para resolver las actividades, propiciamos el aprendizaje activo en el aula 'y
fuera de ella mediante la construcciéon y reflexiéon. El trabajo en grupo favorecié la discusién de
estrategias y soluciones, el uso de vocabulario especifico, la defensa de ideas y el debate. Es muy
importante brindarles un espacio que les permita argumentar sobre los conceptos expresando sus
propias ideas y darles la oportunidad para estar o no de acuerdo con sus pares y con el profesor.
Los resultados obtenidos nos permitieron tomar decisiones al momento de abordar el tema
Funciones y desarrollar actividades que favorezcan la construccién de la idea de variacion y
cambio. De esta manera llegaron mejor preparados para abordar los temas del cdlculo durante el

dictado de Matematica .

Realizar una mirada reflexiva y critica sobre nuestras acciones nos permite diseiar, implementar y

redisefiar estrategias para favorecer el aprendizaje de nuestros alumnos.
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