Aprender matematicas en un entorno de algebra
computacional: los obstaculos constituyen oportunidades'

Paul Drijvers

Resumen

Utilizar algebra computacional no es tan facil como puede parecer. Fre-
cuentemente, los estudiantes encuentran obstadculos mientras trabajan
en un entorno de dlgebra computacional. En este articulo se distinguen
los obstaculos globales y los locales, y se identifican los de ambas cate-
gorias. La teoria de la instrumentacién proporciona un marco para inter-
pretar el obstaculo como un desequilibrio entre los aspectos conceptual
y técnico de un esquema de instrumentacién. Se argumenta que explicitar
los obstaculos y tratar de superarlos, conduce al desarrollo conceptual.
En consecuencia, los obstaculos constituyen oportunidades de aprendi-
zaje.

Introduccion

Cuando me enfrenté por primera vez con el dlgebra computacional, a
finales de los 80, me fascin6 inmediatamente la potencia y velocidad del
sistema, que, en mi caso, fue Derive. Parte de la fascinacion era debida a
la sensacion de que hacer matematicas con tal sisterna parecia, por un
lado, muy simple, y, por otro, requeria pericia para usarlo eficientemente.
Hacer tangible la naturaleza de esta competencia es una tarea interesan-
te, pero dificil.

Por ejemplo, es f4cil desarrollar una expresion como (x + y)*+ 1 (ver
#1, fig.1). Sin embargo, contrariamente a lo que pudiera parecer, trans-
formar con Derive x3 + 3x%y + 3xy? + y® + 1 en (x + y)* + 1, noresulta tan
facil. La orden? factor, que funciona frecuentemente para “deshacer un
desarrollo”, conduce, en este caso, a un resultado diferente y mas com-

1 Este articulo apareci6 originalmente en inglés en Zentralblatt fir Didaktik der
Mathematik (ZDM) vol 34 (5) 2002. Ha sido traducido por Manuel Ferndndez
Reyes. El autor agradece al profesor Manuel Fernandez el trabajo realizado.

2 Nota del Editor. A lo largo de todo este articulo se traduce la palabra inglesa
comand por orden y no por comando. Sabemos que hoy esta generalizado la
traduccién comando pero, en esta revista, seguiremos luchando contra la mala
traduccién del inglés siempre que se nos presente la oportunidad.
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plejo (ver linea #3, fig. 1). Si no se sabe que la expresion x* + 3x%y +
3xy*+y® +1 es el desarrollo de (x+y)® + 1, se tiene que “ver” que x+y
podria ser un factor. La simetria de x e y en la expresion lo sugiere. En-
tonces, puede darse a x + y un nombre, por ejemplo, z, hacery = z-x
(linea #6), o bien, x = z-vy, y sustituir finalmente z = x+y (linea #8). Esto
es facil para un matematico, que tiene la pericia necesaria para advertir
la simetria de x e y en la expresién, pero {lo es para un estudiante, que
carece de pericia y experiencia en el entorno del dlgebra computacional?

El ejemplo visto nos lleva a la cuestién didactica de la que se ocupa este
trabajo: {qué obstaculos encuentran los alumnos, cuando trabajan en un
entorno de 4lgebra computacional, y cémo puede tratar estos obstaculos
el profesor?

£ DERIVE for Windows - [Algebra 1 zdm.mth]
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#1: EXPAND((x + y) + 1, Rational, x)
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T - ) + 1

Figura 1. Encontrar el factor x+ y con Derive.

{Por qué mantener un punto de vista “negativo” respecto a centrarnos en
los obstaculos? En los primeros tiempos de empleo de sisternas de com-
putacion algebraica (CAS)? en la ensefnianza y el aprendizaje de las mate-
maticas, los educadores eran muy optimistas en cuanto a los posibles
beneficios para el estudiante del empleo de herramientas de computa-
cion algebraica, pero las cuestiones referentes a las dificultades y obsta-

3 Nota del Traductor. Computer algebra systems (CAS): Programa de ordenador
o calculadora que manipula expresiones simbdlicas o ecuaciones, calcula o
aproxima valores de las funciones o de las soluciones de ecuaciones y elabora
gréficas de funciones y relaciones.
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culos fueron apenas tratadas (ver, p.e., los temas tratados en Heugl &
Kutzler, 1993). Pocos afnos después, Artigue (1997) argumento que es re-
levante hacer un andlisis de las limitaciones para comprender las poten-
cialidades de una herramienta tecnolégica:

“El trabajo analitico de identificacién de las limitaciones es esencial para com-
prender los funcionamientos posibles del saber permitido por una légica dada,
para analizar las diferencias necesariamente existentes con los funcionamientos
escolares usuales de este saber e identificar los conflictos y los problemas de
legitimidad institucional que pueden resultar de ello” (Artigue 1997, p. 139).

ZDM recoge lo que Guin y Trouche (2002) elaboraron sobre este tema,
distinguiendo diferentes tipos de limitaciones. Pienso que es importante
la relacién entre las potencialidades de los entornos de algebra
computacional y los obstaculos que pueden generar, ya que las dificulta-
des y los errores de los estudiantes pueden ser oportunidades para un
aprendizaje real y, también, pueden proporcionar datos perspicaces para
el profesor o el investigador.

El presente trabajo describe los obstaculos que encuentran los alumnos,
y establece una distincién entre obstaculos globales y locales. Se argu-
menta que estos obstaculos ofrecen oportunidades para el aprendizaje
de matematicas. Las experiencias en clase durante tres experimentos de
ensenanza conducen a una creciente lista de obstaculos.

En el apartado 2 se da una primera definicién de obstaculo, un inventario
de los obstaculos observados en el primer experimento, y se distinguen
las dos categorias aludidas: globales y locales. En el apartado 3 se utiliza
la teoria de la instrumentacién para mejorar la categoria de los obstacu-
los locales -los algebraicos—, lo que da lugar a revisar la definicion de
obstaculo, y a considerar obstaculos nuevos, que fueron identificados en
el segundo experimento. El apartado 4 trata la relacién entre la concep-
cién mental, la técnica del dlgebra computacional y la de 1apizy papel, lo
que lleva a un nuevo obstaculo global, observado durante el tercer expe-
rimento. El apartado 5 proporciona un ejemplo del comportamiento del
estudiante, también observado en el tercer experimento, en el que se
muestra la complejidad del frecuente entrelazamiento de los dos tipos
de obstaculos. Por tGltimo, en el apartado 6 se resumen las conclusiones
y se discuten algunas consecuencias relativas a la ensenanza.

4 N.T. En francés en el original.
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Obstaculos globales y locales

Mi primera experiencia minuciosa y sistematica con los obstaculos del
alumnado en un entorno de algebra computacional tuvo lugar en un
experimento de ensefianza en el nivel 11, el grado aleman SII. Los obsta-
culos se definieron como barreras debidas al CAS, que impiden realizar
el esquema de utilizacién que el alumno tiene en mente (Drijvers 2000).
Las observaciones llevan a la siguiente lista, no exhaustiva, de los obsta-
culos con que se encuentran los alumnos:

(1) La diferencia entre las representaciones algebraicas que proporciona
el CAS y las que los alumnos esperan y conciben como “sericillas”. Esto
se refiere a las dificultades para reconocer que, por ejemplo, — (x — 12),
dado por el CAS, equivale a la expresion 12 - x, que el alumno tenia en

[s . 1 . :
mente, o que 1 esigual a 5\/5 . Reconocer expresiones equivalentes es

un tema central en algebra, y sigue siéndolo cuando se trabaja en un
entorno de algebra computacional.

(2) La diferencia entre cdlculos numéricos y computos algebraicos y la
forma implicita con que el CAS trata esta diferencia. Para muchos alum-

nos, ,/2 no es una respuesta real: consideran que 1,41 es el resultado
final. Realmente no comprenden la diferencia de categoria de las dos
respuestas: en ,/p “hay todavia algo de algebra”, mientras que 1,41 es
estrictamente numérica. El CAS no es siempre claro en cuanto a esta
diferencia de categoria.

(3) La flexible concepcion de las variables y los pardmetros que requiere
eluso de un CAS. Parafraseando a Orwel, podria decirse que en un entor-
no de dlgebra computacional “todas las letras son iguales”. Sin embargo,
en un determinado contexto de problema, las variables tienen significa-
dos distintos y desempenan diferentes papeles, tales como el de incogni-
ta, pardmetro o cantidad que cambia. El significado y el papel de la letra
dependen “del color del cristal con que se miran”. Un trabajo eficiente
con un CAS requiere que se traten flexiblemente los papeles de las varia-
bles que intervienen, y la acotacién contextual de los significados que
podrian tener fuera del programa y la forma abstracta de tratarlos dentro
de éste.

(4) La tendencia a aceptar sélo las soluciones numéricas y no las
algebraicas. Alos alumnos no les suelen satisfacer las soluciones como
x =1/2 s - 1/2 v. Al final, quieren saber qué valor representa x. Esto se
denomina el “obstaculo de la respuesta esperada”.
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(5) Las limitaciones del CAS y la dificultad de proporcionar estrategias
algebraicas para ayudarle a superarlas. Algunas veces, como es el caso
del ejemplo de la introduccién, o no hay una orden directa para llevar a
cabo una tarea, o bien, el CAS es incapaz de realizarla sin ayuda del
usuario. Para obtener un resultado en tales casos, se necesitan la pericia
del usuario y las capacidades del CAS.

(6) La incapacidad para decidir cudndo y cérmo puede ser util el digebra
computacional. Los usuarios experimentados saben para qué puede usar-
se el CAS y como les permite trabajar en una determinada situacion de
problema. Los principiantes, por el contrario, no tienen este sentido de
lo que puede esperarse razonablemente de esta herramienta.

(7) El cardcter de caja negra del CAS. Usualmente, el CAS no daidea de la
forma en que obtiene sus resultados. Esto significa que, por lo general,
los estudiantes son incapaces de verificar el procedimiento. Para ellos, el
CAS tiene un caracter de caja negra. Y podrian sentirse incomodos estan-
do a merced de un ingenio dificilmente controlable.

Algunos de estos obstaculos pueden relacionarse con la teoria de la Edu-
cacién Matemndtica Realista. Segin ésta, es esencial, desde un principio,
un enfoque de abajo-arriba que cree oportunidades de reinvencion y
formalizacién progresiva. Desde esta perspectiva, el enfoque arriba-aba-
jo unido el caracter de caja negra de la herramienta CAS y combinado a
menudo con cierta idiosincrasia personal puede producir obstaculos en
el aprendizaje.

Respecto a la lista de identificacién de obstaculos, pueden hacerse dos
observaciones. En primer lugar, los obstaculos son de diferente naturale-
za. Los obstaculos 5, 6 y 7 tienen un caracter global; tratan del uso de la
maéaquina en general, y de la relacién entre el plan de resolucion del pro-
blema y su ejecucién en el entorno de dlgebra computacional. Los cua-
tro primeros obstaculos tienen un caracter mas local; se refieren a un
tema en particular -en este caso, algebra - y la forma en que lo trata el
CAS. El término “local” no significa que no sea importante: el tema de las
expresiones equivalentes en el primer obstaculo, por ejemplo, es esen-
cial para la comprension del dlgebra, y, en este sentido, es global dentro
del dominio de esta rama; sin embargo, no afecta a la estrategia global
del uso del 4lgebra computacional para resolver un problema matemati-
co. En lo que sigue se distingue entre obstaculos globales y obstaculos
locales “microdidacticos”.

En segundo lugar, tenemos la cuestién de si los obstaculos son produci-
dos realmente por CAS. Parece mas bien que hay que considerarlos como
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obstaculos cognitivos ya existentes, que, simplemente, llegan a ponerse
de manifiesto y a revelarse méas importantes al trabajar en un entorno de
algebra computacional.

Las observaciones sobre los obsticulos locales me motivaron para con-
centrar mi investigacién sobre el aprendizaje del algebra, en particular
en el concepto de pardmetro. Por ello, la mayoria de los ejemplos que
aparecen en este trabajo son algebraicos.

Los obstaculos locales y la Teoria de la Instrumentacién

Como se dijo en el apartado anterior, algunos de los obstaculos locales
pueden relacionarse con la teorfa de la Educacién Matematica Realista.
Otro marco teérico, provechoso para comprender las dificultades del uso
efectivo de la tecnologia, es el punto de vista de la Teoria de la Instru-
mentacion (Rabardel 1995; Artigue 1997; Lagrange 1999a, 1999b, 2000;
Trouche 2000). Para una explicacién de esta teorfa remito a Guiny Trouche
(2002). Para el propésito de este articulo, los puntos principales de la teo-
ria son la nocién de génesis instrumental y el concepto de esquema de
instrumentacion.

La génesis instrumental es, en resumen, el proceso que ha de seguir el
usuario mientras aprende a trabajar con la herramienta (tecnologica).
Para llegar a ser capaz de usarla de manera productiva, el aprendiz tiene
que desarrollar esquemas de instrumentacién. Estos esquemas, junto con
la herramienta fisica, el ‘artefacto’, conforman el instrumento. Frecuen-
temente, este proceso requiere tiempo y esfuerzo.

Dentro de un esquema de instrumentacién se entrelazan dos compo-
nentes, una técnica y otra mental. La parte técnica atafie a la secuencia
de acciones que se realizan en una maquina para alcanzar un determi-
nado objetivo. En el caso de los instrumentos tecnol6gicos matematicos,
la componente mental consiste en los objetos matematicos implicados,
y en una imagen mental del proceso de resolucién del problema y de las
acciones de la maquina. Estas concepciones matematicas son parte del
esquema de instrumentacién, y pueden incluso ampliarse mas durante
el desarrollo del esquema. Las destrezas técnicas y los algoritmos por un
lado, y las ideas conceptuales por otro, estan inextricablemente ligados
en el esquema de instrumentacién. El concepto de esquema de instru-
mentacion se encuentra elaborado con detalle en Guin y Trouche (2002).

Por tanto, la génesis instrumental es el proceso de construcciéon de es-
quemas, que consiste tanto en técnicas, como en concepciones que
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dan significado a las técnicas. En este sentido, la Teoria de la Instrumen-
tacién esta en linea con los puntos de vista generales sobre el papel que
desempenan los simbolos y la simbolizacién en la educaciéon matemati-
ca (Gravemeijer et al., 2000). El punto de partida aqui es que existe una
relacién dialéctica entre la simbolizacién y la construccién del significa-
do. Sin embargo, la elaboracién de la relacion entre la Teoria de la Instru-
mentacién y las teorias de la simbolizacién, va mas alla del alcance de
este articulo. ’

El valor de la Teoria de la Instrumentacién estriba en que proporciona un
modo especifico para contemplar la interaccion entre el estudiante y la
herramienta tecnolégica y, particularmente, muestra cémo los obstacu- *
los aparentemente técnicos pueden relacionarse con dificultades con-
ceptuales. Por consiguiente, prestar atencion a los obstaculos técnicos
afecta frecuentemente a los aspectos conceptuales y puede provocat,
por tanto, el desarrollo conceptual.

Concretemnos la teoria. El ejemplo de la introduccion se refiere a transfor-
mar x3 + 3x%y + 3xy* + y* + 1 en (x+y)® + 1. {Qué se necesita para ser
capaz de llevar a cabo con éxito la secuencia de acciones indicadas en
las lineas #6, #7 y #8 de la figura 1? Primero: el alumno tiene que obser-
var la expresion que ha de transformarse y tener la habilidad de darse
cuenta de que es simétrica en x e y, lo que constituye una destreza con-
ceptual. Segundo: deberia concluir que, en este caso, tiene sentido con-
siderar x+y como factor, lo cual es también una actividad mental. Enton-
ces, la cuestién es como ejecutar esto en el entorno de algebra
computacional. Se requiere no sélo el dominio de la sintaxis de sustitu-
cién, sino también la idea de que no se puede sustituir x+y, pero que la
sustitucién de y por z - x es una buena alternativa. Esto conduce a #6 y,
simplificando, a #7. Luego, se necesita, una vez mas, alguna actividad -
mental: si queremos tener una expresiéon en x e y, debe escribirse x+y
en lugar de z, lo que puede hacerse directamente esta vez. Si esta combi-
nacién de concepciones mentales y acciones técnicas, se realiza varias
veces en situaciones similares, puede convertirse en un esquema de ins-
trumentacion y llegar a formar parte del “repertorio” del estudiante.
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Figura 2. Sustitucién en Tl-Interactive

En situaciones semejantes, observé que habia alumnos tratando de sus-
tituir x+y por z. En Tlinteractive —un paquete de programas relativa-
mente nuevo que integra procesador de textos y CAS— esta sustitucién no
tiene efecto (ver figura 2), lo que puede desconcertar al usuario, Muestra
una falta de conocimiento de la sintaxis de sustitucién, pero también una
concepcion limitada del procedimiento de sustitucién. Hacery = z — x
constituye un paso en la direccién correcta y da por resultado z3+1. Una
segunda sustitucion de z por x+y no lleva al esperado (x+y)3+ 1 debido
a la simplificaciéon automatica del programa. Esto ilustra que la relacién
entre concepcién matematica y destrezas técnicas depende de la herra-
mienta: la simplificacién automatica de Tl-Interactive establece una dife-
rencia respecto a Derive. Si se usara Maple, la disponibilidad de las
subodrdenes de algebra afectaria a la instrumentacion.

En el segundo experimento de ensefianza, que tuvo lugar en el nivel 9, la
Teoria de la Instrumentacion se aplica a la sustitucién de expresiones y a
la resolucion de ecuaciones paramétricas (Drijvers y Van Herwaarden,
2000, 2001). Esto nos lleva a tres nuevos obstaculos locales algebraicos
que afnadir a nuestra creciente lista:

(8) La limitada concepcién de la sustitucién algebraica. Con frecuencia,
los alumnos creen que la sustitucién se limita a “reemplazar por valores
numéricos”. Esta concepcion tiene que extenderse a la sustitucion
algebraica de expresiones.
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(9) La limitada concepcién de la solucién algebraica. Consiste en creer
que resolver es sélo “calcular un valor numérico”. Esta idea ha de
ampliarse a soluciones algebraicas, incluyendo expresar una variable en
funcién de otras. ‘

(10) La concepcion de una expresién como un proceso. Los alumnos
consideran frecuentemente que una expresién es un medio conciso de
describir un proceso de célculo. Esta concepcién debe extenderse a con-
siderarla como un objeto, como algo que puede utilizarse, por ejemplo,
ser sustituido en una ecuacion.

El dltimo obstaculo es el mas relevante de los tres. En algebra, la duali-
dad proceso-objeto es muy importante. Varios autores (Sfard, 1991; Tall y
Thomas, 1991; Gray y Tall, 1994; Tall et al., 2000) argumentan que los ob-
jetos matematicos tienen tanto un aspecto procedimental como estruc-
tural. Tratar flexiblemente esta doble naturaleza constituye una impor-
tante destreza algebraica. Wenger (1987) y Arcavi (1994) sefialan que la
habilidad para ver parte de una férmula como una entidad que puede
utilizarse, transformarse o sustituirse, es un fuerte indicador del “sentido
simbdlico”. Este asunto guarda intima relacién con el obstaculo (1) en el
apartado 2 sobre féormulas equivalentes.

Ala luz de la Teoria de la Instrumentaéién, el obstaculo puede definirse
asi: Tiene lugar un obstaculo cuando las componentes técnica y concep-
tual de un esquema de instrumentacién no estan equilibradas, bien sea
porque la técnica no estd acompanada por el significado y la concepcién
apropiada, o porque faltan las habilidades técnicas que se requieren para
realizar una idea conceptual. Esta descripciéon es més simétrica que la
dada en el apartado 2, y no “echa la culpa” sélo al CAS de todos los pro-
blemas. Ademas, sugiere también que el desarrollo conceptual es parte
del proceso de instrumentacién en general, y del proceso de superacion
de obstaculos en particular. En este sentido, los obstaculos constituyen
oportunidades para aprender.

Los obstaculos globales y el triangulo pantalla-papel-mente

En el apartado anterior, se consideré crucial para una instrumentacién
apropiada la relacién entre las técnicas un entorno de algebra
computacional y las concepciones mentales de los alumnos. Los que
empiezan a trabajar en dlgebra computacional tienen, por lo general, una
larga experiencia con técnicas en otro medio: las de 14piz y papel. Este es
su principal marco de referencia y, consecuentemente, parece apropia-
do considerar la relacién entre las nuevas “técnicas de pantalla” y aque-
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llas viejas técnicas “de lapiz y papel” (Drijvers, 2002).

Como ya se ha indicado, y contrariamente a lo que se pudiera pensar, las
técnicas no desaparecen ni pierden relevancia en un entorno de algebra
computacional. Como Lagrange puntualiza:

“Encontramos un supuesto comun: CAS aligera el trabajo técnico al hacer mate-
maticas, y, entonces, los estudiantes se centran en la aplicaciéon o en la compren-
sion. [...] Nuestra encuesta realizada en aulas francesas no mostr6 ni un claro
alivio en los aspectos técnicos del trabajo, ni un aumento definido de la reflexion
conceptual de los alumnos. [...] Las dificultades técnicas en el uso de CAS susti-
tuyen a las que corrientemente encuentran los alumnos en los célculos con lapiz
y papel. La mayor facilidad de calculo no acrecenté autométicamente la reflexion
y comprension del alumnado.” (Lagrange, 1999b, p. 144)

Teéricamente, la concepcién mental, la técnica de lapiz y papel y la de
algebra computacional deberian ser los tres lados de un triangulo inte-
grado, apoyandose cada una en otra. Para las técnicas de lapiz y papel y
las técnicas de algebra computacional, se requieren dos condiciones: la
una debe ser congruente con la otra, y la de dlgebra computacional debe
resultar transparente al alumno.

Por congruencia entendemos que una técnica ejecutada en ambos
entornos puede reconocerse como tal, y se percibe como dos realizacio-
nes distintas de la misma técnica, en vez de dos técnicas diferentes, sin
relacién. Por ejemplo, la sintaxis y la notacién en el entorno del algebra
computacional deberia resultar “natural” desde la perspectiva de la de
papel y lapiz. No significa esto que se ignore la diferencia entre ambos
medios; por ejemplo, es importante que los alumnos sean conscientes
de la flexibilidad de la técnica de lapiz y papel y de la potencia del alge-
bra computacional.

Transparencia significa que el alumno es capaz de “ver a través” del modo
en que el entorno del algebra computacional encuentra y presenta sus
resultados, basandose en su experiencia con lapiz y papel. Esto resulta
dificil, ya que los algoritmos de dlgebra computacional generalmente son
maés complejos que las técnicas de lapiz y papel. Por ejemplo, la sustitu-
cion en un CAS es frecuentemente transparente, mientras que resolver o
simplificar no suele serlo. No obstante, las caracteristicas simples de las
herramientas del dlgebra computacional, tales como la presentacion de
resultados en una forma comprensiva y el proporcionar informacién ra-
zonable sobre errores eventuales, puede incrementar la transparencia.

Si se cumplen las condiciones de congruencia y transparencia, los alum-
nos pueden relacionar los diferentes tipos de técnicas; por ejemplo, trans-
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ferir la resolucién del problema con lapiz y papel al entorno del algebra
computacional, o usar notaciones de ésta en su trabajo con lapizy papel.
Las dos observaciones que siguen, relativas al tercer experimento, ilus-
tran la interferencia entre ambas técnicas:

Primera, Martin esta resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones

x-y=>540
x2+y% =39

En el entorno del dlgebra computacional, Martin prefiere despejar y en
cada una de las ecuaciones e igualar los segundos miembros, aunque es
més corto despejar y en s6lo una de las ecuaciones y sustituir el resulta-
do en la otra. Mi conjetura es que este comportamiento deriva del enfo-
que similar del problema con papel y lapiz con el que Martin esta familia-
rizado: su libro de texto presenta con frecuencia funcionesy graficas como
contextos para las ecuaciones, y, por lo general, la y aparece ya despeja-
da. Y, dicho sea de paso, muchos CASs pueden resolver directamente el
sistema dado.

Segunda: Dustin esté resolviendo un sistema de ecuaciones con lapiz y
papel. Esto ocurrié6 después de un experimento con la TI-89, y en este
momento no dispone de la calculadora. Como muestra la figura 3, Dustin
utiliza la barra vertical para indicar la sustitucién, lo que esté claramente
inspirado por la notacién de la TI-89. La notacién CAS le resulta tan natu-
ral, que la transfiere a su trabajo con papel y lapiz.

y=a-x
x24+y¥ = 10\\/—;9_.3«_

Figura 3. Transferencia de notacion.

En general, mis observaciones de clase sugieren que esta transferencia
tiene lugar para la técnica de la sustitucion, pero s6lo de forma limitada
en la resolucién de ecuaciones.

Si la transparencia y la congruencia son las condiciones para establecer
la conexién entre las técnicas del dlgebra computacional y las de papel y
14piz, {cudles son sus contrarias? Pienso que son la pseudo-transparencia
del &lgebra computacional, el fenémeno de la doble referencia y el ca-
racter, ya mencionado como obstaculo 7, de caja negra.
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Pseudo-transparencia (Artigue, 1997) significa que la técnica en el entor-
no del dlgebra computacional se aproxima a la del 14piz y papel, pero no
es exactamente la misma; tiene, a veces, diferencias bastante sutiles. Por
ejemplo, si se introduce (x + 5)/ 3, en muchos CASs es necesario utilizar
paréntesis, pero en la pantalla no aparecen. De hecho, la barra horizontal

x+5

3

para los paréntesis del numerador, pero los alumnos, frecuentemente,
no se dan cuenta de ello. De manera semejante, los paréntesis utilizados
para introducir la raiz cuadrada de una expresién, desaparecen inme-
diatamente después de efectuada la accién. Como consecuencia de esta
pseudo-transparencia, los estudiantes que estan trabajando en un entor-
no de 4lgebra computacional, muchas veces no “estan descubriendo ma-
ternaticas”, como es de esperar, pero quizas estan “descubriendo el pro-
grama” con todas sus peculiaridades. Esto es lo que significa la doble
referencia: referirse a las representaciones especificas del instrumento
de &lgebra computacional, en lugar de referirse a los conceptos mate-
maticos.

de fraccién en puede considerarse como una notacién especial

El caracter de caja negra de la mayoria de las herramientas de algebra
computacional (obstaculo 7) puede prevenir a los alumnos de ver la con-
gruencia entre el uso de la maquina y las técnicas de papel y l4piz. Esto
parece constituir un obstaculo para ellos, que pueden sentirse incémo-
dos cuando no son capaces de ejecutar algunas técnicas a mano, y “con-
fian en la tecnologia” sin tener medios de comprobacién. Atribuyo el he-
cho aparente de que los alumnos tengan dificultades con la transferen-
cia respecto de la resolucién de ecuaciones al caracter de caja negra
que posee la resolucién de ecuaciones en el entorno de algebra
computacional. ‘

Este apartado puede resumirse diciendo que la integracién de las con-
cepciones mentales, las técnicas de lapiz y papel y las de algebra
computacional es un elemento importante en el aprendizaje de mate-
maticas al utilizar dlgebra computacional. La observacién de las dificul-
tades para lograrla afiade un nuevo obstaculo global a nuestra lista:

(11) La dificil transferencia entre CAS vy la técnica de Idpiz y papel, debida
a la falta de congruencia entre las técnicas en los dos medios. Los facto-
res que intervienen son el caracter de caja negra y la no transparencia de
la herramienta del dlgebra computacional.

34 Aprender matematicas en un entorno de algebra computacional




Alternado obstaculos globales y locales: un ejemplo

Hasta ahora, se ha establecido la distincion entre obstaculos globales y
locales, se han identificado varios obstaculos y se ha relacionado la des-
cripcion de un obstaculo con la Teoria de la Instrumentacién. El presente
apartado contiene una larga observacion en clase de una alumna del
nivel 10, Marfa, que muestra cémo interfieren los obstaculos globales y
locales. Antes de la observacién, Maria y sus comparieros utilizaron cal-
culadoras graficas TI-89 durante tres semanas. Trabajaron sobre tareas
en las que se cambiaba el valor de un parametro mediante la “barra ver-
tical”. De esta forma estudiaron el efecto sobre una parabola y percibie-
ron el parametro como “una letra que determina la posicién de la para-
bola”. Maria trabajé con la tarea de la figura 4.

Abajo se muestra un haz de gréficas de la familiay = x2 + bx + 1.
Vamos a fijarnos en los vértices de la parabola.

A) Senala y une los vértices. ({Qué clase de curva te parece que se
obtiene? :

B) Expresa las coordenadas del vértice de un miembro de la fami-
lia respecto a b. Pista: el minimo esté situado entre las raices, silas
hubiese.

C) Halla la ecuacién de la curva que pasa por todos los vértices.

ik

2

W Nl

e
18 \

Figura 4: Haz de grdficas

‘ =
S

Maria cree que la cuestién A) le pide que reproduzca la figura con la TI-
89. Luego, introduce Y1 = x2 + a«x + 1 en la lista de funciones dela TI-
89. Entonces, ve que el pardmetro se denomina por b, trata de corregir
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esto pero no lo consigue, borra la funcién completa e introduce
Y1 =x"2 + b.x+ 1, |b = . A continuacién se pregunta cudles son los
valores de b. Elige -5, -4, -3, ... 4, 5. Ajusta las dimensiones de la ventana
usando equivocadamente la tecla menos; corrige y obtiene un bonito
diagrama (ver figura 5). Consiguié superar los pequefos obstaculos loca-
les, y esta orgullosa y es feliz.

Maria: iFunciona! iEsto es una revolucién en mi calculadora!

Fi-| Fz- F4 F5r Fa- F.'-' i
TaaTs|2anm Tl-'u-\:-t Fedrarh Hul:h I:ll-'uw Fen|:-

2/

MAlH KEAD ALTO FUHC

Figura 5. Haz de gréficas de Maria en una TI-89

En la cuestién B) se sugiere hallar primero las raices. Maria introduce
solve (x”2 + b.x + 1, x), lo cual da un mensaje de error pues falta
“=0". Otras herramientas de computacién algebraica no son tan estric-
tas en cuanto a la diferencia entre expresiones y ecuaciones, y habrian
aceptado esta entrada. Esto es un problema de instrumentacion con solve
(obstaculo 9). A Maria no le gusta el mensaje.

Maria: iEsta calculadora me odia!

Entonces, prueba con solve (x*2 + b:x + 1, x | . Parece considerar la
sustitucién (obstaculo 8). Cambia x por b: solve (x"2 + b:x + 1, b),
pero tampoco funciona. Un ejemplo del papel de la confusién (obstaculo
3). Vuelve entonces a su gréfica y la proyecta al resto de la clase. No
supera los obstaculos referentes a resolver y sustituir, y se termina la cla-
se.

En la clase siguiente, Maria introduce de nuevo la expresion que, aparen-
temente, se habia borrado. Y, esta vez, olvida el signo de multiplicar entre
byx;escribe Y1 =x”2 + bx + 1. No aparece ninguna gréfica, ni siquiera
después de anadir los valores del pardmetro. Cuando el observador indi-
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ca que falta el signo de multiplicar, Maria corrige y obtiene el mismo diagra-
ma que en la clase anterior.

Maria: Oh, tiene que ser el “por”; nunca hago nada del todo bien.

Una vez mas, intenta hallar las raices. Introduce solve (x”2 + b:x + 1 =
y, b) ya que ahora sabe que se trata de una ecuacién, no de una expre-
siéon, pero escribe y en lugar de 0, y resuelve respecto a b, no respecto a x.
La maquina responde: b = (-x"2 -y + 1) / x. Parece centrarse sobre b;
probablemente porque se menciona b en la tarea, y no distingue entre
los papeles que desempenan las diferentes letras (obstéculo 4).

Maria introduce ahora solve(b=(-x"2-y+ 1) / x) |b = 5). Probable-
mente desea obtener un valor numérico, en vez del general b (obstaculo
3). Pero, a causa de los errores en la orden de resolucion (obstaculo 9),
esto no funciona. En el siguiente intento, incluye la letra respecto a la que
hay que resolver la ecuacién: solve (b= (-x"2-y+1)/x, x |b = 5),
pero los paréntesis no estan bien colocados. Borra la barra y escribe 5 a
mano: solve (5 = (-x"2-y + 1) /x, x ). Esto proporciona una expre-
sién de x en funcién de y, que no parece servirle de ayuda.

Maria: No entiendo nada, soy muy tonta.

Vemos aqui el obstaculo global de la incapacidad de llevar a cabo la es-
trategia de resolucién del problema en un entorno tecnoldgico (obstacu-
lo 6). Uno puede preguntarse si Maria tiene en mente un estrategia clara
de resolucién.

Con ayuda del observador, Marfa se da cuenta de que, para hallar los
puntos de interseccién con el eje de abscisas, debe sustituir y por 0. Esto
da los valores de x correspondientes a las raices en funciéon de b (ver
figura 6). Un buen resultado, que se podia haber obtenido de una mane-
ra mas directa.

Fir] F2= [F3~| Fu=] FE [ FB~
Tools|ATAebra|Calcjither |FrAml0|Clean Ue

(2-0:4) )

= 5c-1ue[|:u=

FAIN EAD AUTO FUMC 1730

Figura 6: Las raices en funcién del parametro b
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Maria copia esta férmula en su cuaderno, pero tiene dificultades para
leer la solucion: el signo de la rafz cuadrada es demasiado largo en la
segunda solucién (ver figura 7).

Y Veen o - © R T = =]
iz ¥ '] T e i S RN SIS =
WPM:@, 20y = en 3
radden = - 3 bl

Figura 7: Copia de las soluciones en el cuaderno

Ahora que tiene la solucién general para las raices, parece que quiere
concretar los valores para b, antes de continuar.

Maria: Pero entonces tienes que sustituir un valor para b, {verdad?.
Luego.

Marfa: Pero, {de que sirve saber que el valor extremo cae en medio de
las raices, si no sabes calcularlo?

Se ve aqui la presencia del obstaculo 2 sobre la preferencia de los resul-
tados numeéricos, y del obstéculo 10 referente a la percepcion de las ex-
presiones como respuestas. Maria parece sufrir las consecuencias del
llamado obstaculo de la “falta de clausura”: a menos que tengas un valor
para los parametros, no puedes calcular algo, y no puedes continuar.

No obstante, Maria, con alguna ayuda del observador, acepta seguir con
las expresiones. Con algin esfuerzo, obtiene el promedio de las dos solu-
ciones generales de x, y llega a que la abscisa del vértice de la parabola
es —b/2,lo cual le satisface.

Maria: Bueno, al final lo hallé facilmente.

Para hallar la ordenada correspondiente al vértice da la parabola, sustitu-
ye x =-b/2 utilizando solve (y =-0:5 b2+ b+ -0+5+ 1,y),
enfrentandose a los obstaculos 8 y 9. Olvida los paréntesis que abrazan a
-b/2, conlo que sélo b queda elevado al cuadrado. Elresultadoy = 1 —b?
no es correcto. Ademas, usar solve para efectuar una sustitucion no es
una manera eficiente de trabajar. A propdsito, no parece preocuparle la
diferencia entre 1/2 y 0.5 (obstaculo 2).

En cuanto a la cuestién C), Maria anota en su cuaderno que los vértices
tienen por coordenadas (- 1/2b, 1 - b?), y concluye que la ecuacion de la
curva que pasa por los vértices es y = (1 — b?)-x — 1/2:-b. Pero, probable-
mente con la ayuda de un companero, corrige su error y acaba escribien-
do la férmula correcta:

y=1-x
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Revisando el comportamiento de Maria, como resolutor de problemas,
se pueden reconocer muchos de los obstaculos previamente identifica-
dos. La observaciéon muestra también cémo pueden alternar e interferir
las distintas clases de obstaculos.

Algunos de los obstaculos méas técnicos no malogran el proceso de reso-
lucién del problema. Por ejemplo, al final, Maria pasa por alto la diferen-
cia entre fracciones y decimales, pero esto no impide su progreso. Tam-
bién, corrigié facilmente el uso erréneo de la tecla menos mientras cam-
biaba las dimensiones de las ventanas. En otras ocasiones, por ejemplo,
al no poner el signo de la multiplicacién entre dos variables, los detalles
técnicos pueden consumir mucho tiempo, frustrar el proceso y llevar a
perder la pista de la estrategia de resolucién del problema, mientras se
trata de superarlos. Estos relativamente sencillos problemas sintacticos,
que pueden deberse a las caracteristicas de la herramienta de computa-
cién algebraica, tienen, sin duda, importantes influencias.

Se muestra también en el antedicho proceso una categoria mas seria de
obstaculos, cuando los problemas técnicos se relacionan con la concep-
cién de las mateméticas implicadas. Consideremos, a modo de ejemplo,
los problemas que tiene Maria con la resoluciéon de ecuaciones. Intenta
resolver expresiones en vez de ecuaciones, resuelve en funcién de una
variable equivocada u olvida indicar la variable, y parece confundir resol-
ver con sustituir. Los obstaculos que encuentra le impiden proseguir con
su planes originales y le llevan a un comportamiento erréneo. Conjeturo
que una concepcién mas madura de la resolucién, incluyendo “aislar”
una variable para expresarla en funcién de otras, podria haberle ayuda-
do. La concepcién de una féormula como un objeto es también un factor
a tener en cuenta.

Al comportamiento de Maria en la resolucién del problema parece faltar-
le una direccioén clara; da la impresién de que no tiene clara una estrate-
gia general. Puede deberse al contexto geométrico, al papel del parametro
en la dindmica de la gréfica, a que no tiene claro lo que significa la pre-
gunta, o bien, a que los obstaculos globales que encuentra invalidan su
plan global.

Como un nuevo elemento a tener en cuenta, la observacion indica que
no es evidente una interpretaciéon coherente del resultado suministrado
por el ordenador. La expresién de Maria de la falta de clausura, asi como
su error al copiar la férmula de solucién, sugieren que el significado de
los resultados proporcionados por la maquina no estan claros para ella.
Esto nos lleva a formular un dltimo obstéaculo:
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(12) La dificultad de interpretar el resultado suministrado por el CAS.

Los comentarios de Maria a lo que esta ocurriendo, sus sentimientos de
victoria cuando tiene éxito y su frustraciéon cuando las cosas no van bien,
indican que los obstaculos pueden crear emociones fuertes que impiden
avanzar. Esto constituye, por si s6lo, una razén para considerar seriamen-
te los obstaculos.

De este episodio pueden extraerse las siguientes conclusiones:

Primera, las observaciones muestran cémo los obstaculos locales llevan
a perder la pista de la estrategia global de resolucién del problema.

Segunda, conjuntamente se ponen de manifiesto muchos de los obsta-
culos previamente identificados.

Tercera, se observa la relacién entre las dificultades técnicas y las con-
ceptuales, tan enfatizada en la Teoria de la Instrumentacién.

Cuarta, se identifica una nuevo obstaculo, que concierne a la incapaci-
dad para comprender el resultado suministrado por un instrumento de
algebra computacional.

Conclusion: los obstaculos constituyen oportunidades

En este trabajo se identifican los obstaculos que encuentran los alumnos
al trabajar en un entorno de dlgebra computacional. A saber:

(1) La diferencia entre las representaciones algebraicas que proporcio-
na CAS vy las que los alumnos esperan y conciben como “sencillas”.

(2) La diferencia entre calculos numéricos y computos algebraicos y la
forma implicita con que CAS trata esta diferencia.

(3) Laflexible concepcién de las variables y los parametros que requie-
re el uso de un CAS.

(4) La tendencia a aceptar sélo las soluciones numéricas y no las
algebraicas.

(5) Las limitaciones del CAS y la dificultad de proporcionar estrategias
algebraicas para ayudar al CAS a superarlas.

(6) Laincapacidad para decidir cudndo y cémo puede ser ttil el dlgebra
computacional

(7) El caracter de caja negra del CAS.
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(8) La limitada concepcién de la sustitucion algebraica.
(9) Lalimitada concepcién de la solucién algebraica.
(10) La concepcién de una expresién como un proceso.

(11) La dificil transferencia entre CAS y la técnica de lapiz y papel, debi-
da a la falta de congruencia entre las técnicas en los dos medios.

(12) La dificultad de interpretar el resultado suministrado por el CAS.

Se distinguen dos clases de obstaculos: globales (5, 6, 7, 11, 12) y locales -

(1, 2, 3, 4, 8,9, 10). Para la tltima categoria, la Teoria de la Instrumenta-
cién hace hincapié en la relacién entre la técnica de la maquina y la
concepcion matematica. Ademas, la falta de congruencia entre la técni-
ca de la maquina y la de papel y lapiz puede también desempenar un
papel, asi como la falta de transparencia de la herramienta de computa-
cién algebraica.

Merece la pena considerar las limitaciones de este inventario.-Primera,
no pretende ser exhaustivo; los obstaculos identificados aparecen fuer-
temente en diferentes ocasiones. Segunda, los obstéculos locales depen-
den del sujeto, esto es, surgen de la perspectiva del papel del algebra
computacional en la educacién del algebra. Asi, para otro enfoque, la
lista de obstaculos locales podria ser diferente. Yo conjeturo, sin embar-
go, que el caracter dual de este tipo de obstaculos, que comparten la
interferencia de aspectos técnicos y conceptuales, excede la dependen-
cia del sujeto: si el tema no fuera algebra con pardmetros, los obstaculos
locales podrian tener un carécter dual similar. Esto apoyaria la Teoria de
la Instrumentacién de las herramientas tecnoldgicas.

Existen dos razones por las que los obstaculos observados deberian to-
marse en serio en las clases. La primera se sefal6 en el apartado ante-
rior: enfrentarse con obstdculos puede producir irritacién y frustraciéon
en el alumnado. Aunque convivir con la frustraciéon es parte de hacer
matematicas, en algunos casos puede ser contraproducente. En la ense-
nanza, ignorar los obstaculos puede amplificar este efecto.

Una segunda razén probablemente, més importante, para considerar los
obstaculos con seriedad, es que éstos ofrecen oportunidades para apren-
der. Segun la descripcién hecha en el apartado 3, los obstaculos integran
frecuentemente un aspecto técnico y otro conceptual. Por consiguiente,
trabajar para superar un obstaculo, con frecuencia significa también tra-
bajar para el desarrollo conceptual de las matematicas involucradas.
Muchos de los obstaculos parecen ser, al menos parcialmente, obstacu-
los cognitivos existentes que, simplemente, se ponen de manifiesto en el
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entorno del dlgebra computacional. En consecuencia, investigar cudl es
realmente el problema, descubrir qué “légica” esta detras de una deter-
minada sintaxis, descubrir el significado del resultado proporcionado, e
inventar una nueva estrategia mas viable en el entorno del algebra
computacional, proporcionan oportunidades para una mejor compren-
sion, un mejor desarrollo conceptual y una buena disposicién hacia las
matematicas. En este sentido, los obstaculos constituyen oportunidades
para aprender, que pueden explotarse tanto en interaccién con los estu-
diantes individualmente como en las discusiones con el conjunto de la
clase.

Como una consecuencia para la ensefanza, recomiendo una estrategia
pedagdgica consistente en tratar seriamente los obstaculos, prestarles
atenciény aprovechar las oportunidades que ofrecen. Como Simon (1995),
en un sentido mas general que el trabajar con el dlgebra computacional,
establecio :

“Las dificultades conceptuales que yo he observado en los estudiantes no deben
evitarse; por el contrario, proporcionan retos particulares que, si son manejados
con éxito por los alumnos, dan como resultado un crecimiento conceptual” (Simor
1995, p. 139)

En lugar de tratar de ignorar los obstaculos encontrados, sugiero hacerlos
objeto de una discusion de aula en la que se desarrolle el significado de
las técnicas y de las concepciones. Las ideas matematicas que estan detras
de los obstaculos deberian considerarse explicitamente, y se deberia uti-
lizar el entorno de algebra computacional como un objeto de estudio
inspirador, no como un “oraculo”. Creo que tal enfoque convierte los
obstéculos relativos al uso del algebra computacional, en oportunidades
de aprendizaje, y enriquece el discurso matematico en las aulas.
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