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Resumen

En este trabajo se plantea la necesidad de dar a conocer, en los tltimos
cursos de secundaria, contenidos sobre algunos problemas de tipo
combinatorio, los modelos matematicos correspondientes y, en su caso,
algiin método de resolucién facil de aplicar. La ilustracién elegida para
cumplir con este propdsito es la de los problemas de planificacién de
proyectos, muy importantes en aplicaciones econémicas, de organiza-
cién y gestion, de las ingenierias, etc., y, por tanto, de mucho interés para
motivar su estudio y resolucién.

1. Introduccion

Ayudar a tomar decisiones de forma cientifica, a partir del uso de mode-
los matemaéticos, es la caracteristica esencial de la Investigacion
Operativa. El proceso que conlleva el desarrollo de esta ciencia conecta
las Matemaéticas con el andlisis y resolucién de una gama amplia de pro-
blemas del mundo real. Términos como programacién, optimizacion,
planificacién,... son habituales en Investigacién Operativa, asumiendo el
protagonismo que impone el manejo de los problemas reales que se
intentan resolver bajo la forma de los correspondientes modelos mate-
maticos.

Un grupo importante de problemas propios de la Investigacién Operativa
presentan la particularidad de una gran sencillez de planteamiento y una
relativa facilidad para ser formalizados matematicamente. En estos ca-
sos suele ser habitual que aparezcan problemas de optimizacién cuya
resolucién, en ocasiones, pueda acometerse utilizando algoritmos efi-
cientes y no muy dificiles de aplicar. Su estudio permite ahondar en la
idea de conexién entre las Matematicas y la realidad, poniendo en evi-
dencia su validez para entender, analizar y resolver eficazmente proble-
mas importantes del mundo real.

El término planificaciéon esta presente en multitud de actividades econé-
micas, organizativas, politicas, etc. Los gobiernos planifican las actua-
ciones econémicas, los repartos presupuestarios, las politicas de em-

Ndmeros.
VYolumen 51, septiembre de 2002, paginas 39-49 3




pleo, educativas,...; las empresas planifican sus politicas de inversiones, la
contratacién de sus empleados, la ejecucion de proyectos, etc.

Desde los anteriores planteamientos es facil inferir que la Investigaciéon
Operativa contiene una parte dedicada al estudio de los problemas de
planificacién. Asi, el titulo Planificacién se entiende que se conforma a
partir de un conjunto de problemas, modelos y técnicas de resolucién
de los problemas de optimizaciéon que le son inherentes, como un area
de trabajo de importancia creciente dentro de la Investigaciéon Operativa.

Se puede considerar que entre los casos mas sencillos de problemas de
planificacién estan los referidos a la ejecuciéon de un proyecto con un
determinado nimero de trabajos o tareas en un orden preestablecido.
Conocidos los tiempos necesarios para realizar cada trabajo, interesa
determinar el tiempo minimo en el que se ejecutara el proyecto. A este
tipo de problemas, denominados de camino crifico, dedicaremos este
trabajo. Ilustraremos su planteamiento y resolucién, haciendo énfasis
en su caracter de problemas combinatorios de solucién relativamente
sencilla y conectados con situaciones reales desde las que es facil moti-
var el uso de las Matemaéticas.

Estamos convencidos de la necesidad de introducir el manejo de grafos
y redes en los ultimos cursos de la ensefianza secundaria. La utilidad del
trabajo con los correspondientes problemas de naturaleza combinatoria
se ve reforzada y favorecida, en un nimero importante de casos, por la
sencillez de motivacion, la poca dificultad de formalizacién en lenguaje
matematico y la relativa facilidad de resolucién. Ademas, evidencian la
necesidad de revisién de las técnicas para calcular y contar con el fin de
adaptarlas, en los casos que correspondan, al uso imprescindible de las
herramientas computacionales adecuadas.

2. Problemas de camino critico

La ejecucién de un determinado proyecto implica la realizacién de once
tareas o trabajos (A, B, C, D, E, F, G, H, I, J y K) segtn la duracién y prece-
dencias especificadas en la siguiente tabla:

40 Modelos matematicos en la planificacion de proyectos




TRABAJO PRECEDENCIA DURACION (DiAS)

- 10
' 8
9

Pr g,
@]
-~

A= T OmMMmoOw»
ES

OO mMUOW
©

Se quiere determinar el tiempo minimo en que se puede ejecutar el pro-
yecto.

3. Red del proyecto

El proyecto anterior se puede formalizar sobre una red dirigida y sin ci-
clos, en la que los vértices representan estados de desarrollo del proyec-
to (conocidos como eventos o sucesos) que, una vez alcanzados, nos
permiten comenzar una o varias tareas. Los arcos conectan eventos y se
corresponden con las diferentes actividades, tareas o trabajos. La co-
rrespondiente red aciclica dirigida para el proyecto del ejemplo anterior
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Se observa en la gréfica anterior que se han considerado siete eventos,
sucesos o estados de desarrollo del proyecto que son los vértices de la
red. Asi, por ejemplo, el vértice 1 representa el estado inicial en el que
todavia no se ha comenzado a realizar ninguna de las actividades del
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proyecto, y el vértice 7 representa el estado final en el que se han comple-
tado todas las actividades. Como hemos indicado previamente, cada arco
se identifica con un trabajo o actividad y aparece acompanado de la dura-
cién correspondiente.

El ejemplo introducido es bésico y tipico para plantear un problema de
camino critico y es un sencillo caso de problema de planificacién de ta-
reas. Cuando, como en el caso que nos ocupa, el conjunto de solucio-
nes posibles es discreto, las técnicas de Planificacién desarrolladas para
resolver estos problemas son, obviamente, técnicas de Optimizacion
Combinatoria.

En la resolucién del ejemplo anterior usaremos técnicas consideradas
clasicas, conocidas por sus denominaciones anglosajonas como CPM
(Critical Path Method) y PERT (Program Evaluation and Review
Technique). Estas dos técnicas, aunque con muchos aspectos en co-
mun, fueron desarrolladas independientemente. En el primer caso, su
desarrollo tuvo lugar en una empresa privada. Por su parte, la implanta-
ci6n del método PERT se inici6 a finales de la década de los cincuenta
para coordinar y controlar las numerosas actividades necesarias en el
desarrollo de un proyecto de construccién de misiles balisticos por par-
te de la Armada de los Estados Unidos de Norteamérica. En la actuali-
dad, la diferencia sustancial entre las dos técnicas anteriores consiste en
la manera diferente en que cada una de ellas asigna los tiempos de dura-
cién de las actividades. Mientras que el método PERT permite la incor-
poracioén de incertidumbre a los tiempos de duracién de los trabajos, el
método CPM necesita conocer con precisién dichos tiempos (podria tra-
bajar también con una estimacién Ginica del tiempo de duracién de cada
trabajo). En lo sucesivo nos centraremos en la aplicacién de la técnica
CPM (Método de Camino Critico).

4. Método de camino critico

Utiliza la estructura de la red del proyecto para asignar tiempos maxi-
mos y minimos para la ocurrencia de los distintos eventos; es decir, los
tiempos minimos en los que se pueden alcanzar los diferentes estados
de desarrollo del proyecto y los tiempos méaximos en que dichos esta-
dos deben alcanzarse para que el proyecto en su conjunto no se retrase.
El tiempo minimo asociado a un evento no puede ser menor que el ne-
cesario para que se ejecuten todos los trabajos anteriores a dicho even-
to. Por su parte, una vez fijado el tiempo méaximo correspondiente al even-
to ltimo (igual al tiempo minimo de dicho evento), el tiempo maximo
de cada uno de los restantes eventos debe calcularse como el tiempo
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maximo que permite la ejecucion de todos los trabajos posteriores dentro
de la estructura jerarquica de la red del proyecto. Aguellos eventos en los
que coincide el tiempo minimo y mdximo son criticos. Algunos de los traba-
jos que conectan eventos criticos son también trabajos o actividades criti-
cas. El adjetivo “critico” habra de entenderse en el sentido de que cual-
quier retraso en la correspondiente ejecucién implica un retraso en la
duracién del proyecto. Los tiempos minimo y méximo del dltimo evento
son coincidentes y establecen la duracién minima del proyecto. Los traba-
Jjos criticos describen un camino dirigido que conecta los vértices primero y
tltimo denominado camino critico que, en términos de las duraciones de
los trabajos, tiene longitud total mdxima. La longitud del camino critico
coincide con la duracién minima del proyecto y garantiza la ejecucién de
todas sus actividades.

5. Aplicacion al anterior ejemplo

Para calcular el tiempo minimo asociado a cada evento, se fija este tiempo
en cero para el evento 1 y se asciende sobre la red del proyecto para calcu-
lar los correspondientes tiempos minimos para el resto de eventos. Nota-
remos por U, = 0 al tiempo minimo en el que puede darse el evento 1. Si
ascendemos sobre la red, nos damos cuenta de que el evento 2 no puede
ocurrir antes de que trascurran 10 dias (duracién del trabajo A) ni antes de
que pasen 9 dias (duracién del trabajo C) después del tiempo minimo
asociado al evento 3. Como este tltimo tiempo no lo conocemos, debe-
mos hallarlo previamente. Asi, U, = 8 es la duracion del trabajo B. Enton-
ces, para calcular U,deberemos tener en cuenta lo anteriormente argu-
mentado para concretar que

U,= méx {10,8 + 9} = 17 Siguiendo con esta forma de actuar,

U=17+7=24, U,=8+13 =21
y U,=max {24+ 6,17 + 7,21 + 10 } = 31
Por dltimo, U, = méx {24 + 9, 31 + 11, 21 + 13} = 42

En resumen, para calcular el tiempo minimo asociado a un evento i de-
bemos tener presente los valores de los tiempos minimos (U) corres-
pondientes a los eventos inmediatamente anteriores (predecesores) y la
duracién de los trabajos ([u) que conectan estos eventos con el evento .
Con esto:

J predecesor dei

\
—-t#——-b@ U,= mix {Uj+tjl.}
/'
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Para calcular los tiempos méximos de los eventos (V,), comenzamos fijan-
do V, = U, = 42. Los restantes tiempos maximos los determinamos utili-
zando una buisqueda “hacia detras” sobre la red del proyecto, garantizan-
do la ejecucion de los trabajos posteriores. De esta manera:

o V, =42-11=31 (el tiempo méximo asociado al evento 5 debe garan-
tizar la ejecucién del trabajo J).

e V,=min {V,-6,V, -9} = min {25, 33} = 25 (el tiempo méximo
correspondiente al evento 4 debe garantizar la ejecucion de los traba-
joslyG.

e V,=min{42-13,31-10} =21 (el tiempo maximo asociado a 6 debe
permitir la ejecucién posterior de los trabajos Hy K).

e V,=min{31-7,25-7} = 18 (el tiempo maximo del evento 2 permitira
la ejecucion de los trabajos Dy E).

e V,=min{18-9,21-13} =8 (el tiempo maximo asociado al evento 3
permitird la ejecucién de los trabajos C y F).

e V, =min{18-10,8-8} =0 (el tiempo méximo asociado al evento 1
permitira la ejecucién de los trabajos Ay B).

Por tanto, para calcular el tiempo méximo asociado a un evento i debe-
mos tener presente los valores de los tiempos maximos (Vj) correspon-
dientes a los eventos inmediatamente posteriores (sucesores) y la dura-
cién de los trabajos (tij) que conectan el evento i con aquellos. Es decir:

®_L’ Vi= min {V;—1;}
\ J sucesor dei

Gréaficamente, si a cada evento le asociamos su tiempo minimo y su tiempo

maximo, se tiene:
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5.1 Eventos y caminos criticos

Por lo razonado con anterioridad, es admisible el calificativo de critico a
todo evento en el que coincidan el tiempo minimo y el tiempo méaximo
asociados. En el ejemplo anterior son criticos los eventos 1, 3,6, 5y 7y el
camino critico (en este caso tnico) esta determinado por los trabajos B,
F,Hyl.

EVENTO . \'A HOLGURA
1 0 0 0 Critico
2 17 18 1 No critico
3 8 8 0 Critico
4 24 25 1 No critico
5 31 31 0 Critico
6 21 21 0 Critico
7 42 42 0 Critico
(24, 25)
17, 1%1%/7@
0,0) 4 Gl6
10
@ 6131 #@(42 42)
F H 1 0
(8 ik

(21 21)

Las diferencias entre los tiempos maximos y minimos correspondientes
a los diferentes eventos, definen unas holguras que posibilitan ciertos
retrasos en la ejecucion de los trabajos anteriores o ciertos adelantos en
los trabajos posteriores, sin que afecte a la duracién total del proyecto.
Podriamos, por tanto, también hablar de tiempos minimos y maximos
asociados al comienzo y terminacién de cada trabajo. Es claro que lo
mas pronto que puede comenzar la ejecucién de un trabajo (tiempo
minimo de comienzo), es cuando ha transcurrido el tiempo minimo aso-
ciado al evento del que parte el trabajo sobre la red del proyecto. Tam-
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bién, es evidente que lo mas tarde que puede acabar la ejecucién de un
trabajo (tiempo méximo de terminacién) debe coincidir con el tiempo
méaximo asociado al evento al que llega dicho trabajo sobre la red del
proyecto. Por su parte, lo més tarde que puede comenzar la ejecucién
de un trabajo (tiempo maximo de comienzo) debe coincidir con la dife-
rencia entre el tiempo maximo asociado al evento al que llega sobre la
red del proyecto, menos la duracién de dicho trabajo. Por tltimo, lo méas
pronto que puede concluir la ejecucién de un trabajo (tiempo minimo
de terminacién) coincidira con la suma del tiempo minimo asociado al
evento del que parte sobre la red del proyecto (lo mas pronto que puede
comenzar a realizarse el trabajo), mas la propia duracién de dicho traba-
jo. La siguiente gréfica ilustra estos comentarios:
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Para un trabajo que conecta los eventos i yj y tiene duracién igual a t;, se
tiene que el tiernpo minimo de comienzo es igual a U, el tiempo mdxi-
mo de comienzo es V].— L, el tiempo minimno de terminacion es U, + ty
el tiempo mdximo de terminacion es V, . Las holguras entre los tiempos
mdximos y minimos de comienzo y terminacién (mayores o iguales a
cero) serdn iguales e indicardn cudndo los trabajos son o no criticos.

Fara el ejemplo que hemos utilizado anteriormente, los correspondien-
tes cdlculos aparecen en la siguiente tabla (tabla del proyecto):
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Tra- | Prece- Dclilg:' T° min | T® max | T® min | T°® max Holgura

bajo| dencia (dias) C. C. T T
A - 10 0 8 10 18 8 NC
B - 8 0 0 8 8 0 C
C B 9 8 9 17 18 1 NC
D AC 7 17 18 24 25 1 NC
E AC 7 17 24 24 31 7 NC
F B 13 8 8 21 21 0 C
G D 6 24 25 30 31 1 NC
H F 10 21 21 31 31 0 C
| D 9 24 33 33 42 9 NC
J E, G H 11 31 31 42 42 0 C
K F 13 21 29 34 42 8 NC

De la tabla anterior se deduce claramente que los trabajos A, C, D, E, G, [, y
K no son criticos, estableciendo la correspondiente holgura en el margen
disponible para su ejecucion sin que se retrase el proyecto global. A titulo
de ejemplo, se observa que el frabajo A puede empezar a ejecutarse hasta
8 dias después de iniciarse el proyecto.

6. Comentarios sobre la eficiencia del método

El método que hemos aplicado para el calculo de la duracién 6ptima de
un proyecto y de los tiempos minimos y méximos de comienzo y finali-
zacién de cada uno de los trabajos o actividades que lo componen, es
eficiente desde el punto de vista computacional. Se observa que se hace
necesario calcular los tiempos minimos y méaximos de cada uno de los
eventos que intervienen en el proyecto, es decir, de cada uno de los vér-
tices de la red del proyecto. El tiempo minimo (respectivamente el tiem-
po méximo) de cada uno de esos vértices es el maximo entre tantas
cantidades como predecesores tiene el vértice (respectivamente el mi-
nimo entre tantas cantidades como sucesores tiene el vértice); y dichos
maximos y minimos pueden calcularse rapidamente (lo que en térmi-
nos mas técnicos de complejidad computacional se denomina “tiempo
polinomial”), tanto si se hallan directamente, como si se usa para ello la
denominada matriz de Zaderenko, la cual facilita su calculo de una ma-
nera mas estructurada mediante la escritura de las duraciones de los
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trabajos en una matriz y de los tiempos minimos y maximos de los eventos
en una columna y una fila adicionales. Esta facilidad de célculo de los
tiemnpos minimos y maximos garantiza la eficiencia del método. Ade-
mas, dicha eficiencia se ve mejorada si los vértices de la red del proyecto
son numerados de forma que si i — j es un arco de dicha red, seai <.
Por otra parte, esta numeracién es siempre posible pues la red del pro-
yecto es aciclica. Por tanto, podemos afirmar que el método es eficiente
y nos permite calcular ripidamente la duracién 6ptima de un proyecto y
los tiempos minimos y maximos de comienzo y finalizacién de todas y
cada una de las actividades o trabajos que lo componen.

7. Problemas relacionados

Existen una serie de extensiones y problemas relacionados con los ante-
riormente tratados que resumimos parcialmente en los comentarios si-
guientes.

En el tipo de problemas introducidos previamente se han considerado
tiempos de proceso de los trabajos o actividades a realizar que, o bien
son conocidos, o bien son estimados. En cualquier caso, tenemos la
posibilidad de trabajar con datos concretos, es decir, estamos en un con-
texto de certidumbre. En otras ocasiones nos podriamos encontrar con
problemas en los que no se sabe nada acerca del valor que van a tomar
los tiempos de proceso, es decir, estariamos en la situacion de total in-
certidumbre. Sin embargo, podriamos encontrarnos en un contexto de
riesgo en el que no se conoce con exactitud los valores que van a tomar
los tiempos de proceso de los trabajos, pero se tiene informacién de la
experiencia previa en trabajos iguales o parecidos, los cuales nos permi-
ten afirmar con qué probabilidad el tiempo de proceso de una actividad
concreta va a tomar un valor determinado. Nos encontramos entonces
con variables aleatorias y aparece el denominado método PERT en con-
texto aleatorio y, mas en general, los problemas de Planificacién
Estocastica.

En los problemas que hemos tratado en este trabajo no se establece nin-
guna limitacién de ningtn recurso, en el sentido de que, si decidimos
planificar dos, tres o mas actividades en un mismo dia, ello es siempre
posible con los recursos disponibles. A veces esto no es posible. Piénsese,
por ejemplo, en un puerto con una Unica gria para descargar los conte-
nedores de los barcos. Aunque quepan dos, tres o mas barcos a la vez
en el puerto no podran descargarse simultdneamente pues solo se dis-
pone de una gria. Aqui seria necesario emplear el denominado método
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PERT con recursos limitados y, mas en general, las técnicas de Planifica-
cién con Recursos Limitados.

Debemos sefalar también que en el problema tratado hemos admitido
que si un dia necesitamos 10 operarios para ejecutar las actividades del
proyecto, al dia siguiente podriamos necesitar 33, al tercer dia 14, al cuarto
38, etc. Sin embargo, esta variabilidad origina problemas adicionales, sien- .
do més recomendable que el nimero de operarios se mantenga mas
constante y homogéneo durante todos los dias de ejecucién del proyec-
to sin que por ello aumente mucho su duracién. En este caso, se utiliza
la denominada Nivelacién de Recursos del Método PERT.
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