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1. Introduccion

Desde los tiempos mas antiguos los niimeros han cautivado al ser humano, no solo
por su aplicacion inmediata a la vida cotidiana sino por la riqueza tedrica y “sim-
ple” que se encuentra dentro de ellos. Existe una gran cantidad de ntimeros con
propiedades especiales, entre ellos se pueden citar los niimeros primos, nimeros
perfectos, nimeros amigos, sociables, etc. Como puede verse la lista es bastante
larga y lo mas interesante es que cada clase de estas ha conducido a importantes
e interesantes estudios tedricos. Los nimeros de Fibonacci son algunos de los que
mas frutos han dado, pues cuentan con asiduos matematicos y aficionados que se
han dedicado a la bisqueda de las relaciones mas insospechadas de estos niimeros
con la pintura, la musica, la arquitectura, la poesia, la biologia, la economia, etc.

2.  El Origen de los Niumeros de Fibonacci

Aunque pudiera parecer extrano, el origen de estos nimeros resulta de un proble-
ma sencillo sobre conteo de conejos. Considérese un par de conejos adultos macho
y hembra, encerrados en un cercado, donde pueden anidar y criar. Supongase
que los conejos empiezan a procrear a los dos meses de nacidos, engendrando
siempre un tnico par macho-hembra y a partir de ese momento, cada uno de los
meses siguientes un par mas de iguales caracteristicas. Admitiendo que no muriese
ninguno de los conejos, j cudntos contendria el cercado al cabo de un ano? Pues
observando la Figura 1, se nota que el nimero de conejos al cabo de cada mes
corresponden a la sucesion 1,2,3,5.8,... donde cada nimero es precisamente la
suma de los dos anteriores.

Esta sucesion es precisamente la sucesion de Fibonacci, nombre con el que se
conocia a Leonardo de Pisa, tal vez el matematico europeo més grande de la
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Edad Media. Su obra maxima se llama Liber Abaci, concluida en el ano 1202 y
donde se incluia el problema antes mencionado.

Final Total
del mes de parejas
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Figura 1

3. Formulacién Matematica y Propiedades
Los Numeros de Fibonacci son la sucesiéon 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... y en general el
n — ésimo nimero se denota por F),, asi entonces F} = Fy, =1, F3 = 2, etc.

Existen muchisimas propiedades de los nimeros de Fibonacci, tantas que la re-
vista The Fibonacci Quarterly se ha publicado por 40 anos sin interrupcién.
Algunas de ellas se enuncian a continuacion:

1. El n — ésimo nimero de Fibonacci estd dado por (Férmula de Binet)
1+v5\  [1-v5)"
2 2

2. La sucesion formada por los cocientes de cada nimero de Fibonacci y el an-
_ (1 235 , 1+5
terior 5

Fp=—
V5

. Este niumero es conocido como

I,I,i,g,... tlendea¢:

numero aureo, el cual tiene relacion con algunas proporciones estéticas.

70



L.os NUMEROS DE FIBONACCI

Identidad de Cassini [3]: El cuadrado de cada nimero F,, se diferencia en
41 del producto de los dos nimeros situados a sus lados, es decir

FyFpoy — F2 = (=1)"

Dados cuatro nimeros de Fibonacci consecutivos, la diferencia de cuadrados
entre el tercero y el segundo es igual al producto del primero con el cuarto,

es decir
2 2
F o= F,  =F.Fs3

Esta propiedad es asombrosal!! El reciproco del undécimo numero de Fi-
bonacci (89), puede ser obtenido de la misma sucesién, sumando de la
siguiente manera:
0,0112358
13
21
34
55
89
144
233

0,011235955056.......

% = 0,0112359550561797....

Una interesante relacion entre 7 y los niumeros de Fibonacci, estd dada por
la siguiente ecuacion [5]:

— = arctan
> arctan (.- )

La siguiente ecuacion relaciona los nimeros de Fibonacci, con tal vez los
nimeros mas especiales de las matemadticas .1, e [4]:

k
— Z z(m 1)Z+i(k—m) tan™! (-2) ( 2k —m )

m— 1
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En la bibliografia se encuentra una amplia gama de propiedades de los niimeros
de Fibonacci. Alli se relaciona esta sucesion con los nimeros primos, cuadrados,
cubos, numeros de Lucas, etc.

4. Buscando Otras Propiedades

No es dificil observar que muchas de las personas que han hecho contribuciones in-
teresantes a la teoria de estos niimeros, son jévenes 6 no tienen muchos conocimien-
tos de matematicas. Realmente aqui es donde radica la belleza y simplicidad en
general, de toda la teoria de nimeros. Un ejemplo de lo anteriormente dicho fue
Mark Feinberg quien a los 14 anos introdujo los nimeros de Tribonacci y abri6 el
camino a toda la gama que de aqui se desprende. En este sentido vamos a intentar
encontrar algunas propiedades utilizando la nocién de determinante.

Consideremos en principio las tres matrices como se muestran a continuacion.
Obsérvese que en ellas estan colocados los niimeros de Fibonacci en su orden.

1 1 2 1 2 3 2 3 5
3 95 8 5 8 13 8§ 13 21
13 21 34 21 34 55 34 55 89

Ahora al hallar el determinante de estas matrices se obtiene respectivamente 0,
0, 0. De aqui se puede inferir una propiedad general asi

Fn Fn+1 Fn+2
det | Foys Fuya Fos | =0
Fn+6 Fn+7 Fn+8

Sin embargo esta propiedad ya es conocida y de hecho puede generalizarse ain
mas [3].

Entonces, debemos seguir otro camino. De las tres matrices anteriores, se obtienen

las siguientes submatrices:

1 2 1 3 2 5

13 34 21 55 34 89
Ahora al hallar el determinante de estas tres matrices se obtiene respectivamente
8, —8, 8. Esto nos dice que alli hay una posible propiedad, la cual se puede escribir
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matematicamente asi
FnFn—l—S - Fn+2Fn+6 = 18

Aunque en la literatura consultada esta propiedad no se encuentra, es probable
que se obtenga a partir de algunas conocidas. Sin embargo lo més interesante es
la forma en que fue obtenida, utilizando determinantes!!!! Algo importante para
recordar es que estas posibles propiedades son realmente conjeturas y solamente
con una demostracién formal, se prueba que son propiedades.

5. Comentarios Finales

La sucesion de Fibonacci es tal vez la mina de oro de los matematicos, pues al
parecer las propiedades que posee son inagotables. Ademas, a partir de ella se
pueden definir otras nociones interesantes como niimeros de Tribonacci, Tetranac-
ci, Pentanacci y asi sucesivamente; los Polinomios de Fibonacci, las Q-matrices
de Fibonacci y las Funciones Hiperbdlicas de Fibonacci [3], entre muchas otras.
Invito a los lectores a introducirse en este maravilloso mundo y por qué no a
encontrar propiedades ain no descubiertas.
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