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Modelacién matemaética:
Una antigua forma de investigacion-

un nuevo método de ensenanza.
Rodney C. Bassanezi y M. Salett Biembengut

Introduccion

La modelizacién matemadtica ha sido utilizada por los que denomi-
namos convencionalmente matemadticos aplicados como un proceso
dindmico que les ayuda a entender cierto problema o alguna situacion de
interés en Fisica, Quimica, Biologia, etc. Estos investigadores estdn
frecuentemente a la bisqueda de modelos mateméticos que permitan
una comprension profunda de situaciones reales, teniendo presente
sobre todo una posible toma de posicién en relacion a los objetos
estudiados.

La formalizacién de un problema en términos matemdticos es casi
siempre el estadio mds dificil de lamodelizacién matemadtica y debe ser
aprendido con la propia experiencia. No siempre el hecho de tener un
buen bagaje matemdtico se traduce en que el investigador logre el éxito
en su labor de modelizacion. Una condicion necesaria para el aprendi-
zaje de la modelizacién es estudiar los modelos cldsicos y las ideas
esenciales que estdn envueltas en ellos.

La mayoria de autores cuando se refieren alamodelizacion matema-
ticalo hacen como el proceso que utiliza conceptos y técnicas, esencial-
mente matematicas, para el andlisis de situaciones reales. En cambio,
son raros los casos en que se emplea tal proceso para el propio estudio
de las Matemadticas.

Los intentos de hacer uso de la modelizacién matemdtica como un
método de ensefianza-aprendizaje han mostrado su eficacia, principal-
mente en proyectos de Iniciacion Cientifica en Cursos de Reciclaje
(Perfeccionamiento) de profesores, cuando no se dispone, a priori, de un
programa que ha de ser cumplido, por lo menos secuencialmente, y
objetiva sobre todo el uso de las matemdticas para una mejor compren-
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sion de la situacién escogida como tema de estudio. Algunas experien-
cias hechas en cursos regulares, esto es, en cursos con programas pre-
establecidos, mostraron que el proceso de modelizacién puede ser més
eficiente que el de trabajar simplemente con el método tradicional
teoria-aplicacién, donde los problemas propuestos por el profesor son
casi siempre artificiales y para procurar justificar la teorfa recién
ensefiada. Cuando los alumnos son quienes escogen el tema o la
situacion que se va a estudiar, ellos se siente corresponsables de su
propio aprendizaje y la motivacion es espontdnea. Las cuestiones
formuladas por los alumnos son fuente de problemas que a su vez
motivan el aprendizaje de nuevos conceptos matematicos para llegar a
las correspondientes soluciones. Es éste el momento ideal para realizar
una sistermatizacién de los conceptos usados, y asi, el aprendizaje se
torna suave y natural.

Lo que proponemos no es ensefiar 1a modelizacién en las escuelas
sino ensefiar Matemadticas usando el método de la modelizacién. Por
ejemplo, cuando se trabaja en un problema ligado a la realidad es
necesario entenderlo en diferentes niveles de descripcién y lo mismo
sucede cuando se ensefia en diferentes niveles escolares donde los
grados de dificultad se van analizando de forma gradual.

Teniendo pues como objetivo ensefiar las mateméticas inserta en un
programa definido a priori, el proceso cldsico de modelizacién debe ser
modificado, teniendo siempre en.cuenta el momento de la sistematiza-
cién del contenido y el establecimiento constante de analogfas con otras
situaciones-problemas.

Convenimos en llamar Modelacién Matemdtica' al método de
ensenanza-aprendizaje que utilizael proceso de modelizacién en cursos
regulares.

Modelacién Matemaética

El uso de este método en Educacién Matemitica debe seguir una
secuencia de etapas bien definidas. Inicialmente, ha de quedar perfecta-
mente claro la dindmica del proceso, lo que puede hacerse con un
ejemplo bien escogido y que proporcione una visién panordamica del
programa que ha de ser desarrollado. Asi, si estamos trabajando en un
1 Lapalabra Modelaci6n es una "contraccién"” de los terminos Modelizacién

y Educacién. Modelacién = Modelizacién + Educacién.
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curso de Primaria, cuyo programa prevea el estudio de los nimeros
naturales, de los racionales en forma fraccionaria y decimal y algunos
conceptos de geometria plana, podemos mostrar de forma rapida como
los temas antes citados aparecen en «La construccién de una casa»:
dibujo de la planta, construccion de las paredes, presupuesto, etc. En
cursos més altos se podria trabajar con el problema de «LLa formacion de
una colmena» o de «La plantacién de papas». Este procedimiento
implica que el profesor debe haber tenido alguna experiencia en
modelizacién matemdtica y construido sus propios modelos.

Es fundamental que los alumnos escojan el tema que ha de ser
trabajado. Ello puede llevar consigo alguna dificultad para el profesor
menos diestro. Una forma de eliminar este problema consiste en anotar
en la pizarra los temas sugeridos por los alumnos, entremezclados con
algunos de su particular interés.

Los temas también pueden ser anotados después de alguna investi-
gacion bibliografica hecha por los alumnos. A continuacion, el profesor
deberd reflexionar sobre cada tema sugerido, indicando las ventajes de
un tema que pueda contener a otros y los inconvenientes de aquellos
temas que sean muy restrictivos. Casi siempre el asunto preferido por la
mayoria es aquél sobre el que el profesor mostré mds interés en su
discurso.

En las primeras experiencias con Modelacion es conveniente traba-
jar con un tema tnico. Posteriormente se pueden asignar a diferentes
grupos los problemas formulados. Cada grupo de alumnos puede
abordar aspectos diversos, pero siempre relativos a un mismo tema
inicial.

Las experiencias realizadas con varios temas en una misma clase
mostraron que la mayor dificultad radica en la atencion que el profesor
debe dispensar a cada grupo, pues cuando las situaciones estin muy
diversificadas el grado de atendimiento no va acompafiado de un ritmo
similar de trabajo. Después de algiin tiempo es natural que el profesor
se sienta mas capacitado para atender varios temas y €l mismo procura
motivarlaeleccidn de situaciones desconocidas, lo que casi siempre serd
una aventura gratificante.

El planteamiento de problemas estd intimamente relacionado con el
estudio del tema que podrd ser hecho a través de investigaciones
bibliogréficas (libros, revistas, periddicos, etc) y entrevistas con espe-
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cialistas o personas conocedoras del tema. En algunos casos es intere-
sante invitar aestas personas paraque hablen sobre el temaen la Escuela,
pues no siempre es posible salir con los alumnos para recoger datos, tal
y como sucede con las clases nocturnas (cuando el tema trabajado fue
«La pesca», se invit6 a un pescador).

La recogida de datos también puede realizarse por medio de una
experimentacion directa o de investigaciones estadisticas. Conviene
destacar que muchas veces los datos obtenidos son de naturaleza
esencialmente etnomatematica, proveniente de costumbres de una co-
munidad que los utiliza sin preocuparse del caricter cientifico de su
origen.

Casi siempre una combinacién de estos procedimientos de recogida
de datos es la forma mds adecuada para obtener resultados més eficien-
tes.

La formulacion de los problemas se hace basindose en la mvestiga-
ci6n inicial y de conformidad con los intereses comunes. Es en este
momento cuando han de establecerse los grupos de trabajo y cuando el
profesor debe presentar otros problemas que estén en correlacién o no
con ¢l tema en cuestién. Laanalogia entre problemas diversos muestra
laimportancia y el poder de las Matemdticas como lenguaje comdn que
los identifica; la analogia es la ténica de nuestra propuesta.

Para la formulacién de modelos matematicos, cada grupo debe
procurar establecer: (i) las variables esenciales envueltas en el tema; (ii)
las hipétesis simplificadoras; (iii) las «leyes» o suposiciones considera-
das verdaderas; etc.

Los alumnos tendrdn més facilidad para formular sus hipétesis
siempre que el profesor haya desarrollado en sus clases algunos proble-
mas interrelacionados.

Es conveniente comenzar siempre con problemas sencillos, aunque
no vayan a utilizar parte del programa del curso actual y si de contenidos
ya conocidos. Posteriormente, se pasa a modelos méds complejos o
generales, especialmente aquellos que utilizan argumentos mateméticos
que deben desarrollarse durante el curso.

En el caso de que las matematicas utilizadas en la resolucién del
modelo ya sean conocidas por los alumnos (pre-requisitos) se puede
continuar el proceso a la manera en que se hace en la modelizacién
matematica cldsica, esto es, pasar alavalidacion del modelo y al andlisis
de sus consecuencias.
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Toda solucién debe ser interpretada usando los datos recogidos y, si
es posible, verificar su validez empirica en términos cientificos. Es
conveniente buscar una expresion grafica dela solucién para entenderla
mejor. Un modelo serd tanto mejor cuanto mayor sea su capacidad de
prevision y de accesibilidad a una verificacion.

Es claro que cuanto mds profundizamos en el entendimiento de un
problema, proporcionalmente mas complejo se torna el modelo mate-
madtico para describirlo y de esta forma casi siempre se puede alcanzar
el nivel de conocimiento deseado v compatible con el curso que estamos
impartiendo.

Conayuda del siguiente esquema resumimos el método de Modelacion
Matematica.

) 3) @
[TEMA|—— [PROBLEMAS | — ( ABSTRACCION )] —p [ PRE-REQUISITOS |—— [ PROGRAMA |

il J‘(z)'\ il

DATOS | 4— [INVESTIGACION | —— [ HIPOTESIS [ MODELOS | 4=  SISTEMATIZACION |}
T . (5) $
il

lo \ ®) !
(5507 (mmeTacy ) +——— ooy |

:I Formalizacidn

Enelesquema anterior, el orden de aplicacién de cada procedimiento
estd indicado por los niimeros encerrados entre paréntesis:

(1) Elecciéndel tema central que ha de ser desarrollado por los alumnos;

(2) Investigacion para recoger los datos cuantitativos e informaciones
que puedan ayudar en la presentacion de hipétesis;

(3) Elaboracién de problemas que serdn distribuidos entre los grupos de
intereses comunes;

(4) Abstraccién en el sentido de seleccionar las variables esenciales
envueltas en los problemas y formulacién de las hipotesis;

(5) Sistematizacién de los conceptos que seran usados en la resolucion
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de los modelos matemdticos y que forman parte del contenido
programidtico del curso en cuestién. También debe ser efectuada
mientras se trabaja en laresolucién y formalizacién de los modelos;

(6) Interpretacion de la solucién de manera analitica y con posibles
representaciones graficas;

(7) Validaci6n de los modelos que han de ser lo més coherentes posibles
con larealidad investigada. En caso de que el modelo no sea bueno,
debemos retomar el punto (1) con nuevas investigaciones. El
proceso es dindmico;

(8) Cuando el modelo es satisfactorio debemos procurar utilizarlo para
hacer previsiones, andlisis, o cualquier otra forma de accién sobre la
realidad.

De los temas desarrollados en diferentes experiencias realizadas en
cursos regulares, citamos algunos:

- «Plantacion de papas» - en un curso de Célculo Diferencial e
Integral para Ingenierfa de Alimentos (UNICAMP-1983);

- «Construccion de casas» (Escuela Estatal de Estiva, S.P.-1986);

- «Construccion de un barrio» (Escuela Comunitaria de Campinas,
S.P.-1988);

- «Abejas», «Miisica», «Deficientes mentales», «Caballoss», «Flo-
res».

Siguiendo el esquema de actuacién de la Modelacién, presentamos
acontinuacion el problema deLa formacion de una colmena, correspon-
diente al tema «Abejas».

Ejemplo: Modelos para el problema de la formacién de una
colmena.

Una abeja reina puede llegar a poner hasta 2000 huevos por dfa
(niimero denominado capacidad de postura), lo que corresponde a dos
veces su peso. Esta cantidad depende del drea disponible para la postura,
de la calidad genética de la reina y de las condiciones florales y
climaticas.

Cuando una reina disminuye su postura, las operarias responsables
de la manutencién de las larvas promueven el desarrollo de una nueva
reina. La nuevareina, después del vuelo nupcial en que es fecundada por
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‘ema:
ABEJAS
IDatos:
ID1. Una reina suele vivir hasta 5 afios y Problemas:
[pone, por término medio, 2000 huevos
dia. Bibliografia P1. Formacion de la colmena.
D2. Una abeja tarda en nacer 21 dias. [Entrevistas ———— [P2. Geometria de las celdillas del panal.

D3. Una colmena se inicia con una
icantidad inicial de 10000 operarias.

D4. La vida media de una operaria es de
40 dias.

D5. Una colmena estabiliza su
poblacion entre 60 y 80 mil abejes.

D6. Una colmena puede llegar a tener
400 zinganos.

flim A(t) = 80000

lt—=c0

[Hipotesis:

IHO. Los primeros 21 dias no nacen
kabejas.

IH1. Las abejas iniciales tienen edades
lequidistribuidas.

[H2. La cantidad de abejas que mueren es
Iproporcional al nimero de abejas que
lexiste en cada instante.

[Programa —_—

P3. Comercializacion de la miel.
P4. Orientacion de las abejas.

Abstraccion:

A1, Variables

A, a=n° de abeps

t = tiempo

A2, a(0) = 10000

IA3. k= 1/40 es ]a tasa de

natalidad
1-k=0"975de
supervivencia
- Ecuacion de la recta.
— Funcién exponencial
- Funcién logaritmica _
- Progresiones Resolucion
- Limites elementales
— Continuidad
fan ndler)
L] A = 80000
[Expresion de
_— a(t), A(t)
] N
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uno o mds zdnganos, retornaala colmena desalojando alareina viejaque
partird para formar una nuevacolmena. Acompafiando alareinale sigue
un séquito de 10000 operarias, aproximadamente: es el enjambre
volador.

Para el estudio del crecimiento de la poblacién de una colmena
consideraremos los siguientes datos:

d1- Una reina suele vivir 5 afios y pone, por término medio, 2000
huevos/dia;

d2- Una abeja operaria tarda en nacer 21 dias;

d3- Una colmena se inicia con una cantidad inicial de 10000
operarias;

d4- La vida media de una operaria es de 40 dias;

d5- Una colmena estabiliza su poblacién entre 60 y 80 mil abejas.

Un modelo matematico de la dindmica poblacional de una colmena
debe plantearse, teniendo en consideracion dos estadios distintos: el
periodo de adaptacion intermedio entre la postura inicial y su nacimien-
to (21 dias), y el periodo de desarrollo cuando nacen diariamente 2000
operarias.

En relacion al periodo inicial podemos establecer dos hipdtesis
distintas respecto al indice de mortalidad de las operarias.

HI. Las abejas tienen edades equidistribuidas: En este caso estamos
suponiendo que en cada grupo, distribuido por edades (dias de vida),
existen exactamente el mismo niimero de abejas. De esta forma, de las
10000 iniciales, en cada dfa morirdn 250 lo que corresponde a 1/40 (tasa
de mortalidad) de 10000.

Sea a(n) la cantidad de abejas que hay el n-ésimo dia de existencia
de la nueva colmena, 0 < n < 21. Entonces, podemos escribir.

a(0) = 10000

a(l) = a(0) - 250

a(2) = a(l) - 250 = a(0) - 2+250

a(3) = a(2) - 250 = a(0) - 32250, y generalizando, podemos escribir:
a(n) = a(0) - n*250
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Asi, obtenemos un modelo matemético que nos da informacién acerca
de 1a cantidad de abejas en el n-ésimo dia de existencia de la colmena
(n<21):

(D a(n) = 10000 - 250n, 0 = n<2l.

El modelo (1) es discreto en el sentido que la variable independiente n
(tiempo) estd tomando valores en el conjunto de los niimeros naturales
N.

El modelo (2): a(t) = 10000 - 250t, 0 < t < 21, t un nimero real,
representa el modelo continuo correspondiente a la ecuacién (1). La
constante ¢ = -250 es el coeficiente angular de la recta (fig.1):

alt) :

10000

5000 1

H2. El niimero de abejas que mueren es proporcional a la canti-
dad de abejas que existe en cada instante:

Tenemos que la tasa de mortalidad es k = 1/40 = 07025 y por tanto,
latasade supervivenciaes 1 -k=0"975. Podemos obtener unaexpresion
para el niimero de abejas a(n) con un modelo discreto:

a(0) = 10000

a(1) = (0’975a(0)

a(2) = 0°975¢a(1) = 0°975°0°975+a(0), que puede generalizarse:
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(3) a(n) = 0°975%a(0)

Usando el hecho de que a* = ¢ *" para todo x real, la funcién
potencial (3) puede escribirse en forma exponencial:

a(n) = en.ln 0'975.a(0)
En el caso continuo (tiempo continuo), podemos escribir:
(4) a(t) = a(0)ee?* 0 < t<21.

Tomando a(0) = 10000 y t =21, obtenemos a(21) = 5876. Verifica-
mos que, de acuerdo con la hipétesis considerada, los valores de a(21)
en (3) y (4) son distintos, si bien en la préctica, tal diferencia no sera
significativa para el estudio del comportamiento futuro de la colmena.

El modelo matemdtico para el periodo de desarrollo de la nueva
colmena tiene en cuenta que, a partir del dia 21, nacen 2000 abejas/dfas:

SiA(0) es la cantidad remanente de operarias viejas, tendremos para
el 21-ésimo dia:

A(1) = a(21) = A(0) + 2000

Considerando una tasa de supervivencia igual a 0’975, podemos
formar una relacién de recurrencia dependiendo del valor de A(0):

A(2) = a(22)=0’975A( lj +2000 =0"975¢[A(0) + 2000] + 2000 =
= 0°975°A(0) + 0°975°2000 + 2000 = 0°975-A(0) +
2000+(0°975 + 1).

A(3) = a(23)=0"975°A(2)+2000=0"975°[0°975°A(0)+0’9752000
+2000] + 2000 = 0°975%A(0) + 0797522000 + 0°975+2000
+ 2000 = 0°975%A(0) + 2000[0°975% + 0’975 + 1].

Y asi sucesivamente, llegamos a la expresion:
Am) = 0’975 A(0) + 0°975" - 12000 + 0°975"- 222000 + ... +

079752000 + 2000 = 0°975" - '*A(0) + 2000-[0’975"- ! +
0°975" 2 +..+ 0°975 +1].
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La expresién entre corchetes es la suma de n términos de una
progresién geométrica de razén igual a 0’975, lo que nos permite
simplificar escribiendo:

(5)  A(m) =0°975" 1A(0) + 2000e[(1 - 0°975")/(1 - 0°975)] =
= 07975 'eA(0) + 80000(1 - 0°975") =
= 0975~ 1eA(0) + 80000 - 80000+0°975" =
= [A(0) - 78000]¢0°975"" ' + 80000

Podemos pensar en una expresién continua para A(n) tomando:
A(t) = [A(0) - 78000]ee™ 9752 + 80000 (t=21), o sea,
(6) A(D) = [A(0) - 78000]ee2¢-2D + 80000 para ¢ > 21

La férmula (6) nos da la poblacién de una colmena en un tiempo t
cualquiera a partir del 21-ésimo dia.

Anotamos que cuando t crece, el valor de e 7%%-2V tiende a cero y,
por tanto, la poblacién de la colmena se estabiliza en 80000 abejas, 1o
que muestra cierta validez del modelo debido a la coherencia con los
datos reales. La estabilidad puede ser traducida a la siguiente expresion
matematica:

Iim A(t) = 80000

L300

(7)

La recta A = 80000 es una asintota horizontal de la funcién A(t):

L(\‘:n miles)
80 A=80000

lll\‘_k‘
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Juntando las dos partes del modelo continuo de crecimiento
poblacional de las abejas (ecuaciones (4) y (6)), podemos escribir:

A(t) = 1000009 | 5i0 < (<21
A(t) = [A(0) - 78000]ee?025¢-2D 4 80000 , sit < 21; A(0) = 5876

Si estuviésemos explicando en un curso donde el concepto de
derivada debiera ser aprendido, podriamos construir nuestro modelo
utilizando otro lenguaje y expresar la hip6tesis H2 de manera mds
concisa:

(7)  dA/dt=-0°025°A(t) , con A(0)=10000 y , 0 <t<2l,
donde dA/dt indica la variacién instantdnea de la poblacién de
abejas.

La expresion (7) quiere decir que en los primeros 21 dias, la
variacion de la poblacion de abejas es proporcional a la cantidad
presente en cada instante, con una tasa de mortalidad igual a 1/40 =
07025 y una poblaci6n inicial de 10000 abejas.

A partir del 21-ésimo dia podemos suponer que e/ crecimiento de la
poblacion es proporcional a la diferencia entre el valor de estabilidad
v la cantidad de abejas presentes en cada instante:

(8)  dA/dt= ke(80000 - A(t)), donde k =-1n 0’975 = 0°025,
con A(0)=5876 y t>21

Observamos que el modelo propuesto aqui encima proviene de la
analogfa existente entre la solucién (6) y el «<modelo de acaecimiento de
Newton».

Resaltamos que, tanto con el modelo de ecuaciones diferenciales
como con el de progresiones geométricas, obtenemos soluciones equi-
valentes. Tal y como hemos hecho en nuestro caso, de modo general casi
siempre podemos expresar nuestros modelos en funcién del programa
que ha de cumplirse y del grado de dificultad que queramos alcanzar.
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