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Resumen

Se expone la metodologia de la verosimilitud empirica y se compara con la verosimilitud
paramétrica como resultado de una investigacion para determinar intervalos de confianza para
la media basados en la verosimilitud paramétrica y empirica. La verosimilitud empirica es un
método no paramétrico de inferencia estadistica, en el cual no se tiene que asumir que los
datos que se analicen tengan que provenir de una familia de distribucion conocida. Los
métodos no paramétricos dan intervalos de confianza y pruebas de hipétesis con validez que
no dependen sobre fuertes supuestos distribucionales. Este es un método alternativo en la
enseflanza de la estadistica, utilizando calculos directos sin usar la distribucion asintotica.

Introduccion

El enfoque de la Verosimilitud Empirica es relativamente reciente, la aparicion del libro de
A.B. Owen “Empirical Likelihood” en el afio 2001, ocasion6 un crecimiento en el uso de las
inferencias basadas en la verosimilitud empirica

Las inferencias estadisticas que se basan en la funciéon de verosimilitud empirica pertenecen al
campo de la Inferencia no Paramétrica. La funcién de verosimilitud empirica depende
unicamente de las observaciones realizadas. Una ventaja de la verosimilitud empirica sobre la
verosimilitud paramétrica, es que el uso de la primera no requiere suponer que las
observaciones provienen de determinada distribucién de probabilidad, lo que la hace mas
flexible, por otro lado, la verosimilitud empirica alcanza la confiabilidad de los métodos no
paramétricos. En los métodos de verosimilitud paramétrica se supone que la distribucion
conjunta de todos los datos disponibles tiene una forma conocida y una o mas cantidades
conocidas. Un problema con las inferencias de verosimilitud paramétrica es que no podemos
conocer cual familia paramétrica usar.

La verosimilitud empirica puede utilizarse para hacer inferencias estadisticas, tanto
estimaciones como décimas de hipotesis, la existencia de una versién no paramétrica del
teorema de Wilk’s, para la distribucién de —2logR(u) (donde R(u) es el perfil de

verosimilitud), permite calcular intervalos de confianza para la media.

En este trabajo de investigacion se compara la verosimilitud paramétrica con la verosimilitud
empirica y se hace un estudio por simulacién de los intervalos de confianza, donde se
comparan los resultados que se obtienen utilizando la verosimilitud empirica con los obtenidos
empleando la verosimilitud paramétrica, asumiendo:

a) una distribucién normal
b) una distribucién no normal, considerando tamafios de muestras grandes y pequenas.
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Los programas para las simulaciones se hicieron en Matlab 6.5 release 13.

Fundamentos Teodricos

Funcion de Distribuciéon Empirica.

Sean 7 realizaciones sobre una variable aleatoria (v.a) real Y, denotadas por Y,,Y,,...,Y,.

La funcién de distribucion empirica de Y, Y, ,...,Y, ., se define por la funcion F, (y) , dada por:

IRV 1, siY<
F(y):_ 5 B 5 _ , S1 i_y
n n ; Y<y , con —o0< y<40w0, donde Oyc<, 0, si Y, >y

Verosimilitud no Paramétrica

Sean Y,,Y,,....,Y, . realizaciones independientes sobre una v.a. ¥ con funcién de distribucion
F . La verosimilitud no Paramétrica, para la funciéon de distribucion F, se define como

L(F)=TTIF0)- F(% ), donde F(Y, )= Py <x) v F(x)=P,(r<7)

i
i=1

entonces, la diferencia [F (Yl)—F (Yl —)] representa, para cada Y, la verosimilitud en Y;. Por
tanto, H [F (Yl )— F (Yl —)] representa, exactamente, la verosimilitud de la muestra.
i=1

Si Y es una v.a. continua, entonces P(Y = y) =0 Vy, por tanto, F,(y)=F, (y —) Vy,lo que

o

implica que para las variables aleatorias continuas L(F ) sera igual a cero.

Teorema

Sean Y,,Y,,....Y v.a. reales, independientes, idénticamente distribuidas segin F,. Sea F, su

funcién de distribucién empirica. Sea F' cualquier funcién de distribucion.
Si F, #F, entonces L(F )< L(Fn). (ver Owen (2001), una demostraciéon mas detallada en
Delgado (2004)).

Razo6n de verosimilitud no paramétrica.

La razén de verosimilitud es utilizada en la estadistica no Paramétrica para hacer pruebas de
hipétesis y determinar regiones de confianza. En el caso general, gracias al teorema de Wilk’s,

se conoce la distribucion asintotica de —210g[L(770)/ L(n)], donde 77,es un valor del

parametro bajo la hip6tesis nula, y en base a esa distribucion hacemos las inferencias.
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Si el interés esta centrado en construir una regién de confianza para 77, entonces si L(n) es

A

mucho menor que L(nj, se excluye el valor de 77 de la regiéon de confianza para 77,. Si

interesa una funcién @ de 7 (9 = 9(77)) y se quiere construir una regién de confianza para

0, lo que se hace es tomar la imagen de la regién de confianza para 7:

{{0 = 0(77): L(n) > CL(UJ} , donde el umbral ¢ se selecciona de acuerdo al teorema de Wilk’s,

es decir, de acuerdo a la distribucién  y*, con un nimero de grados de libertad igual a la

dimension de 6.
Sea Funa distribucién, se define la razén de verosimilitud no paramétrica como:

R(F ) = L(F )/ L(Fn ) , donde L(F ) es la verosimilitud no paramétrica.

Perfil de razon de verosimilitud no Paramétrica.

Supo6ngase que se estd interesado en un pardametro @ =T (F ), es decir, @ es una funcién de la

distribucién F'. Supdngase que la funcion F pertenece a una familia U de distribuciones, que
usualmente es una familia muy general.
Se define el perfil de razén de verosimilitud no  paramétrica  como:

R(0)=Sup{R(F):T(F)=6,F e U}

Empates en las observaciones

Si y, =y, para i# j,sedice que hay un empate.
Supodngase que no existen empates en las observaciones:
Considérese una distribucion /', tal que la probabilidad en el valor y, € R es un numero p,

Entonces, se tiene que: ipi <1, Hp Por tanto, R( ( ) anl

i=1 ,,
Supoéngase que existen empates en las observaclones.
Sea k el nimero de valores distintos en la muestra. Si el valor z;se repite en la muestra

n; 21 veces y tiene probabilidad p; bajo F', entonces R(F ) se calcularia como

k k "
p; np;
R(F) = I I —A‘] = I I ( - - J ... (2). Sien los datos hay empates, pero se utiliza (1) en
I A\
P /

lugar de (2), se obtiene el mismo perfil de razén de verosimilitud R(@), y esto es as{ para

cualquier familia de distribuciones U y cualquier funcion 7' (F ), ya que si se consideran pesos

especificos w, (i = 1,...,n) para las observaciones, y éstos pesos se seleccionan de forma tal
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que: para todo  y, =z, se cumpla P;= Zwi . Donde las probabilidades p;,
iy =z J
corresponden a una distribucion F'. La verosimilitud de F quedara definida entonces por
n
Hwi , vy cuando hay empates este valor no es tnico. Un valor de @ entra en la region de
i=1
confianza si y solo si para alguna F con 1’ (F ) =0 ¢l valor mayor de
n n
H w, excede al umbral, es decir, solo hay que considerar el valor maximo de H w; sobre los
i=1 i=1

pesos que generan p ;. Este maximo se alcanza cuando w;, = p, In, ,con j, determinado

Jiy?

k " k
. p j —n;
por y; =z, . Elmaximo para una F dada es: I | [n—jJ = L(F)I I n, .

i=1 j i=1

El procedimiento detallado de calculo del perfil de verosimilitud R(,U) puede verse en
Delgado (2004)

Método de calculo para un ntervalo de confianza para la media

Dar un intervalo de confianza para la media #, significa dar los limites 4, (superior) y

H_  (inferior), para los cuales R(,U+)ZR(,U_):’”0 6(071); del calculo del perfil de

verosimilitud se obtiene (Delgado (2004)) que Yy S g <Y <p, <Y,y ... (3). Los

limites en (3) pueden usarse separadamente en la busqueda. Hay que encontrar # que cumpla

R(ﬂ) =Ty, lo cual puede hacerse encontrando el valor R(,U) en cada valor # candidato. Esta
basqueda puede ser lenta, una mas rapida se obtiene si se reformula el problema de la siguiente
manera:

optimizar ZW,-Y,- bajo las restricciones ZW,- =ly Zlog(nwl.)z log(ro), por lo que el
i=1 i=1 i=1

lagrangiano quedaria como G= Z wY, —n, {Z log(nW,- ) - log(r 0 )} -1, Z (W,- - 1) , detivando

i=1 i=1 i=1

. : 4
G respecto a W, e igualando a cero se obtiene W; = por lo que

Y, —n,’

1

-1
Zwi = Z v i , resolviendo para 77 queda 77, = {zl v 711 } , de donde se obtiene

i=1 i=1 +; 712 2
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1 Py
w, = ,,('—772) Para encontrar #_ | hay que resolver Zlog[nw,. (772 )]: log(r 0), O sea,
(Y, -1, )_1 !
=
n Y _ -1
resolver: Zlog n”(,—ﬂz) zlog(ro), buscando para 7, entre —%© y Y, . Para

- Z (Y] =71, )71
=1

encontrar M, se tiene que buscar para 77, entre Y, y +. Una vez determinado el valor de

7>, se calculan los pesos W; y con ellos £, y H_.

Programas computacionales utilizados
Se elaboraron dos programas en Matlab 6.5 reléase 13, con las siguientes caracteristicas:
1) FunctionPrincipal

Este programa permite calcular los intervalos de verosimilitud empirica y paramétrica,
ademas de los tradicionales, para datos generados a partir de una distribucién normal

Los parametros que se pueden variar en el programa son:
e [avarianza
e Jamedia
e Valor del umbral

e Tamano de la muestra

b) PrincipalNoNormal

Este programa genera observaciones segun una distribucién normal y luego destruye la
normalidad, de acuerdo a la seleccion del usuario, al cual se le pide que introduzca el numero
de observaciones a eliminar y el lugar donde éstas seran eliminadas; usando la siguiente
notacion:

0 — al extremo izquierdo

1 — al extremo derecho

2 — aambos extremos
el usuario debe seleccionar los parametros de entrada de la misma forma que se hace en el
programa functionPrincipal

Analisis de las corridas
a) Bajo normalidad de las observaciones

1. La verosimilitud paramétrica (VP), por lo general produce intervalos mas estrechos que
la que produce la verosimilitud empirica (VE)
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La verosimilitud empirica produce intervalos que contienen al verdadero valor del
parametro con una frecuencia altisima (0.9788), mientras que la frecuencia
correspondiente a la verosimilitud paramétrica es muy baja (0.55)

Los intervalos basados en la VP son mas criticos para tamafos de varianza moderados
(16), no presentan diferencia de acuerdo a los tamafnos muestrales. El cambio de un

valorde 7 =0.1465 a r=0.0359 introduce una ligera diferencia, favoreciendo al
valor 0.1465.

Para la verosimilitud empirica se reportd la menor amplitud promedio para el tamafio
muestral mas pequefio (n = 20), sin embargo para la verosimilitud paramétrica se
obtuvo en el tamafio muestral mas grande (n = 60).

Con ambas verosimilitudes, mientras mas pequena es la varianza se obtienen intervalos
de amplitudes mas pequefias.

Las diferencias entre las amplitudes promedios para los dos valores del umbral
considerados, son pequefias.

La amplitud maxima-minima se obtuvo siempre con la VP con una frecuencia de
0.8527, las amplitudes de los intervalos basados en la VE superaron esas maximas-
minimas.

b) Bajo distribuciones asimétricas o distribuciones con colas truncadas.

1. No se observan diferencias notables en las amplitudes promedios de los intervalos
correspondientes a ambas verosimilitudes, cuando varfa el tamafio de la muestra.

2. El cambio del valor del umbral de 0.1465 a 0.0359 afecta mas cuando se trabaja con
la verosimilitud paramétrica.

3. Con varianzas pequefias las dos verosimilitudes arrojan intervalos de longitudes
promedios similares y la diferencia crece en la medida que crece la varianza,
favoreciendo a la verosimilitud paramétrica.

Conclusiones

1) El trabajo que se presenta abarca la teorfa relativa a la estimacion de intervalos de confianza
para la media,

2) Se analiza el comportamiento de los intervalos de verosimilitudes empiricas y paramétricas, a
través de estudios por simulaciones.

3) Los intervalos de confianza basados en la VE con mayor frecuencia contienen a la verdadera
media y son mas amplios que los basados en la VP
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