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ZALAI ERNO

Neumann versus Leontief
Két modell - két gazdasagkép

A szerzd a tisztan elméleti célokra kifejlesztett Neumann-modellt és a gyakorlati
alkalmazasok céljara kifejlesztett Leontief-modellt veti 6ssze. A Neumann-mo-
dell és a Leontief-modell éves termelési periodust feltételezo, zart, stacionarius
valtozatanak hasonlé matematikai struktiraja azt a feltételezést sugallja, hogy
az utébbi a Neumann-modell sajatos eseteként értelmezhetd. Az egyes modellek
kozgazdasagitartalmat ésfeltevéseitrészletesenkibontva ésegymassal 6sszevetve
aszerz6 megmutatja, hogy a fenti kovetkeztetés félrevezetd, két merdben kiilon-
b6z6 modellrél van szé, nem lehet az egyikbél a masikat levezetni. Az ikerterme-
1és és technologiai valaszték lehetdsége a Neumann-modell elengedhetetlen felte-
vése, az éves termelési periddus feltevése pedigkizarja folyamjellegii kibocsatasok
explicit figyelembevételét. Mindezek feltevések ugyanakkor idegenek a Leontief-
modellt6l. A két modell valéjaban egy altalanosabb allomany-folyam jellegii zart,
stacionarius modell sajatos esete, méghozza azok folyamvaltozokra redukalt alakja.
Journal of Economic Literature (JEL) kod: B16, B23, B41, C67, O41.

E tanulmany témajat exponald induld feladvany a kovetkezéképpen hangzik: ,Neu-
mann-modell Leontief-technoldgiaval. Nos, mi az?” A matematikai kdzgazdaszok
mintegy 85 szazaléka habozas nélkiil ravagna: egyéves termelési periddust feltéte-
lezd, zart, staciondrius Leontief-modell. 10 szdzaléka, némi habozds utan és kissé
bizonytalanul, ugyanezt mondand. A fennmaradé 5 szazalék pedig minden rostel-
kedés nélkiil megkérdezné: mondd csak, mi is az a Neumann-modell?

A jelen tanulmanyban arrdl kivanjuk meggyézni az olvasot, hogy a fenti tala-
nyos kérdésre adandé helyes valasz: Fabol vaskarika! Sem nem Neumann-mo-
dell, sem nem Leontief-modell, egy kozgazdasagi modell torzdja, eredeti koz-
gazdasagi tartalmatol megfosztott matematikai struktura, egy Neumann-jellegti
(kvdzi Neumann-) modell. Ezt a tobbek szamara bizonyara sarkos véalaszt fog-
juk tobb oldalrdl megindokolni a kovetkezékben. Meg fogjuk mutatni, hogy a
tagadhatatlanul meglévé matematikai hasonlosagok ellenére a zart, stacionarius
Leontief-modellt nem lehet az eredeti Neumann-modell egyszer(ibb valtozatanak
tekinteni. Kiilonosen nem lehet az 4gazati kapcsolatok mérlegének (AKM) elem-
zésére kidolgozott Leontief-modellnek tekinteni. Matematikai hasonlésagaik
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eltakarjak Neumann és Leontief eredeti modelljét, azok genezisét csak feliile-
tesen ismer6k szeme el6l a kozgazdasagi hatteriitkben meghtuz6do, egymassal
szembendlld jellemzdiket és feltevéseiket, a két modell kozott meglevd, nehezen
athidalhato szakadékot.

Tablazatos formaban elérebocsatjuk az errdl tantskodé legfontosabb kozgazda-
sagi és matematikai kiilonbségek listajat, amelyeket részletesen ki fogunk bontani.

1. tdbldzat

A Neumann- és a Leontief-modell jellemz6i

Jellemzd Neumann-modell Leontief-modell

Indittatas absztrakt elmélet empirikus alkalmazds
Szemlélet ex ante ex post

Megtigyelés szintje mikro6konomiai makrodkondmiai
Abrézolt javak termékek termékek és szolgaltatdsok

Abrazolt mutatdszémok
Technoldgiai valaszték
Ikertermelés lehetdsége
Helyettesitési lehetdségek
Munkaer6 és fogyasztasa
Tokejavak (alloeszkozok)
Beruhazasi tevékenységek
Amortizacié

Idészakokra bontas alapja
Idébeli kapcsolatok
Termelési periodus
Forgalmi peridédus
Tékemegtériilési id6
Matematikai forma

A megoldas unicitdsa

jellemzden készletek

van

van

vannak

csak a fogyasztasa implicite
egyedi termékek
készletfelhalmozas
endogén (értékcsokkenés)
termelési peridédus
intertemporalis
egységesen egy iddszak
pillanatnyi

egy id6szak
komplementaritési feladat

csak egyes Osszetevoi

jellemz6en folyamok
nincs

nincs

nincsenek

ondlléan megjelenik
kompozit javak
sajatos elszamolas
exogén (potlasi igény)
beruhdzasok beérése
intratemporalis
tetsz6leges
tetsz6leges
tetszOleges
egyenletrendszer

jellemzéen elvart

El8szor a Neumann-modellt elevenitjitk fel, ramutatva az 1. tdbldzatban felso-
rolt jellemzdinek, illetve kritikus feltevéseinek szerepére, elhagyasuk kovetkez-
ményeire és a modell folyamformakba (flow form) 6ltoztetett allomanyszemléle-
tére (stock form). Meg fogjuk mutatni, hogy a Leontief-technoldgia feltételezése
olyan fontos és elengedhetetlen jellemz6itél fosztja meg a modellt, amely telje-
sen elidegeniti Neumann eredeti feltevéseitdl, s ezért az igy kapott modell mar
nem tekintheté Neumann-modellnek, legfeljebb csak egy hasonlé matematikai
formaju kvazi Neumann-modellnek. Rdadasul még az utdbbi és a zart, staciond-
rius Leontief-modell matematikai alakja is csak akkor adnak azonos megoldast,
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ha megdrizziik Neumann eredeti modelljének még a gazdasag irreducibilitasara
vonatkozd feltevését is.

De vajon tekinthet6-e a szoban forgd modelltorzé Leontief-modellnek, és milyen
feltevések mellett? Ehhez elGszor is egyfajta elmélettorténeti rekonstrukcid révén
felidézziik Leontief elsé — az amerikai gazdasag agazati kibocsatasok és felhaszna-
lasok statisztikai tablazatanak elemzésére kidolgozott - statikus, zart input-out-
put modelljét. Ennek segitségével gorcsé ala vessziik a gyakorlati alkalmazasok
céljaira kidolgozott input-output modellek legfontosabb jellemzdit. Leontief korai
modelljeiben nincsenek intertemporalis kapcsolatok, nincs benne semmi utalas a
tokelekotést megtestesitd forgd- vagy alldeszkozok készleteire, azok beruhazasok-
kal 6sszefliggd idébeli valtozasara. Modellje egy tisztan folyam jellegii (flow) muta-
tészamokra épiilé statikus, bizonyos értelemben az idéleges (temporary) egyensuly
feltevésén nyugvo stacionarius modell. Megproébéljuk a Neumann altal kovetett
moddon dinamizalni Leontief modelljét, elfogadva mindenekelStt az egy termelési
periddus feltevését. Megmutatjuk, és részletesen elemezziik az okait, hogy ezen az
uton elindulva sem igazolhat¢ a kiindulo hipotézis: a Neumann-modell sajatos ese-
tének tekinthet6 input-output modellhez jutunk ily médon.

A negativ kisérletek ellenérzéséhez a kovetkezékben egy szokasos, tetszéle-
ges hosszuisagu termelési periddust megengedd — de helyette egy tékebdvitési
periddust feltételez6 — dinamikus Leontief-modellbél kiindulva vizsgaljuk meg
Ujra a feltett kérdést. Megnézziik, hogy ennek az egy termelési periddusos hatéar-
esete Neumann-modellhez vezethet-e, s ha igen, akkor milyen feltételek teljesii-
lése esetén. Ezen az Gton sem tudjuk igazolni, hogy a Neumann-modell Leontief-
technoldgiara épiil6 matematikai esetét egy zart, staciondrius Leontief-modellként
lehetne értelmezni. Az alapveté akadalyt a két modell folyam- és dllomanyszem-
lélete kozotti kiilonbség, a tékeszolgaltatasok eltérd kezelése és a nem készletez-
hetd kibocsatassal rendelkez6 szolgaltatasok okozzdk. A Neumann-modell alap-
vetben a készletallomanyok, tékejavak id6beli felhalmozasat koveti nyomon, a
figyelembe vett termékek kozott nem szerepelhetnek szolgaltatasok, amelyek ter-
melése és felhasznalasa idében egybeesik. Ez a Neumann-modell egy olyan altala-
nositasanak igényére iranyitja a figyelmet, amely lehet6vé teszi a szolgaltatas jel-
legti kibocsatasok figyelembevételét is.

A két modell kozott kozvetlen kapcsolatot, egyenes agi rokonsagot tehat seme-
lyik uton sem lehet igazolni. Megmutatjuk azonban, hogy a kozvetett kapcsolat
megteremthetd, ha atalakitjuk a dinamikus Leontief-modellt, ha kibocsatasként
bevezetjiik a modellbe a kompozit agazati alldeszkozoket, elvalasztva egymas-
tol az allo- és forgoeszkozoket. A Leontief-modell 6sszefliggéseinek ilyen atirasa-
val egy vegyes, részben folyam-, részben allomanyszemléletdi altalanositott Neu-
mann-modellhez jutunk, amelynek mind a Leontief-, mind a Neumann-féle staci-
onarius novekedési modell sajatos esete lesz. Ebben az altalanositott, igynevezett
Leontief~-Neumann-modellben a kibocsatasi egytitthatok matrixa nett6 szemlé-
letdi, az egyes tevékenységeknek a kiilonb6z6 javak idészak végi zard készletei-
hez, azaz a kovetkez6 idészak nyit6 készleteihez val6 valo hozzajarulasat mutatja,
amely egyarant lehet pozitiv és negativ.
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Neumann modelljének kdzgazdasagi és matematikai jellemz6i

Neumann [1937/1965] modellje egy kristalytiszta, absztrakt elméleti modell. Dol-
gozata nagyon keveset fed fel modellje kozgazdasagtani hattere tekintetében
(bbvebben errél Zalai [1999]). Az viszont elég nyilvanvalo, hogy a matematikai
inspiraciot az adta szamara, hogy egy nagyon hasonlo modell és az egyensuly léte-
zésének bizonyitasaban alkalmazott fixpont-tétel mar kordbban bevalt nala a két-
személyes nulladsszegii jatékok elemzésében, s ehhez talalt egy lehetséges kozgaz-
dasagi interpretaciot. Ezt tiikrozi dolgozatanak eredeti német cime is, amelyben
a Brouwer-féle fixpont-tétel altaldnositasa is megjelenik. (Ne feledjiik el, hogy a
hilberti program szellemében, amelynek akkoriban Neumann még az egyik kove-
t6je volt, a minél szélesebb kor interpretacids lehetdség csak noveli egy matema-
tikai ,,metamodell” értékét!)

Neumann gondosan keriilte még a latszatat is annak, hogy modelljét olyannak
tekintse, amely szamszertsithetd, és gyakorlati elemzésre alkalmas lenne. A tiszta aru-
termeld, arak altal vezérelt gazdasag néhany kiemelt jelenségére 6sszpontositotta a figyel-
met, jelesen az drutermelés korkorosségére (Sraffa frappans fogalmazasaval: ,,aruk ter-
melése aruk révén”), illetve a technologiak kozotti valasztas és az egyensulyi arrendszer
kivalasztasa kozotti ,figyelemre mélté dualitas” jelenségére. Ezek a mozzanatok pedig,
tul a modell absztrakt voltan, a modell ex ante jellegére hivjak fel a figyelmet, amin azt
értjiik, hogy az abrazolt folyamatok nem gyakorlati megfigyelésekbdl lesztirt adottsagok,
nem egy megvaldsult egyensuly dsszetevdi, hanem olyan elvi, a priorilehetéségek, ame-
lyekbdl az alkalmazott tevékenységek és az arak kivalasztodnak.

Neumann [1937/1965] - ,hogy tovabbi bonyodalmak elejét vegyiik”, illetve ,,hogy
teljesen szabadon targyalhassuk, idealizalni fogjuk a helyzet tobbi elemét” (160
162. 0.) — felteszi a kovetkezbket.

a) A termelés természeti tényez6i — koztitk a munkaer6 - a felhalmozott t6kéhez, azaz
a termelt eréforrasokhoz képest korlatlan mértékben bévitheték, modelljében ezért csak
a ,miivi”, azaz a termelt er6forrasok jelennek meg. A természeti eréforrasoknak mint
termelési tényezéknek, a munkaerdt kivéve, nincs is koltségvonzatuk.

b) A termelést (a termelési eljarasokat) allandé volumenhozadék jellemzi; véges
szamu (m), additiv, konstans kibocsatasi és raforditasi egyiitthatokkal adott eljaras
koziil lehet valasztani, amelyek szama jellemzéen meghaladja a termékek szamat (n),
vagyis m > n.

¢) Ugyanaz a termék tobb eljarassal is eléallithaté (technikai vilaszték), és vannak
eljarasok, amelyek egyidejiileg tobb terméket dllitanak el (ikertermelés). Valéjaban,
mint latni fogjuk, minden alldeszkozt felhasznald folyamat ikertermeld lesz.

d) A raforditasok nemcsak a termel6fogyasztast tartalmazzak, hanem a felhasz-
nalt munkaeré (munkdsok, alkalmazottak) sziikséges fogyasztdsat is.

e) A sziikséges fogyasztason feliil minden jovedelmet megtakaritanak, és vissza-
forgatnak a termelésbe.

f) Minden eljards idétartama egy idGszak (egy termelési periodus), és a kibocsata-
sok az idészakforduld pillanatdban cserélnek gazdat (iddszakonként egyetlen piac,
nullaidejti forgalmi periédus).
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g) A réforditasokat tehat a teljes id6szakra meg kell elélegezni (egyperiodusii toke-
megtériilés).

Barmennyire is elvont elméleti modellrél van sz6, nem art tovabbgondolni a fenti
feltevések kovetkezményeit. Figyeljiink fel példaul arra, hogy a termelési folyamatok
egyperiodust hosszanak feltevése valojaban helyettesithet6 lenne az idészakonként
egyetlen cserealkalom (piac) feltevésével! Neumann pedig maga is jelzi, hogy az egy-
peridédusu termelési folyamatok feltevése azzal jar, hogy azokat az eljarasokat, ame-
lyek ennél hosszabb id6t igényelnek, megfeleld félkész termékek és azokra épiilé elja-
rasok bevezetésével idészakokra kell bontani.

Kiilonosen figyelemre méltd, ahogyan Neumann a tobb iddszakon keresztiil hasz-
nalhato, fokozatosan elavul6 dlléeszkozoket kezeli. Az elavulds mértéke (kora) sze-
rint megkiilonboézteti mind az alldeszkozfajtakat, mind az adott alldeszkoz eltérd
koru valtozatait igényl6 eljarasokat. Ezaltal modelljében az alléeszkozok ugyanugy
viselkednek, mint a forgdeszkozok: egy id6szak alatt mindegyikiik teljesen ,,elhasz-
nalédik”. Az ilyen abrazolasi mdd, szemben a szokdsos amortizacids ratdkon ala-
pulé megkozelitéssel, lehetdvé teszi, hogy megkiilonboztessitk egymastol az 4llo-
eszkozok fizikai és gazdasagi élettartamat, és ami még fontosabb, elméletileg kielé-
gité mdédon elemezziik az alldeszkozok fizikai és erkolcesi (gazdasagi) elavuldsdt és az
utobbit visszatiikrozé értékcsokkenést.

Amirél Neumann-ndl ugyan nincs sz6, de a fenti feltevések miatt csak készletezhetd
javak szerepelhetnek a termékek kozott. Egy adott iddszak kibocsatasai ugyanis csak a
kovetkezd idGszakban hasznalhatok fel. A kibocsatasok tehat a kovetkezé iddszakban fel-
hasznalhato javak készletei formajaban jelennek meg. Szolgdltato tevékenységek, amelyek
kibocsatasai nem tarolhatok (termelésiik és felhasznalasuk egybeesik), emiatt nem szere-
pelhetnek explicit mddon a modellben. Mindez egyrészt dallomdnyszemléletet kolcsonoz a
modellnek, masrészt azt jelenti, hogy a szolgaltatdsok csak raforditasaikon keresztiil jele-
nithet6k meg a modellben (erre mutat példat Neumann a munkaerd-szolgaltatas eseté-
ben, amelyet csak az tjratermelését biztosito fogyasztas képvisel modelljében). Végezetiil
nyilvanvalé, hogy Neumann modelljének szemlélete jellegét tekintve mikrookonémiai,
ugyanis makrookonomiai aggregatumok helyett olyan (homogén) termékeket feltételez,
amelyek mennyisége természetes mértékegységben adott.

A fenti feltevések alapjan Neumann egy olyan gazdasagot vizsgalt, amelyben nincs
muszaki haladas, nem valtoznak a fogyasztasi szokasok, és mindezek kovetkezté-
ben az egyszer kialakult egyensiilyi termelési szerkezet és drardnyok id6ben véltozat-
lannak feltételezhetok. Vagyis feltehetd, hogy egyensuly esetén a termékek kibocsa-
tasa és felhasznaldsa az egyik idészakrdl a masikra azonos (o > 0) aranyban valto-
zik: egyenletesen nd, stagnal vagy csokken, attdl fliggden, hogy a nagyobb, egyenld
vagy kisebb egynél. Az utdbbi kett6 inkabb csak elvi lehetség. Modellje értelmezése
soran ugyanis Neumann implicite mindig novekedést feltételez. Ezért a-t egyensu-
lyi novekedési tényezének szokas nevezni, az o« — 1 novekedési iitemet pedig p-val
fogjuk jelolni, ahol tehat o =1 + p.

Az egyensulyi drak valtozasanak sincs oka a fenti feltevések esetén, feltehet-
jik tehat, hogy - a mindenkori jelen idére vonatkozd — névieges értékeik (p)
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ugyanakkorak. Az egyensulyi drrendszer részét képezi az egyensiilyi kamattényezé
(8 > 0) is, amellyel a kiilonb6z6 id6szakok arait kozos jelenértékre (azonos id6-
szaki értékre) lehet diszkontdlni. Igy példdul az i-edik termék (t + 1)-edik idszaki
p, értéke a t-edik idészakra visszaszdmitva 3p, lesz. Az egyensulyi kamatratat 7-vel
fogjuk jelolni, ahol tehat 3 =1 + 7.

Neumann modelljének réforditési egyiitthatéit A = (4,) nemnegativ métrixszal
jeloljik. A tet6s ékezettel, amit Neumann nem hasznalt, azt hangsulyozzuk, hogy az
egyes eljarasokban alkalmazott munkaer6 Gjratermeléséhez sziikséges fogyasztast
is tartalmazo, ugynevezett teljes korii raforditasi egytitthatokrol van szd. A kibo-
csatdsi egyiitthatokat K = (k) matrixszal fogjuk jelolni, amelyek Neumann feltevése
szerint ugyancsak nemnegativak. Neumann - és Neumann nyoman az idevago iro-
dalom - B-vel jeloli a kibocsatasi egyiitthatok matrixat, amit a Leontief-féle dinami-
kus input-output modellekben a beruhdzasi egytiitthatok matrixanak jel6lésére szo-
kas hasznalni. Az utébbinak elényt adva, hasznalunk B helyett K szimboélumot a
Neumann-modell esetében.

Az egymassal két id6szakot 0sszekotd, intertempordlis termékmérlegek irjak le az
egyensuly naturdlis feltételeit (nem lehet felhasznalni tobbet az el6z6 idészak kibo-
csatasanal), amelyek az (1) alakot 6ltik:
kox, +k,x, + ... +k, x 2 a@x +ax,+..+ad,x), i=12,..,n (1

1”71 2772

matrixalgebrai jelolésekkel:
Kx > aAx, (1a)

ahol alegalabb félig pozitiv x (> 0) vektor elemei az egyes eljarasok alkalmazasi szint-
jét jelolik az adott, mondjuk t-edik idészakban, ax elemei pedig ugyanezt mutatjak
a kovetkezd, (t + 1)-edik idészakban.

Az egyensilyi drrendszer feltételeit pedig (2) alakban adhatjuk meg:
pik,+pk,+ .+ pk < ﬁ(p1d1j+p2d2].+ o tp dnj), i=12,...,m, )

nonj = n

matrixalgebrai jelolésekkel:
pK < GpA, (2a)

ahol a szintén legalabb félig pozitiv p (> 0) vektor elemei az egyes termékek egy adott,
mondjuk t-edik idGszakbeli arait jelolik, Sp elemei pedig a kovetkezd, (t 4 1)-edik
idészak ugyanakkora arainak a t-edik idGszakra diszkontalt értékeit. Az egyes elja-
rasok egyensulyi arakon vett bevétele tehat nem haladhatja meg ezen arakon sza-
molt, de kamatot is felszamito6 koltségeit. Ez tokéletesen megfelel az egyensilyi drak
szokasos nonprofit feltételének, mint azt rovidesen latni fogjuk.

A feltételekbdl adodoan az egyensulyi megoldasban teljesiilni fognak az egyenlét-
lenségek alabbi lancolataban jelzett gyenge egyenlétlenségek:

apAx < pKx < SpAx.
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Neumann a fenti feltételeket kiegészitette a manapsag mar megszokott médon az
tigynevezett komplementaritdsi kovetelményekkel.' Nevezetesen, ha egyenstilyban az
(1) egyenlétlenség valamely 7 esetén hatdrozott egyenl6tlenség (>) formdjaban teljestil,
akkor p, = 0 sziikségképpen. Olyan melléktermékrol van sz6 ugyanis, amelybél £616s
mennyiség keletkezik, s ezért szabad joszag lesz. Tovabba, ha a (2) egyenlétlenség vala-
mely j esetén hatdrozott egyenl6tlenség (<) formdjaban teljesiil, akkor x, = 0, ugyanis
veszteséges eljarasrol van szo, s ilyet egyenstilyban nem alkalmaznak. A kett6t dsszevon-
tan, matrixalgebrai jelolésekkel, a (3) komplementaritasi lanc formajaban irhatjuk fel:

apAx = pKx = SpAx. @)

A komplementaritasi kovetelménybdl a dijmentes lomtalanitds (free disposal) felte-
vése kovetkezik. A feltételekbdl ugyanis lathatd, hogy a kinalati felesleggel rendel-
kez6 termékek elfekvo készletei, amelyek az idészakfordulokon, feltevés szerint, pil-
lanatok alatt lezajlott csere soran nem talalnak gazdara, nyomtalanul elttinnek. Ezért
van az, hogy minden idészak elején csak az el6z6 iddszak kibocsatdsai jelennek meg
indul6 készletekként. Ez a feltevés teszi lehet6vé nem mellékesen azt is, hogy kikos-
stik: az egyensulyi arak nem lehetnek negativak.

Neumann szamara, kiillonb6z6, elsésorban matematikai okoknal fogva, fontos volt,
hogy a gazdasag ne legyen szétesd, mas szavakkal: reducibilis (vagy dekomponalhato).
Irreducibilis gazdasag esetén pKx (a kibocsatasok osszértéke) és pAx (a raforditasok
oOsszértéke) pozitiv lesz egyensuly esetén, azaz a modell minden lehetséges megoldasa-
ban. Emiatt viszont, mint a (3) egyenlétlenséglanc fennallasabol levezethetd, o = 3, és
kozos értékiik nem mas, mint egyik oldalrdl a (2) feltételt kielégité megoldasok mel-
lett elérhetd legnagyobb béviilési tényezd, masik oldalrél pedig a (3) feltételt kielégitd
megoldasok esetén elérhet6 legkisebb kamatrata (,,garantalt profitrata” — Morishima
[1974]). Az egyensulyi megoldas ily médon az F(p, x) = pr/pr alakban definialt,
Neumann altal profitfiiggvénynek nevezett leképezés nyeregpontja lesz.

Az egyensuly feltételei, mint lathato, csak a x és a p vektorok ardnyait hatarozzak
meg, a szintjiiket nem. Ezeket Neumann a 1x = p1 = 1 megkdtésekkel rogzitette.
Mindezen feltevéseket figyelembe véve, Neumann modelljének matematikai feltéte-
lei az (NO) egyszert format oltik:

x,p=20, a>0, Ix=pl=]1, (NO)
Kx > oAx, (N1)
pK < apA. (N2)

Neumann a szitkségesnél joval er@sebb és kozgazdasagilag indokolhatatlan feltevés-
sel zarta ki a gazdasdg szétesd voltdt, nevezetesen feltette, hogy A + K > 0, azaz

' A komplementaritasi feltevések elészor Zeuthen [1928] dan nyelvli miivében, illetve német nyelven
Zeuthen [1933]-ban jelentek meg. De ugyancsak fellelheté Schlesinger [1933/1934] dolgozatdban is. Nem
kizart, hogy Neumann téliik fiiggetleniil, a matematikai sziikségesség alapjan vezette be a feltételt.
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minden termék részt vesz raforditasként és/vagy kibocsatasként minden eljarasban.
Kemeny-Morgenstern-Thompson [1956] késébb altalanositotta Neumann feltevéseit,
ésaz A + K > 0 feltevés helyébe a gazdasdg szétesd voltdt, reducibilitasat is megen-
gedd 1A > 0 (minden eljarashoz kozvetleniil sziitkség van legaldbb egy termékre) és
K1 > 0 (minden joszag termelhetd) feltevésekkel helyettesitették. (Az utdbbi trivi-
alisan addédik abbol a feltevésbdl, hogy az elsddleges eréforrasokat Neumann eleve
kizarta a modelljébdl, ezért ez a feltevés ndla nem is jelent meg kiilon.) Egyidejiileg
poétlolag eldirtak a pKx > 0 (pozitiv értéktermék) teljesiilését. A tovabbiakban ezekre
Kemeny-Morgenstern-Thompson-feltételekként fogunk utalni.”

Neumann értelmezésében, mint latjuk, a nyereség kamaton feliil jelentkez6 bevé-
teltobbletet jelent. A modell lehetséges interpretacioi megengedik, hogy a kamatldb’
helyett a klasszikus értelemben vett dltaldnos profitratdrdl beszéljiink. A tiszta t6kés
piacgazdasag elméleti modelljében ugyanis a munkaerd Gjratermelésének, azaz a lét-
sziikségleti fogyasztasnak a koltsége munkabérként értelmezhetd, és ekkor a kamat-
lab egyértelmtien megfeleltethetd az ,,id6tlen” klasszikus elemzésekben megjelend
egyensulyi profitratanak. Egy minden tobbletet felhalmozé (luxusfogyasztast nem
megengedd), pénziigyi bonyodalmaktdl (arbitrazstél) mentes gazdasag esetén ter-
meészetes feltenni, hogy staciondrius egyensulyban a kamatlab megegyezik az altala-
nos (az elérhetd legnagyobb) profitrataval.

Neumann-modell Leontief-technolégiaval - fabdl vaskarika

Mint azt a bevezetében mar jeleztiik, bizonyos matematikai hasonlésagok folytan a
zart, stacionarius Leontief-modellt, amely esetén az egyensuly feltételeit az

x,p=0,aa>0,1x=pl =1, (LO)
X = 0Ax, (L1)
p=apA (L2)

? Kevesen figyeltek fel arra, hogy a nevezett szerzék ezekkel a litszolag artalmatlan és matemati-
kai szempontbol teljesen kézenfekvének tling feltevésekkel valdjaban meg is mésitottdk Neumann
modelljének kozgazdasagi tartalmat. A reducibilis Neumann-féle modell latszdlag érdekes 4j utakat
nyitott meg az elemzések szamara. Reducibilis gazdasagokban ugyanis alternativ névekedési titemt
egyenstlyi palyak létezhetnek. Am ezeknek az eredményeknek nincs kiiléndsebb kézgazdasigi hasz-
nuk, mivel megmutathatd, hogy kozgazdasagi szempontbol csak a legnagyobb névekedési titemt meg-
oldas tarthat szamot érdeklédére (1asd Bromek [1974], Zalai [2011], [2012]). Mas megoldasokban a
munkaerd Ujratermelésének koltsége, a munkaerd ara ugyanis nulla lesz.

* Smith 6ta ismert és sokak 4ltal kutatott kozgazdasigtani téma, hogy a kiilonb6z6 idépontokban
megjelend koltségek (és hasznok) kozotti atvaltasi lehetdségek erételjesen kihatnak az intertemporalis
dontésekre. Samuelson [1937] diszkontélt hasznossag modelljének megjelenése 6ta pedig széles korben
elterjedt az a nézet, hogy az intertemporalis dontéseket befolydsold dsszes, elsGsorban pszicholdgiai
motivum kifejezhet6 egy diszkontrataval. Pénziigyi elemzésekben, mint ismert, jellemzéen a kamat-
ldbat alkalmazzak diszkonttényezéként. Valoszin( ilyesmi megfontoldsok inditottdk Neumannt arra,
hogy kamatrdl és ne profitrdl értekezzen.
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alakban irhatjuk fel, szoktak a Neumann-modell sajatos, Leontief-technoldgia ese-
tén kapott, egyszeriibb valtozatanak tekinteni. Olyan Neumann-modellnek tehat,
amely esetén K = E, ahol E az n-ed rendl egységmitrix, és A az input-output
raforditasi egytitthatok egy szintén négyzetes matrixa (nincs sem technikai valasz-
ték, sem ikertermelés).

Az (L1) és az (L2) feltételek egyenléségek formdjaban vald felirasa magyarazatra
szorul, a Neumann-modellben ugyanis ezek gyenge egyenldtlenségek formajat
oltik. Ha azonban Neumann eredeti modelljének megfelelden feltessziik, hogy a
gazdasdg, azaz a jelen esetben az A mitrix irreducibilis, akkor a fenti L-modell
és az azonos paraméterekkel, de gyenge egyenl6tlenségek formajaban felirt Neu-
mann-modell megoldasa valdban megegyezik egymaéssal. A megoldasban ugyanis
a mindkét modell esetén az A matrix dominans sajatértékének reciproka, x és p
pedig az ehhez tartoz6, minden elemében pozitiv jobb és bal oldali sajatvektora
lesz. Az x és a p hatarozott pozitivitasa miatt pedig a gyenge egyenl6tlenségek
mind egyenléségek formajaban teljesiilnek.

Egyaltalan nem lényegtelen azonban, matematikai szempontbdl sem, az irre-
ducibilitds feltevése, amely kulcsszerepet jatszik abban, hogy a két modell meg-
oldésa egybeesik. Csak emiatt mosédnak el a komplementaritasi feladatok és az
egyenletrendszerek megoldasai kozott fenndlld, esetenként matematikai szem-
pontbdl is jelentds kiilonbségek. Neumann maga feltette ugyan, hogy modellje nem
szétesO, de az irodalomban manapsdg Neumann-modellnek tekintett, az eredeti
modell Kemeny-Morgenstern-Thompson-feltételekkel adott valtozata, ezt a felte-
vést megsziintette. Konnyen megmutathatd, hogy reducibilis esetben a Neumann-
modellnek tobb megoldasa is lehet, s ilyenkor nem lesz koztiik szigoruan pozitiv
x és p vektorral rendelkez6 megoldds, ami egy ex post szemléletli Leontief-modell
esetében elvart (bévebben errél lasd Zalai [2011]). Méar emiatt is félrevezet6 lehet
tehat a fenti allitas. Kozgazdasagi szempontbdl azonban ennél joval fontosabb és
athidalhatatlan kiillonbségek vannak Neumann és Leontief modellje kozott, ame-
lyeket révidesen kozelebbrdl kifejtiink.

El6bb azonban azt a kérdést tessziik fel, hogy tekinthet6-e még egyaltalan
Neumann-modellnek egy ilyen, Leontief-technoldgiat feltételez6 valtozat. A valaszt
megel6legezziik: nem, mert egy input-output modellel adott technologia feltétele-
zése olyan fontos és elengedhetetlen jellemzGit6l fosztja meg a Neumann-modellt,
amely teljesen elidegeniti Neumann eredeti feltevéseitél. Nézziik meg sorjaban
kozelebbrél ezeket!

Itt van mindjart a technoldgiai valaszték lehetsége, ami elengedhetetlen kelléke
Neumann eredeti modelljének, hiszen éppen a koztiik vald valasztas és az egyensulyi
drrendszer kivalasztasa kozotti kolcsonos dsszefiiggést elemzi modelljében. Am ez
nem csak ezért volt fontos a szamara. Ez, az ikertermelés lehet6ségének feltevésével
egyiitt, teszi lehetévé az alldeszkozok technikai és erkolcesi elavulasanak, gazdasagi
értékcsokkenésének endogén meghatarozasat, aminek ilyen médon val6 dbrazolasat
Neumann szintén hangsulyozta. Ezért nem kellett neki bajlodnia a fizikai élettar-
tam problémajaval, ugyanis joggal feltehet6, hogy romlé termelékenységiik kovet-
keztében az alldeszkozok el6bb tonkremennek gazdasagi, mint fizikai értelemben.
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Hasonl6 okbdl elengedhetetlen Neumann modelljében, hogy fennalljon az iker-
termelés lehetésége. Egy alloeszkoz ugyanis tobb idészakon at hasznalhato, és a
hasznalt alldeszkoz ugyanugy az 6t felhasznald tevékenység kibocsatasa lesz - mint a
termelés céljat képzd £6 termék, annak mintegy mellék-, azaz ikerterméke lesz. Ami
legalabb ilyen fontos: csak az ikertermelés lehetGsége legitimalja az egyontett egy
id6szakos termelési és tokemegtériilési periddus feltevését. Ez teszi ugyanis lehetévé,
hogy az egy idészakndl hosszabb termelési folyamatokat, kiilonb6z6 késziiltségi
foku félkész termékek (koztiik befejezetlen beruhazasok!) bevezetése révén, egype-
riddusu részfolyamatokra bontsa. S akkor még nem beszéltiink arrdl, hogy a modell
mikrookonoémiai szemlélete miatt sem lett volna helyes az egyiittes termelés jelleg-
zetes eseteit kizdrnia a modelljébdl.

Ennyi is elég ahhoz, hogy barki beldssa, egy Leontief technolégiat feltételezo, for-
mai, matematikai szempontbol azzal megegyezé Neumann-modell nem tekinthetd
valédi, Neumann eredeti feltevéseit és értelmezéseit kielégité Neumann-modell-
nek. Ezért a tovabbiakban ezt a valtozatot egyszertien csak Neumann-jellegii, kvizi
modellnek fogjuk nevezni. Persze, felvethetné valaki, hogy felejtsiik el Neumann fel-
tevéseit és értelmezéseit, csak a modell matematikai formajat és az irreducibilitas
feltevését fogadjuk el, s tekintsiik ezekkel adottnak a Neumann-modell definicio-
jat. Nem az els6 eset lenne a kozgazdasagtan torténetében, hogy befolyasos utédok
eredeti kozegébdl kiragadva és értelmezésétél megfosztva megmasitjak és lecsu-
paszitjak neves el6deik fogalmait és elemzéseit. Mi azonban ragaszkodunk Neu-
mann eredeti modelljéhez, és ezért joggal mondhatjuk, hogy egy Neumann-modell
Leontief-technolédgiaval fabol vaskarika.

De vajon tekinthet6-e az L-modell valédi Leontief-modellnek, és milyen feltevések
mellett? Ennek a kérdésnek a megvalaszoldsahoz at kell tekintentink a Leontief-féle
input-output modellek kialakuldsanak torténetét, és azon beliill is mindenekel6tt a
zart input-output modellek genezisét. Neumann és Leontief felfogasaban és modell-
jeik indittatasaban levé kiilonbségeket csak akkor fogjuk vilagosan megérteni, ha
»keletkezésiiktdl kezdve szemléljiik a dolgokat” (Arisztotelész: Politika).

Leontief két korai, zart input-output modellje

Mindenekel6tt arra hivjuk fel a figyelmet, hogy Leontief egész munkdassagaban
kiemelt fontossagot kapott az empiria, a gyakorlati alkalmazas lehetdsége. Mar
csak ennek alapjan is joggal feltehetnénk, hogy az input-output modell kidolgo-
zasa soran is ezek a célok inspiraltak. Ezt erdsiti meg az az ismert tény is, hogy
- kiilonosen 1925-ig, amikor elhagyta a Szovjetuniot — Leontief szoros figyelemmel
kisérte az orosz statisztikusok munkait, amelyek eredményeképpen megsziiletett
az els6 nemzetgazdasdagi mérleg. Ezekrdl a munkalatokrol szamolt be a Planovoje
Hozjajsztvoban megjelent cikkében (Leontyev [1925]). Németorszagi doktori tanul-
manyai soran megszerezte az ehhez a sziikséges elméleti alapokat is. Az 1928-
ban megvédett értekezésének cime — A gazdasag mint vérkeringés — nyilvanvalo
utalds Quesnay Tableau Economique-jara, amelyre, a marxi tjratermelési sémak
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mellett, a szovjet nemzetgazdasagi mérlegek atyja, Popov is utal torténelmi eléz-
ményként (Popov [1926]). Az 1936-ban és 1937-ben kozreadott uttord cikkeiben
Leontief, Quesnay mellett, mar az altalanos egyensulyelmélet empirikus alkalma-
zasaként mutatja be az input-output modelljén nyugvé komparativ statikai elem-
zését (Leontief [1936] és [1937]).

Leontief els§ input-output modellje az Egyesiilt Allamok gazdaséganak zdrt, dga-
zatok kozotti (interindustrial) mérlegén alapult, amelyek - az orosz/szovjet tablaza-
tokra emlékezteté modon - a kiilonboz6 agazatok (industries) adott idészaki kibo-
csatasat és azok elosztasat abrazoljak. Emiatt az agazatok beszerzései jellemzéen
nem egyeznek meg a raforditdsokkal, azaz az adott idészaki felhasznalasaikkal.
(Ebbdl adéddan az egyik fogas kérdés, amit Leontiefnek meg kellett oldania, a rafor-
ditasi egytitthatok becslése volt!) A mérlegek elemzése ugyanakkor, szemben a szov-
jet gyakorlattal, nala mar elméletileg megalapozott, vdltozatlan rdforditdsi egyiitt-
hatok feltételezésén nyugvo input-output volumen- és armodelleken nyugodott.
Gondolatkeretének Marxhoz és a klasszikus kozgazdaszokhoz visszanyulé gyoke-
reire utal, hogy a produktiv — ahogy 6 nevezi: ,iizleti” — agazatok (1-t6l n-ig) mellett
6nalld, (n + 1)-edik dgazatként megjelenik a hdztartdsok dgazata is, amit ugyan-
olyan médon kezelt, mint barmely mas agazatot.

A haztartdsok agazata kiilonb6z6 munka-, téke- és vallalkozoi szolgdltatdso-
kat dllit eld, és ezek koltsége adja meg az tizleti dgazatok termelési értékének
hozzdadottérték-6sszetevojét. A haztartasi agazat kiadasat pedig az tizleti agaza-
tok kibocsatasanak fogyasztasi célu beszerzése jelenti. Leontief nem tért ki arra,
hogy van-e, lehet-e a haztartdsi d4gazatnak felhasznalasa a sajat kibocsatasabodl,
azaz keletkezhet-e ott is hozzdadott érték. A sajat felhaszndlast ugyanis minden
agazatban figyelmen kiviil hagyta, és csak az agazati nettd kibocsatasokat abra-
zolta mind az agazatok kozotti mérlegekben, mind a rajuk épiilé modellekben.
Megjegyzéseibdl azonban kideriil, hogy az 6sszes hozzdadott értéket tekintette a
nemzeti jovedelemnek, ez arra utal, hogy a haztartasi tevékenységeket, a klasszi-
kus felfogasnak megfelelden, improduktivnak.

Még egy fontos megjegyzés. Az altalanos egyensulyelmélet szokdsos felfogasa-
ban nemcsak a fogyasztas, de a felhalmozas is a haztartasi dontések korébe tartozik.
Leontief itt felemas és kovetkezetlen megoldast alkalmazott. A haztartdsok agazata
- mint jeleztiik - munkaerd-, téke- és egyéb vallalkozoi szolgaltatasokat nyujt az tizleti
agazatoknak. Ezek bevételébdl azonban csak a sajat fogyasztasat, a munkaerd szol-
galtatasanak koltségét finanszirozza. A t6keszolgaltatasokat létrehozé beruhazasok
raforditasai a produktiv dgazatok beszerzései kozott jelennek meg. Modelljében emi-
att — makrogazdasagi szinten — a megtakaritas igazodik a beruhazashoz.

Leontief [1936] és [1937] cikkeiben két, komparativ statikai elemzésre alkalmas
altalanos egyensulyi modellt mutatott be. Egy pusztan elméleti jellegiit (egyszert
yjratermelést feltételezd) és egy gyakorlati alkalmazasra alkalmas modellt, aminek
elemzése masodik cikkében meg is jelent. Mint mar emlitettiik, az elemzés alapjaul
szolgald nemzetgazdasagi mérleg a kiilonboz6 agazatok adott id6szaki kibocsatasat
és azok elosztasat abrazolta zart formaban, és maguk a modellek is zart input-output
modellek voltak. A kiindulo statisztikai mérleg sémajat a 2. tabldzatban lathatjuk.
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2. tablazat
Leontief korai zart input-output modelljének statisztikai hatterét képezé agazati
kibocsatasok és felhaszndlasok tabldzata

Felhasznalok Osszes
Kibocsatok X kibocsétés
1. 4gazat  2.4gazat ... j.dgazat ... n.dgazat .(n+1).agazat| (bevétel)

1' égazat 0 plx12 Plxlj plxln E Plxl,n+1 plxl

2‘ égazat p2x21 0 p2x2j prZVt E p2'x2, n+1 prZ

i. dgazat P, P, P PRy P J

n. égazat pn‘xnl pnxnz pn'xnj 0 i panl n+1 pnxn
(n+1)'égazat Pn+lxn+l,l pﬂ+1xn+l,2 pn+1xn+l,}' pn+1'xn+l,n5 0 Pn+lxn+l
OSSZkiadéS Zpi'xil Zpi'xﬂ Zpl'xt] Zpi'xin E Zpixi,n+1

A tdblazatban x, az i-edik dgazat kibocsdtdsdt, x, az i-edik dgazat kibocsdtdsdbol a
j-edik agazat altal beszerzett mennyiségét, p, pedig az i-edik agazat kibocsatasanak
egységarat jeloli. Mar jeleztiik, Leontief az dgazatok kibocsatasat — a mai gyakorlat-
tol eltéréen - ,,nett6” mdédon abrazolja: kisz{iri bel6le a sajat dgazaton beliili felhasz-
nalast, vagyis csak az dgazatok kozotti cseréket dbrazolja. Emiatt a tabldzat féatloja-
ban mindenhol nulla szerepel (x, = 0).

A tablazat oszlopai, hangsulyozzuk, nem az dgazati (nett6) kibocsatdsok értékét
meghatarozé raforditasokat (koltségeket) tartalmazzak, hanem az dgazatok beszer-
zéseit (kiadésait). A kibocsatasok dsszértékének (az dsszbevételnek), azaz az utolsd

oszlop 0sszegének (Zl pix,.), a mérleg természeténél fogva, természetesen meg kell

egyeznie az Osszkiadas értékével, vagyis az utolso sor dsszegével (Z]’Zi pl.xij). Az

egyes agazatok — példaul a k-adik - esetében azonban a bevétel ( PuX, = Z; kak,-)
jellemzden eltér a kiaddstol (El DXy ) A kibocsatas értékét ugyanakkor egyensuly-

ban - a szokasos elméleti feltevés szerint — az el6allitasahoz sziikséges raforditasok
értéke hatarozza meg. Ezt azonban a tdblazat nem tartalmazza. Leontief tehat azzal a
problémaval szembesiilt, hogy miként lehetne a tabldzat adatai alapjan megbecsiilni
a kibocsatasokhoz sziikséges raforditasokat.

Az adott id6szaki kibocsatashoz sziikséges agazati raforditasoknak és az agazati
beszerzéseknek a teljes 0sszege és Osszetétele is jellemzden eltér egymastdl. Az egyet-
len kivétel az egyszer Gjratermelés absztrakt modellje, amely esetén joggal felte-
hetjiik, hogy a beszerzések és a réforditasok minden idészakban megegyeznek egy-
massal. Nem véletlen tehat, hogy Leontief els6, pusztan didaktikai célokat szolgald
elméleti modelljében egy ilyen, Marx és a klasszikusok altal is el¢szeretettel hasznalt,
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elvont gazdasag Gjratermelésének egyensulyi feltételeit fogalmazta meg. Az elhasz-
nalt termelési eszkozoket és fogyasztasi cikkeket egy ilyen esetben folyamatosan
potolndk, a keletkez6 hozzdadott értéket pedig teljes egészében fogyasztasra fordita-
nak. A 2. tabldzat elemei tehat egyidejlileg mutatnak a raforditasokat és a kiadasokat,
egy adott dgazat sorainak és oszlopainak Osszege megegyezne egymassal. A rafordi-
tasi egyiitthatok meghatarozasa tehat nem iitkozne semmi akadalyba.

A Walras-Cassel-féle korai altaldnos egyensulyi modellek példdjat kovetve, Leontief
is vdltozatlan d, raforditdsi egyiitthatokat feltételezett, amelyeket termelési egyiittha-
toknak nevezett. Az egyszerii tijratermelés naturdlis és értékbeli egyensulyanak fel-
tételeit ezek alapjan - skalaris és matrixalgebrai jelolésekkel egyarant - felirva a (4)
egyenletrendszerhez jutunk:
x,=d,x, +d,x,+..+d X (i=12,...,n+1), 4)

ihn+1"n+1
x = Ax, (L.I1)

ahol a x = (x)) vektor x, eleme az i-edik dgazat kibocsatasat (és egyidejtileg a kibo-
csatd tevékenység alkalmazasi szintjét) jeloli, illetve

Pj:pldlj+p2a~2j+"'+pn+la~n+1,j (j:1>2>“"”+1>’ (5)
pP=PA, (L1.2)

ahol a p vektor p, eleme a j-edik dgazati kibocsitds egységdra (drindexe).

Két rovid megjegyzés:

Az (n+ 1)-ed rendd, a produktivagak mellett a haztartasokat is tartalmazo egytitt-
hatématrixot A = (d,) szimbolummal jel6ltiik, hogy a hullimos ékezettel megkiilon-
boztessiik a csak produktiv agazatokat tartalmazo nyilt Leontief-modellek rafordi-
tasi egyttthatoinak szokasosan A-val jelolt matrixat. (Kés6bb mi is ezt fogjuk hasz-
nalni a k6zonséges termékek egytitthatéibol képzett matrix jelolésére.) A raforditasi
egylitthatok igy képzett matrixanak utols6 oszlopa a sziikséges fogyasztast tartal-
mazza, tehat ugyanugy a teljes korii raforditasi egyiitthatok matrixarol van sz6, mint
Neumann modelljében. A két matrix azonos szimbolummal jel6lése elfedi a tényt,
hogy itt kiterjesztett és nem a Neumann altal hasznélt 0sszevont alakban szerepel.
A teljes kort raforditasi egytitthatok kétféle lehetséges megjelenithetésének és korla-
tozott egyenértékiségének a kérdésére késébb még visszatériink.

A gyakorlatban, természetesen, a kibocsatasok értékben aggregalt volumeninde-
xek lesznek, az drak pedig a bazisarszintekhez viszonyitott indexek. Az igy 6sszealli-
tott tdbldzatban tehdt a p, drak induld értéke rendre 1 lesz, és 4, = x, /x,.

A masodik modelljében Leontief mar figyelembe vette, hogy a termelés szerkezete
id6ben megvaltozhat, s emiatt az egyes agazatok kiaddsa és jovedelme eltérhet egy-
mastdl. Ilyen esetben a 2. tdbldzat oszlopok szerint az agazatok beszerzéseinek, sorok
szerint az dgazatok kibocsatasainak az elosztasat mutatja. Leontief az agazatok 0ssz-

kiadasanak (Z, pl.xik>. és Osszbevételének (p,x,) a killonbségét, amennyiben pozitiv,
beruhdzdsnak, ellenkezd esetben megtakaritdsnak nevezi, eléggé onkényes és félre-
vezetd mddon hasznélva e fogalmakat.
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Leontief tovabbra is felteszi, hogy az agazatok termelési lehetdségei kell6 pontos-
saggal lefrhatk valtozatlannak tekintett raforditasi egyiitthatékkal (d,), mas sza-
vakkal: a technologia leirhat6 a késébb rola elnevezett tipusu termelési fliggvények-
kel. Az egyszeri Gjratermelés esetében ezeket, mint lattuk, kozvetleniil ki lehetett
olvasni a tabldzatbol (@, = x, /x,), mivel az dgazati kiaddsok és a réforditdsok, feltevés
szerint, megegyeztek egymassal. A masodik esetben azonban a tablazat csak az dga-
zatok kiaddsait (beszerzéseit) részletezi. Az agazati raforditasoknak csak az értékosz-
szegét tartalmazza, ami - feltevés szerint — megegyezik a kibocsatas p,x, értékével.
A raforditasok szerkezete dltal meghatarozott termelési egyiitthatok pontos becslé-
séhez tehat nem all rendelkezésre a sziikséges informacid. Az ebbdl keletkez6 ,,gor-
diuszi csomét” Leontief merész feltevéssel vagta ketté. Tovabbra is feltette, hogy az
agazati raforditasok és kiadasok druszerkezete megegyezik egymassal, a véltozatlan-
nak feltételezett 4, egyttthatokkal.

Vezessiik bea A\, =1 + 6, paramétert az sszkiadds és az Gsszbevétel hanyadosa-
nak jel6lésére:

A =149, :prxfj/ijj'

AN\ egyﬁtthatét aj-edik agazat kapacitdsvdltozdsi tényezdjének fogjuk nevezni, mivel
a kibocsatas jovébeli béviilésének (1-nél nagyobb érték), illetve szikiilésének (1-nél
kisebb érték) a lehet8ségére utal. Leontief egyébként ezek reciprokat, b, = 1/), para-
métereket haszndlt ebben a funkcioban, amelyeket — megint csak félrevezeté modon —
beruhdzasi egyiitthatoknak nevezett. Nyilvanval6 ugyanis, hogy csak az 1-nél kisebb
bj érték jelezne boviilést, azaz beruhdzast.

Az egyszer(i Ujratermelés esetében A, = 1 minden j-edik dgazat esetén. Az dgazati
kiadasok, illetve bevételek teljes sszegének mindig meg kell egyezniiik egymassal,
mivel mindkett6 a cellakban szerepld szamok osszege. Ebb6l adéddan, ha a beszerzési
szint barmely dgazat esetén eltér az x; kibocsdtasok altal feltételezett a,x, raforditdsok-
tol, akkor sziikségképpen lesznek 1-nél nagyobb és 1-nél kisebb értéki kapacitasval-
tozasi tényezOk, azaz egyarant lesznek ,,beruhazasok” és ,,megtakaritasok”. Erdemes
ennek kapcsan arra is felhivni a figyelmet, hogy makrogazdasagi szinten csak akkor
beszélhetiink valéban megtakaritasrol, potencilisan béviilé gazdasagrol, ha a haz-
tartasok agazatanak kapacitasvaltozasi tényezdje 1-nél kisebb, azaz kiadasuk kisebb a
bevételiiknél. Ez is jelzi a Leontief altal haszndlt kifejezések félrevezetd voltat.

A fenti merész feltevés mindenesetre lehet6vé tette Leontief szamara, hogy pusz-
tan a 2. tabldzat adataira hagyatkozva szdmszerusitse az d, termelési egyttthatokat.
A feltevés teljesiilése esetén ugyanis a beszerzett inputtényezok volumene (x,) a fenti
A, tényezdk dltal meghatdrozott egyenes ardnyban 4ll az x; kibocsétashoz sziikséges
a,x; raforditisokkal, amibdl x, = \d,x, azaz d, = x,/A\x; kovetkezik. Ebbdl adé-
ddan a A x, mutatdszdmokat olyan feltételezett kibocsatasi szintekként értelmezhet-
jilk, amelyekhez az agazatok a beszerzéseiket méretezték.

Kozbevetjiik, hogy foly6 drakon osszedllitott mérleg esetén, amikor p, = 1 min-
den i-re, az d, raforditdsi egyltthatokat egyszertien megkapjuk a 2. tdbldzatbol. Ezek
nem masok lesznek, mint az oszlopokban szerepl6 értékeknek az oszloposszegekhez
viszonyitott megoszlasi aranyszamai, amelyek tehat 1-re 6sszegzédnek. Ugyanigy
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szamitanank ki a raforditasok tablazatok alapjan a raforditasi egytitthatdkat is, ahol
az oszlopdsszegek az dgazati kibocsatdsok (x) lennének. Leontief azonban ekkor még
nem rendelkezett a maiakhoz hasonld, hanem csak olyan ,,agazatok kozotti kapcso-
latok™ mérlegével, amely a kibocsatasok elosztasat részletezi. A mai értelemben vett
4dgazati kapcsolatok mérlegének (AKM) a kézponti eleme — mint ismeretes — mér a
raforditasok tablazata (az Gigynevezett bels6 négyzet).

Az egyszer(i jratermeléstdl tehat a valtozo termelési szerkezetet megengedé méso-
dik eset csak abban tér el, hogy az elsd esetén A, = 1 minden j-re, mig a mdsodik eset-
ben ezek értéke eltérhet 1-t6l. Az elsdt tehat a masodik sajatos esetének tekinthetjiik.
A masodik modell egyensiilyi feltételei is csupan egy adott idészakra vonatkoznak,
tehat intratempordlis és nem intertempordlis feltételek, mint Neumann modelljében.
A termékmérlegek a (6) format oltik:

X =aAX +aANX, . 4d N X (=1,2,...n+ 1) 6)

i1” 1771 2772772 LZn+1""n+1"n+1

Az egyensulyi drak feltételeit pedig a (7) alakban adhatjuk meg:

p;=pya, + Py oot pa, P, G, (G=12,...,n+1). (7)
Osszefoglalva, matrixalgebrai jelolésekkel:

x=A\)x, (L.IL1)
p=PA, (L.IL2)

ahol x = (x) feltevés szerint pozitiv vektor (x, az i-edik dgazat kibocsatasa), p = (pj)
szintén pozitiv vektor (p, a j-edik dgazati kibocsitds dra, illetve drindexe), (A) pedig a
A, tényez8ket tartalmazo6 diagondlis métrix.

Latjuk, hogy mig a naturdlis és az értékbeli egyensuly feltételében szerepl6 egytitt-
hatématrixok az egyszeru Gjratermelés esetén megegyeznek egymassal, a masodik
esetben megsziinik ez a Neumann-modell esetén is latott dualis szimmetria. Az is
lathato, hogy ugynevezett sajatérték-feladatokrol van sz6, amelyek megoldhatdsaga-
nak sziikséges és elégséges feltételei a Perron-Frobenius-féle sajatértéktételek isme-
retében egyszertien adédnak. Nevezetesen:

- ha a megfigyelésekbdl szarmazo valtozok és paraméterek értékei, ahol x és p
pozitiv vektorok, kielégitik az (L2.1) és (L2.2) egyenldségeket, akkor az A(\) és az A
egyiitthatométrixok domindns sajétértéke szitkségképpen 1, x az A(A) matrix domi-
nans sajatértékéhez tartozo jobb oldali, p pedig az A matrix dominéns sajétértékéhez
tartozo bal oldali sajatvektora;

~ ha az A matrix nemnegativ és irreducibilis, A pedig pozitiv vektor, akkor az
(L2.1) és (L2.2) egyenléségeknek akkor és csak akkor létezik nemnegativ x és p meg-
oldasa, ha az A(\) és az A matrixok domindns sajétértéke 1, és ekkor x az A(A) mat-
rix, p pedig az A métrix 1 domindns sajatértékéhez tartozé jobb és bal oldali, hatéro-
zottan pozitiv és aranyaiban egyértelmiien meghatarozott sajatvektora.

Kell8en aggregalt dgazatok esetén az A mitrix jellemz8en pozitiv, vagyis irreduci-
bilis. Felesleges komplikaciok elkeriiléséhez és Leontief kezdetleges zart input-output
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modelljének Neumann eredeti modelljével valé 6sszehasonlitdsahoz a tovabbiakban
nyugodtan feltehetjiik a gazdasdg, azaz az A matrix irreducibilis voltat.

A fenti kovetelmények nyilvanvaléan korlatozzak a paraméterek, A és A elemeinek
feltételezett valtozasat a komparativ statikai elemzés sordn. Az A és az A(\) métrix
dominans sajatértékének ugyanis a valtozdsok utan is 1-nek kell maradnia! Egy elem
tehdt egyediil nem valtozhat, tobb elem egytittes véltozasa esetén pedig legalabb egy-
nek alkalmazkodnia kell a tobbi valtozasahoz.

Erdemes felfigyelni arra is, hogy az elsd esetr8l (A = 1) a masodikra valo 4ttérés egy
ilyen komparativ statikai elemzésként értelmezhetd: mi torténik, ha megvaltoznak a A
vektor bizonyos elemei. Arra kapnank valaszt, hogyan valtozna meg az egyszert tjra-
termelés esetén kialakult allapot a Leontief értelmében vett beruhazdsok és a megta-
karitasok megjelenése kovetkeztében. Ha az A raforditdsi egyiitthatok, azaz a terme-
lékenység valtozatlan marad, akkor az araranyok nem valtoznak meg. Az egyenstlyi
termelési szerkezet, vagyis az x vektor aranyai természetesen megvaltoznanak. Jeloljiik
ezeket x° és x' vektorokkal, és normalizéljuk a két esetben kapott megoldéstap =1 és
az x, = x, megkotésekkel! A hozzdadott érték (a GDP) tehat valtozatlan maradna. Ha
a hdztartdsok dgazatdban nem valtozna mega A, | kapacitdstényezd, az azt jelentené,
hogy a valtozatlan nagysagi GDP-t tovabbra is teljes egészében fogyasztasra koltenék.
A haztartasoknak tehat tovabbra sem lenne megtakaritasuk, holott Leontief értelme-
zése szerint van beruhdzas egyes agazatokban és megtakaritds masokban. Ez is jelzi a
beruhdzas és a megtakaritas fogalmanak sajatos hasznalatat.

Kisérlet Leontief korai zart modelljének stacionarius
kiterjesztésére

Mar az eddigi példak is mutattak, hogy Leontief modelljének kozgazdasagi tartalma
koriil nincs minden rendben, és az adatok csak egyetlen idészak (év) termelésének
elosztasat részletezik. Az egyszer(i Ujratermelés esetében ezek az elméleti és adatbeli
hidnyossagok nem érdekesek, elegenddk a feltételezett staciondrius egyensuly jellem-
zésére. Az altalanos eset modellje mogott azonban nincsenek vilagos elméleti felte-
vések. Miféle egyensulyrdl lehetne egyaltalan beszélni ebben az esetben?

A modellben csak az adott idGszak intratemporalis feltételei jelennek meg. A kereslet
és kindlat a feltevés szerint pontosan fedezi egymast (az adott id6szakban!), tehat elfogad-
hato feltevés, hogy az arakat a koltségek hatarozzak meg. De mi torténik a megvasarolt
termékek azon részével, amelyeket nem hasznalnak fel az adott id6szakban, illetve hon-
nan potoljak azokat, amelyekbél az adott id6szakban sziikséges raforditasoknal keveseb-
bet vesznek csak meg? Ha tehat egyaltalan lehet valamiféle egyenstlyrdl beszélni, akkor
csak statikus vagy Marshall-féle id6leges (temporary) versenyz6i egyensulyrol lehet szo.
Leontief tehat megalapozatlanul értelmezi a ,dinamikai feltételek” figyelembevétele-
ként azt, hogy bevezeti a modellbe a valtozas lehetGségét, és legalabbis szokatlan, hogy a
modelljével végzett komparativ statikai elemzést staciondriusnak nevezi.

A bevételek és a kiadasok eltérése esetleg értelmezhet6 lenne egyszertien tigy, mint
korabban kialakult egyensulytalansagok korrekcidja. Am a modellben egyaltaldn
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nem jelenik meg semmiféle kapcsolat sem a megel6z6, sem a kovetkez6 id6szakok-
kal. Nincs benne semmi utalds a t6kelekotést megtestesitd forgo- vagy alldeszkoz-
készletekre, azok beruhézasokkal dsszefiiggd iddbeli valtozdsara. Igy azutédn explicit
formaban nem jelenik meg benne, tékelekotés, t6kehozam, kamatlab stb., amelyek
nemcsak a dinamika, de az egyensulyi arak meghatarozasanak is elengedhetetlen
kellékei. Hogyan kell, illetve lehet értelmezni egyéltaldn a feltételezett A x; kibocsd-
tasokat, amelyekhez az dgazatok a beszerzéseiket méretezték? Mikor fognak azok
megvalésulni? Egy id6észak, két idészak mulva?

A hidnyossagok igen szembettinden jelennek meg a beruhdzdsok és a megtakarita-
sok értelmezésében - és mindenekel6tt a haztartasok kezelésében —, amelyek dsszes-
sége nem pusztan végsd fogyasztd, hanem masok altal megvasarolt szolgaltatasokat
kibocsat6 agazat is (mint az lizleti dgazatok). Ugyanakkor Leontief modelljében csak
a személyes fogyasztas céljara vasarolnak termékeket és szolgaltatasokat. Beruhazast
csak az tzleti, a termel6agak valdsithatnak meg, amelyek valamilyen, a modellben
nem részletezett transzferek révén megkapjak a haztartasok - ha van nekik egyal-
talan -, illetve egymas megtakaritasait. Nem tisztazott az sem, hogy mi vezérli az
tizleti agazatok beruhdzasi, megtakaritdsi dontését.

Kiilonosen nehezen értelmezhetd a haztartasok altal nyujtott vegyes (munkaerd- és
toke-) szolgaltatas ,fizikai” megjelenése és mértékegysége, amelybdl — a modell feltevé-
sei szerint — akar ,készletek” is képezhetSk. Ha ugyanis egy ,,iizleti” agazat beruhazasa
pozitiv, az azt jelenti, hogy minden kibocsatasbdl, igy a haztartasok szolgaltatasaibol is
tobbet vasarol, mint amennyit az adott idészakban felhasznal, vagyis atviszi a kovetkezd
idészakba! Megtakaritds esetén pedig, amikor a folyd beszerzés kisebb, mint az adott
iddszaki kibocsatas raforditasa, annak fedezete csak az el6z6 id6szakrol athozott készle-
tek lehetnek. A sort még folytathatnank, de ennyi béven elég ahhoz, hogy megéllapitsuk,
Leontief modelljét nem tekinthetjitk masnak, mint a dinamikus input-output modell
megfogalmazasara iranyuld els6, nem igazan sikeres kisérletnek, ami természetesen — a
késdbbi fejlemények fényében — nem csokkenti Leontief érdemeit.

Nézzitk meg, hogyan lehetne pdtolni a jelzett elméleti hidnyossagokat, és a fenti
modellbél kiindulva egy szabatosabb elméleti modellhez jutni! Vezessiink be min-
denekel6tt dinamikét megjelenitd, intertemporilis feltételeket a modellbe! Espedig
azzal az id6leges egyensulyi feltevéssel, hogy a A x; kibocsdtdsok a kovetkezd id6-
szak elérejelzett termelési szintjei, ezekhez méretezték az agazatok a beszerzéseiket.
Vezessiik be az idészakra utal6 indexeket, és tegyiik fel tehat, hogy (\)x, =x, , |, azaz
0)x, = Ax, = x,, | — X, ahol x, a t-edik id6szak, x, , , a (t + 1)-edik id6szak kibo-
csatdsa, § = (6,) a kibocsatdsi szint valtozdsanak eldrejelzett {iteme. Leontief statikus
vagy inkabb iddlegesnek mondhat6é mérlegegyensulyi Osszefliggését ezzel egy tobb
id6szakon ativeld folyamatba, novekedési palyaba helyezhetjiik:

x, = Ax, + AAx, = Ax, + A(x,,, — x) = Ax, , . 8)

t+1

Erdemes kozbevetSleg megjegyezni, hogy a fenti x, = Ax, + AAXx, intertemporalis
forma lesz majd a zart, tetszéleges hossziisdgii termelési periédust, de egyperiddusii
beruhdzasbeérést feltételez dinamikus Leontief-modellek naturalis egyensulyi felté-
telének matematikai alakja is. Azzal a fontos kiilonbséggel, hogy Ax, szorzéja ott mar
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a tékelekotési (beruhazasi) egyiitthatok matrixa lesz. Egy termelési periddus esetén az
utobbi megegyezne az ugynevezett teljes korii, folyo rdforditdsi egyiitthatok matrixaval,
amely az elhasznalt alldeszkozok potlasdhoz és a munkaerd ujratermeléséhez szitksé-
ges raforditasokat is tartalmazza a felhasznalt anyagok mellett.

A kapott (8) Osszefiiggések tovabbi kiegészits feltevésekre és azokon nyugvod
magyarazatra szorulnak ahhoz, hogy elfogadhaté kozgazdasagi értelmezést adhas-
sunk nekik. Lassuk be, mindenekel6tt, hogy a t-edik idészak kibocsatasanak (x,) és a
(t + 1)-edik idészak réforditdsanak (Ax,, ) egyenlSsége csak akkor lesz az egyensuly
sziikséges feltétele, ha a termelés — mint Neumann modelljében — minden agazat ese-
tében egyontetiien egyperiddusi. Ehhez viszont fel kellene tenni, hogy a modellben
csak olyan agazatok szerepelnek, amelyek , készletezhet6” termékeket bocsatanak ki,
mint — megint csak - Neumann modelljében. A szolgéltatasok és a szolgaltato agaza-
tok lehetséges kezelésének kérdésére rovidesen visszatériink.

Lassuk be azt is, hogy a (8) egyenletrendszer 6nmagaban még egy lezaratlan,
csonka modell! A valtozok (x, és x, . ) szdma ugyanis 2, az egyenletek szdma pedig
minddssze n. Ahhoz, hogy egyértelml megoldast feltételezhessiink, a valtozdk és
egyenletek szamanak meg kell egyeznie, tehat sztikiteni kell a vdltozok szamat és/
vagy novelni az egyenletek szamat. (A két lehetéség gyakran ugyanahhoz az ered-
ményhez vezet.) Leontief, mint lattuk, voltaképpen az x, , | = (A)x, kiegészité felté-
tellel érte ezt el, ahol A elemei ismert paraméterek (ezek segitségével becsiilte meg a
raforditasi egytitthatokat). Ett6l a feltevéstdl valt modellje — ugyan kérdéses elméleti
megalapozottsagu, de mindenesetre — komparativ statikai elemzésre alkalmas, leg-
alabbis annak latszo, statikus, illetve idéleges egyensulyi modellé.

Ahhoz azonban, hogy az x, = Ax, | intertemporélis mérlegegyenleg valoban
dinamikus tartalmat nyerjen, ezt a két idészak kozotti kapcsolatot be kellene tud-
nunk helyezni egymast kovetd idészakok hosszabb, 6sszefiiggd lancolataba. Két
ismert lehetdség kinalkozik erre. Az egyiket a véges id6horizontot feltételez6 opti-
malis novekedési palya elemzése kinalja, amelyben a kiils6 (exogén) feltételek kozott
szerepelhet példdul az induldkészletek allomanya, illetve egy tavlati cél, példaul a
maximalizalandé zardkészletek kivanatos strukturdja. A masik lehetdséget egy vég-
telen id6horizontu stacionarius novekedési palya elemzése kindlja, amit Neumann
vélasztott. Az Gigynevezett autdpdlya- (turnpike) tételekbl* azéta mér tudjuk, hogy
ez a két lehetdség voltaképpen nem is nagyon kiilonbozik egymastol, mert kellen
hosszu, véges id6szak kijelolése esetén az optimalis novekedési palya a vizsgalt id6-
szakban rajta van a stacionarius novekedési palyan, vagy igen kozel all hozza.

Mivel az ut6bbi technikailag egyszertibb, ezért célszert ebben is Neumann példa-
jat kovetni. Legyen tehdt a kiegészitd feltétel x, | = ax,. Ezzel kiegészitve a (8) felté-
telt, az x, | valtozokat és az id6 t indexét elhagyhatjuk. Ennek eredményeképpen az

x=aAx= (1 + §)Ax (LN.L1)

homogén egyenletrendszerhez jutunk, ami formai szempontbdl pontosan megfelel
az (L1) - a Leontief-technologiat és szigoru egyenl6ségekkel felirt, Neumann-jellegti

* Lasd példaul McKenzie [1976] az 1970-es évek elsé feléig elért eredményeket dsszefoglalé cikkét.
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modell naturalis egyensulyi - feltételének. Innen mar - a Neumann-modell feltevé-
seit és felépitését kovetve — egyenes ut vezet az (L2)-nek megfeleld dudlis feltételhez.

p = apA = (1+ §)pA. (LN.L.2)

Ugy tiinik fel tehat, hogy Leontief zart statikus modelljét dinamizalva eljutottunk
egy olyan stacionarius modellhez, amely a Neumann-modell sajatos esetének tekint-
hetd, legfeljebb a raforditasi egyiitthatok métrixainak (A, illetve A) meghatarozésa-
ban van kéztiik kiilonbség. Am korai az 6rom. Kozgazdasdgi szempontbdl ugyanis
nehezen athidalhato kiilonbségek vannak a két modell kozott, kiilondsen a munka-
erd és fogyasztasanak, valamint a t6kelekotés abrazolasa tekintetében. Nézzitk meg
ezeket kozelebbrol!

Allomény versus folyam, a munkaerd- és a tékeszolgdltatdsok
abrazolasa

A dinamikus elemzést mindenekel6tt a gazdasagi folyamatok idébeli abrazolasa
ktilonbozteti meg a statikus modellektél. A statikus modellek jellemzé valtozdi egy
adott idészak termelését és felhasznalasat 6sszevontan leird folyam (flow) jellegii
mutatészamok, jellemz6 Osszefiiggései pedig intratemporalis egyensulyi feltételek,
amelyekben az allomanyok is ,folyamositva”, készletvaltozas vagy készletvaltozas-
hoz vezet6 folyd tevékenységek (példaul felhalmozas) alakjaban jelennek meg. Ilyen
tipust mutatdszamok szerepeltek a termelést és felhaszndlast részletez6 nemzetgaz-
dasagi mérlegekben is, és ilyenekre épiilt még az - elvben a dinamika iranyaban
atalakitott — (LN.I) input-output modell is.

A dinamikus modellek jellemzé&i ezzel szemben az egyes iddszakok folyamatai-
nak intenzitasat korlatozé erdforrdsok id6szak eleji vagy az id6szakra jellemz6 atla-
gos dllomdnya, a modellek 6sszefiiggései pedig jellemzben az egyes id6szakok mutatoit
Osszekapcsolo intertemporalis egyensulyi feltételek. Jellemzo példdja ennek Neumann
modellje, amely valéjaban a korabbi iddszakok termelésébdl felhalmozott készletek
alakulasat koveti nyomon a kibocsatasokkal. A készletfelhalmozast kikényszerité ok
alapvetGen a termelési periodusok feltételezett, egységesen egy iddszakos hossza, alta-
lanosabban: az idGszakforduldn lezajld egyszeri csere feltevése.

Mint erre felhivtuk a figyelmet, Neumann modelljében emiatt csak készletezhetd
termékek szerepelhetnek, az adott id6szak folyaman eléallitott és egyuttal el is fogyasz-
tott szolgaltatasok kozvetleniil nem jelenhetnek meg benne - legfeljebb csak kozvetve,
a kibocsatasi kapacitasaikat behatarold készletezhet termékek kibocsatasain (alloma-
nyain) keresztiil. J6 példa erre a munkaerd-szolgaltatds, amely csak az adott idészak-
ban foglalkoztatott munkaeré fenntartasahoz sziikséges fogyasztasi cikkek alakjaban,
azok el6z6 idészaki termelésének részeként (abbdl az iddszak elején beszerzett készle-
teken keresztiil) jelenik meg a modellben, mint erre révidesen visszatériink.

Az agazati kapcsolatok mérlegére épiilé input-output modellekben ezzel szem-
ben jellemz6en tobb szolgaltatd agazat is van, nemcsak a munkaeré- és tékeszol-
galtatasokat nyujto haztartasok agazata. Az egységesen egy termelési periodust
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teltételez6 (LN.I) modellben ezek kibocsatdsai explicite nem vehetdk figyelembe.
Neumann ugyanakkor példat mutatott arra, hogyan lehet ilyen folyam jellegti, egy-
idejt szolgaltatast kozvetve, implicit médon figyelembe venni. Mar csak ezért is
érdemes kozelebbrél megvizsgalni a munkaerd- és a tékeszolgaltatasok eltéro keze-
1ési modjat Neumann és Leontief modelljében.

Neumann ebben is kristalytiszta logikaval épitkezik, 6t nem korlatozza az ada-
tok hidnya, mint Leontiefet.” A sziikséges adatok hidnya miatt Leontief egyszeriien
Osszevonta a hozzaadott érték kategdridjaban a két, egymastol merdben eltérd tipusa
szolgaltatast, és dgazatonként rogzitette azok kibocsatashoz viszonyitott hanyadat.
Ez pedig joggal kifogasolhaté megoldas. Kritizalhato f6leg amiatt, hogy egyrészt a
fogyasztas szerkezetével hatarozta meg a két tényez6 egytittes arindexét, masrészt
a fogyasztasi kiadasokhoz viszonyitva hatdrozta meg ,egyiittes realbériiket” (annal
nagyobb az 6sszevont termelési tényez6 ,,realbére”, minél kisebb a fogyasztas ara-
nya a nemzeti jovedelmen beliil).

Egy statikus elemzésben még valamelyest elfogadhatd, hogy semmit sem lehet
tudni sem a termelési, sem a beruhazasi periédusokrodl, sem a tékeelemek ezekkel
részben Osszefiiggd forgasi sebességérdl vagy megtériilési idejérdl. A helyzet azonban
merében megvaltozik, ahogy attériink a dinamikus, egy termelési periddust és emiatt
egyperiodusu t6kemegtériilést feltételez6 (LN.I) modellre.

Neumann a tékeszolgaltatas kezelése kapcsan logikusan abbdl indul ki, hogy
egy termelési periddus esetén az adott idészak termelése érdekében lekotott téke
nem mas, mint az adott kibocsatashoz sziikséges osszes, az el6z6 periédusbol
készletek formajaban atvett, tékeként megeldlegezett raforditas (ami mindig a
kovetkez6 id6szak elején fog megtériilni). Tokéletes verseny feltételei kozott viszont
- koveti Neumann a klasszikus feltevést — egyensulyban a kibocsatas értékének meg
kell egyeznie a termelési koltségekkel, ahol intertemporalis dontések esetén a koltsé-
geket az egyensulyi kamatlabbal k6zos jelen idészakra kell diszkontdlni. Ez jelenik
meg nala az egyensulyi drak feltételében.

Neumann modellje, csak kozvetve ugyan, de példat mutat arra is, hogyan lehet
elméleti szempontbdl elfogadhaté mdédon abrazolni a munkaerd-szolgaltatast egy
termelési periddust és igy készletezhet6 termékeket feltételezé6 modellben. Nézziik
meg ezt kozelebbrél! Valasszuk le mindenekel6tt, Neumann megoldasat kovetve,
a tékeszolgaltatdst a munkaerdrdl! Helyettesitsiik be a hozzaadott értékeknek az
A mitrix utolsé sordban szerepld egyiitthatéi helyébe a munkaerd-felhasznaldsi
egyiitthatok (1, [)) vektorat, ahol /| az ugynevezett improduktiv, a munkaeré tjrater-
meléséhez felhasznalt munkaerd. A valtoztatasok hangsulyozasara jeloljik a haz-
tartasok oszlopaban megjelend, a munkaerd ujratermeléséhez sziikséges rafordi-
tésokat (c, )" vektorral, amely csak utolsé elemében (0 helyett /) tér el a korabbi
x, ., vektortdl. Ennek jelent8ségére még rovidesen visszatériink. Eme helyettesi-

n+1
tések utan az alabbi, a vonatkoz6 irodalombdl jol ismert, a munkaerd ujratermé-

i

sének feltételeivel kibSvitett, A input-output egyiitthatémaétrixot kapjuk, amely

* ... az alldeszkozszamlék vizsgalata ... ilyen értelmi »tdkeelszamolds« 1j kdzgazdasdgi probléméak

egész sorat vetné fel, mint példaul az értékcsokkenés, a készletek értékelése stb.” (Leontief [1936] 110. o.)
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csak az utolsé sordban, de tartalmaban jelentdsen eltér a Leontief altal bevezetett
A egyiitthatométrixtol:

A ¢
11

0

-

Az A matrixban szereplé A részmatrix nem mds, mint a nyilt, csak termelé4dga-
zatokat tartalmazé input-output modell raforditasi egyiitthatéinak matrixa, mint
annak megjelenését elére jeleztiik. Mar tobb helyiitt részletesen megmutattuk, hogy
egyaltalan nem mindegy, hogy miként vessziik figyelembe az improduktiv mun-
kaerdt és annak szlikséges fogyasztasat (példaul Zalai [1987], [2012]). Szinte min-
den ismert elemzés kibdvitett formaju egyiitthatdmatrixot hasznal, amely esetén az
egy termelési periodust feltételezé modell egyensulyi feltételei az (9) és (10) lesznek:

X=o0Ax, azaz x=aAx+cl), L =alx+I1]), ©)

p=apA, azaz p=oapA+wl), w=alpc+wl), (10)

ahol X és paz n + 1 elem kibocsatasi és arvektort jeloli, x és p azok produktiv dgaza-
tokra vonatkoz6 elsé n elemét, [ (azaz x, . ) az adott idszakban djratermelt (de csak
a kovetkezd iddszak elején kibocsatott!) munkaeré mennyisége, w pedig az egység-
nyi munkaeré egyensuly dra, azaz munkabére (p, , | megfelelGje).

Ezek szerint az adott idészakban djratermelt /| munkaerd szolgaltatasai, a tobbi
joszaghoz hasonldan, csak a kovetkezé iddszakban keriilnek értékesitésre. Nem kony-
nyen ugyan, de talalhaté rd magyarazat. A munkaerd Gjratermelése pedig ,,produktiv”,
a kozonséges javakhoz hasonld nyereséges vallalkozasként jelenik meg benne, ami - ha
lehet — még kritikusabb feltevés. Erdemes ennek kapcsdn megjegyezni, hogy az arak
egyensulyi feltételei egyébként megfeleltethetSk a termelési drak Ricardo altal hasznalt
meghatdrozasdnak. O ugyanis feltette, hogy a t6kések utdlag (,,betakaritds utan”) fize-
tik ki a munkasokat, tehat nekik kell megel6legezniiik az adott idészaki fogyasztasuk
koltségét. Ha viszont elhagyjuk a munkaerére vonatkozo feltételekbdl az o szorzot,
vagyis w = pc + wl, akkor a (10) képlet a termelési drak Marx-féle definicidjanak felel-
tetheté meg. Nala ugyanis a t6kések elélegezik meg a munkabéreket, azaz a munkaerd
fogyasztasanak a koltségét (ezt volt nala az tigynevezett vdltozo tdke).

Koénnyen megmutathatd, tovabbra is egy tékemegtériilési periodust feltételezve,
hogy a Marx-, illetve a Ricardo-féle termelési arak aranyai megegyeznek egymassal,
s ha ugyanazt az arszintet vélasztjuk, akkor a Ricardo esetén kapott bérszint éppen a
marxi a-szorosa lesz. Ez — mint Marx és masok feltették — akar ugy is értelmezhetd,
mintha a munkasok is profithoz jutndnak, masképpen fogalmazva: mintha a tékések
atengednék nekik azt a kamatot, amire igényt tartananak akkor, ha ¢k el6legeznék
meg a fogyasztasukat. Tetszet8s, de Ricardo aligha értelmezte volna ezt a munkas-
héztartésok profitjanak, ha felfigyelt volna egyaltaldn erre a lehetséges értelmezésre.’

° A neoklasszikus elmélet, azon beliil is a tokéletes piaci verseny és az emberi toke hivei természe-
tesen 6rommel elfogadjék az egyensulyi bérek ilyen értelmezését. Egy ilyen gazdasdgban mindenki
t6kés a maga modjan! Kis t6kés, nagy tékés — egyre megy.
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Megmutatjuk, hogy Neumann megoldasa valojaban Marx értelmezésének felel
meg. Ez nem véletlen, mert Neumann tanulmanydabol kideriil, hogy a klasszikus
kozgazdaszokhoz hasonléan 6 is ugy képzelte el a gazdasagot, mint olyan, egymas-
sal cserekapcsolatban levé termelSegységek halmazat, amelybe nemcsak a terme-
1ési eszkozok, hanem a munkasok és az alkalmazottak is beletartoznak. Tegyiik fel,
hogy a munkaeré homogén (vagy a termelésben felhasznalt munkaérakat egyen-
értékekre, ,absztrakt munkadrakra” atszamitva abrazoljuk), és hogy a munkaerd
minden munkaérajanak Ujratermeléséhez ugyanakkora - a (c, /)" vektorban sze-
repld - raforditasokra van sziikség. A Neumann-modell raforditasi egyiitthatoinak
A métrixa ekkor Ax + ¢&olalakban felbonthatéva valik, ahol A a kozonséges arukbol
szitkséges (termeld) raforditasok egytitthatéit, a C = ¢°I matrix pedig a munkaerd
Ujratermeléséhez sziikséges fogyasztasi egyiitthatokat tartalmazza, ¢ = (1 — 1)) 'c, és
a ° szimbdélumot a diadikus szorzat jelolésére vettiik igénybe. Egyszertien belat-
hato, hogy az igy kapott

l, 11

0"s

x=oaAx+cl), [ =Ix+]
p=apA+wl), w=pc+wl, (12)

feltételek nem mésok, mint a Neumann-formaju (LN) modellben 6sszevont alakra
redukalt

x = aAx = a(Ax + &°I), (LN.ILI)
p=apA =ap(A + ¢&°l) (LN.IL.2)

egyensulyi feltételek, pontosabban azok kibontott formaju megfelel6i.

A ¢ vektor nem mds, mint az egységnyi munkaerd Gjratermeléséhez kozvetleniil
és — az Gjratermeléséhez igénybe vett improduktiv munkaerdn keresztiil - kozvetve
sziikséges fogyasztds vektora Az A + (1 — I))"'col alakkal meghatdrozott n x n-es
méret(i A matrixot a teljes kor(i raforditdsi egyiitthatok dsszevont formdjii matrixanak
nevezhetjiik, szemben az ugyanazon paraméterekbdl felépitett, (n + 1) X (n + 1)-es
méretli kibdvitett formdjii A egyiitthatématrixszal.

Megjegyezziik, hogy a munkaerd tjratermeléséhez sziikséges fogyasztas fenti értel-
mezése teljesen egybecseng Marxnak A tékében adott definicidjaval: az tizleti szféraban
foglalkoztatott produktiv és a munkaeré Gjratermelésében foglalkoztatott improduktiv
munkaerd (orvos, tanar stb.) fogyasztasa egyiittvéve. A munkaer6 a klasszikus kozgaz-
dészok és Marx felfogasaban olyan kiilonleges aru, amelynek az tjratermelését nem a
profitmotivum szabalyozza, s az drat, a munkabért nem a kereslet-kinalat alakitja ki,
hanem a torténelmileg és tarsadalmilag kialakuld sziikséges fogyasztas. Mindezért a
~termelésében” nem is keletkezik sem értéktdbblet, sem profit. Erdekes, hogy a marxi
munkaértékek és termelési drak matematikai jraformuldzasa és elemzése soran a leg-
tobb kutatonak, koztiik olyan nagysagoknak is, mint Brddy [1969], Morishima [1973],

” Erdemes megjegyezni, hogy ez teljesen egybecseng azzal, ahogyan Marx A tékében definialta a
szitkséges fogyasztdst. A munkaerd ndla kiillonleges dru, amelynek a ,,termelésében” nem keletkezik
sem értéktobblet, sem profit.
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Morishima-Catephores [1978], elkeriilte a figyelmét ez az alapvetd marxi tézis és annak
kovetkezménye, nevezetesen, hogy Marx elemzéseit korrekt modon csak a teljes kort
raforditasi egytitthatok matrixanak Osszevont formdjdt hasznalva lehet matematikai
formakba 6nteni. Ok ugyanis rendre a kibévitett formét vették alapul.

A Perron-Frobenius-tételek ismeretében megmutathat6 (lasd Zalai [2012]), hogy
a kibovitett és az 0sszevont matrixok nevezetes matematikai tulajdonsédgai megegyez-
nek egyméssal. [gy példaul a két matrix domindns sajétértéke csak egyidejtileg lehet
1, 1-nél nagyobb vagy kisebb (tehat produktiv is), illetve reducibilis. Mindezek fényé-
ben meglepdnek tlinhet, hogy a staciondrius egyensulyi novekedés esetében a két-
téle formaval felirt modellek mégsem egyenértékiiek, pontosabban fogalmazva, csak
az egyszerl Ujratermelés (o = 1) esetén vezetnek azonos eredményre, amint azt a
(9)-(10) és a (11)-(12) osszefiiggések dsszevetésébdl is lathatjuk.

Az utébbi 6sszehasonlitds arra is felhivja a figyelmet, hogy a két forma kozott a koz-
gazdasagi kiilonbség a szolgaltatas (itt a munkaerd-szolgaltatas) kezelésében van. Az
osszevont forma hasznalata esetén a szolgaltatasok kibocsatasa az adott idgszaki fel-
hasznalas igényeit elégiti ki, ezért az egyensulyi feltétele intra- és nem intertemporalis.

Leontief modelljébél Neumann-modell - szintén fabol vaskarika

Tegytik fel Gjra kérdésiinket: vajon Leontief-modellnek tekinthet-e a Neumann-mo-
dell Leontief-technoldgiat feltételezd, kvazi Neumann-modell véltozata. A Leontief-
féle zart input-output modell dinamizalasaval nyert (LN.IT) modell mintha azt sej-
tetné, hogy az mar majdnem az ezt igazolo, keresett modell. Mar csak egy akadalyt
kell lekiizdeni. Nevezetesen azt, hogy a munkaerd-szolgaltatason kiviil lehetnek
mas, nem készletezhetd szolgaltatast nyujtéd agazatok is, amelyek esetében szintén
nem helytdll6 az egy termelési periodus feltevése.

Valaki joggal gondolhatna, hogy nem kell mast tenni, mint ezekre is alkalmazni
amunkaer6 esetében kovetett megoldast. Azaz csoportositanunk kell az dgazatokat
aszerint, hogy a kibocsatasuk készletezhet6 termék (legyen indexeik halmaza: I1,!),
vagy azonnal felhasznalandé szolgaltatas (I;). Az utobbiakat — a munkaeré esetében
kovetett modon - kiiktathatjuk a modellben megjelené dgazatok koziil, azaz redu-
kaljuk a modellt a készletezhetd kibocsatassal rendelkez6 agazatokra. Mint lattuk,
ezzel egyenértékli megoldas az is, hogy tovabbra is megjelenitjiik explicit médon az
Osszes agazatot, de a szolgaltatasok esetében, eltérden a készletezhet6 javaktol, nem
inter-, hanem intratemporalis egyensulyi feltételeket hasznalnunk.

Kezdjiik ez utébbi megoldassal! Bontsuk fel tehat az dgazatokat e szerint, majd
ennek megfeleléen az (LN.I) modell egyiitthatomatrixat és az egyensulyi feltételeket!
A naturalis 0sszefuiggésekre ennek eredményeképpen az

x, = (A x, + A _x), (LN.L1.k)
x,= A x + A%, (LN.LL.f)

k™ k

az arak esetében pedig a
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P= a(pkAkk + PfAfk)’ (LN.I.2.k)
P:= pkAkf + pfAff (LN.L.2.f)

egyenletrendszert kapjuk meg.

A naturalis 0sszefiiggések jol értelmezhetSk. A készletezhetd termékek kibocsatasa
és felhasznaldsa kozott megtartottuk az egyperiddusu késleltetés (termelési periodus)
feltevését, a szolgaltatasok esetében viszont értelemszertien egyidejliséget feltételez-
tiink. Az ,egyensulyi” arakat meghatarozo dualis feltételek készletezhetd termékekre
vonatkozo (LN.L2.k) egyenletei szintén rendben vannak. Am a szolgaltatdsokra vonat-
kozo, tékemegtériilést nem tartalmazo (LN.L.2.f) ,,nonprofit” aregyenletek kozgazda-
sagi szempontbdl elfogadhatatlanok. Egy normalisan mkodé, névekvo, tékés piacgaz-
dasagban ugyanis, egyensuly esetén, minden dgazatban kell lennie lekotott t6kének, és
keletkeznie kell tiszta jovedelemnek, amit Neumann modelljében a kamat képvisel,
Leonfief modelljében pedig a hozzaadott érték munkaerdkoltségen feliili része.

Egyébként, ha - mint joggal feltehetd - az A, matrix produktiv, vagyis létezik
nemnegativ Leontief-inverze, akkor a fenti feltételek valoban redukalhatdk a készle-
tezhetd termékekre, azaz a Neumann-modellnek megfelel6 alakra:

x,=afA, +AE-A)'A, Jx =cA, x, (LN.LL.7)
p.=ap[A, +A(E-A)'A,] =apA,. (LN.L.2.7)

Igen am, de ahhoz, hogy a Neumann-modell formdjahoz juthassunk, megfizethetet-
len kozgazdasagi ara van: a profitnak megfelel kamatot ki kell iktatnunk a szolgaltatd
agazatok hozzaadott értékébdl, minden szolgaltatast ,nonprofit” tevékenységnek kel-
lene tekinteniink. Ez azonban csak a munkaerd esetében, illetve egy vegyes, nem tiszta
t6kés piacgazdasagban néhany kozosségi szolgaltatas esetén lenne elfogadhato feltevés.

Egy kinalkozé rovidebb ut: Leontief dinamikus
input-output modellje

Ezzel a hosszas - és sokak szamadra esetleg koriilményesnek hato - levezetéssel sem
jutottunk pozitiveredményre, Leontief zart modelljétél elindulva sem tudtuk iga-
zolni a vizsgalt allitast, hogy egy termelési periddus feltételezésével kozgazdasagi
szempontbdl értelmes Neumann-jellegli modellhez juthatunk el. Az egy termelési
periddus feltételezése egyébként is minden bizonnyal idegen lett volna a gyakorlati
érvényességet nagyra becsiil6, mindkét labaval az empiria talajan allé6 Leontieftdl.
Sem 6, sem munkatdrsai nem is ebben az iranyban keresték az input-output modell
dinamizaldsanak lehet8ségét. Bar, hozzatessziik, az elmozdulas a dinamikus modell
iranyaba 6hatatlanul ex ante szemlélet(i, absztrakt elméleti modellek felé vezet, tehat
tavolit a gyakorlattol, mivel egy sor, empirikusan nehezen beazonosithatd és mér-
heté fogalom bevezetését teszi szitkségessé.

Mindenesetre egy diszkrét modell esetén a dinamika abrazoldsa sziikségessé teszi
az id6 szakaszoldsat, amelyre Leontief a beruhdzasok egységes, egy id6szakos beérési
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periédusanak kevésbé életidegen, bar még mindig meglehetGsen absztrakt feltevését
valasztotta az egy termelési periddus helyett. A zdrt stacionarius modell naturalis
egyensulyi feltételének az igy nyert altalanos matematikai formaja

x = Ax+ pBx = (A + pB)x, (DL.1)

ahol a B egytitthatomatrix oszlopaban szerepl6 elemek az adott agazat kibocsatasa-
nak egységnyi noveléséhez sziikséges beruhazasi (felhalmozasi) igényeket mutatjak.
A jelolésekkel egyelére szandékosan nyitva hagytuk a kérdést, hogy (n+1) x (n+1)-es
meéretl kibgvitett vagy n x n-es méretii osszevont egyiitthatomatrixokkal és ezekhez
méretezett vektorokkal van-e dolgunk. Az (LN.I) modell naturalis feltétele kétségki-
viil emlékeztet a fenti mérlegegyenlegre.

A b, egyitthatok azt mutatjdk meg, hogy a j-edik dgazat kapacitdsinak egységnyi
bévitése esetén az i-edik dgazat kibocsatdsabol mennyit kell felhasznalni. Neumann
modelljében a tékejavak (allo- vagy forgdeszkozok) homogén, készletezhetd termékek
voltak, amelyek id6szak eleji nyitd allomanya megegyezett az el6z6 idészak kibocsata-
saval. Leontief modelljében a beruhazasok révén létrehozott dgazati alloeszkozok saja-
tos Osszetett, kompozit javak lesznek. Vissza kell majd térniink azokra az izgalmas kér-
désekre, hogy vajon mi lesz a lekotott tékejavak megjelenési formaja, hogyan lehet vagy
kell mérni volumentiket, mi hatdrozza meg az arukat és értékcsokkenésiiket.

El6bb azonban vessiik dssze az (LN.I.1) és a (DL.1) modellfeltételeket! Ami rogton
szembetiinik, hogy az (LN.L1) feltételben a ,beruhazasi” egytitthatok matrixa meg-
egyezett a folyo raforditasi egyiitthatok matrixszaval. Kevésbé szembet(ind viszont
az, hogy a (DL.1) feltételben az A folyé raforditasi egyiitthatok méatrixanak mar nem-
csak a felhasznalt anyagok (forgdeszkozok) és a munkaerd (vagy csak annak sziikséges
fogyasztasa) iranti igényeket kell tartalmaznia, hanem valamilyen forméban az elhasz-
nalt alldeszkozok potlasi igényeit is. A beruhazas (BAx) ugyanis a termelési kapacita-
sok bévitéséhez (Ax) szitkséges, azaz nettd beruhazasrdl van szo.

Leontief input-output modelljében egyébként, mint lathatd, nem jelennek meg sem
az allé-, sem a forgdeszkozok, csak azok bovitésének az igénye a beruhazason keresztiil,
amely pusztan az agazatok termékeit és szolgaltatasait felhaszndlva, tehat munkaeré és
toke kozvetlen igénybevétele nélkiil hozza létre ezeket az adott idszak végs6 fogyaszta-
sanak részeként. Egy adott agazat kiilonb6z6 idészakokban beallitott dlloeszkozeit emi-
att egymassal azonos fizikai allagt, termelékenységiik szempontjabol homogén javak-
ként kezeli. Elettartamuk meghatarozatlan, mert feltevés szerint folyamatosan feldjitjak,
potoljak Gket, és a folyd raforditasi egytitthatok matrixa ez irdnyu raforditasi igényeiket
is tartalmazza. Az egy id6szak alatti elhasznalédasuk, kopasuk mértéke elvben megad-
haté exogén amortizacids ratakkal g(r]f“‘ ), amelyekbdl kozvetve kovetkeztethetiink atla-
gos élettartamukra, illetve a potlasukhoz sziikséges raforditasi igényekre.

Neumann-nél ezzel szemben, mintlattuk, az alléeszk6zok 6nallé termékek, ugyan-
olyan mddon, termelStevékenységek révén dllnak el, mint minden mads termék. Az
egyperiodusu termelési ciklus feltevése, valamint az élldeszkozok eltérd koru valto-
zatainak bevezetése és megkiilonboztetése révén minden termék egy idészakra leko-
tott forgdeszkozként jelenik meg. Az utobbi kovetkeztében az alldeszkozok kopasa,
illetve értékcsokkenése is endogén mddon jelenik meg Neumann modelljében.
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Rovidesen meg fogjuk mutatni, hogy a dinamikus Leontief-modellben feltételezett
agazati alloeszkozoket sajatos, kiillonboz6 agazati termékekbdl adott szerkezetben
osszetett (kompozit) javakként lehet értelmezni, és a modell alkalmas atirdsa révén
explicit médon meg is lehet jeleniteni 6ket.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, irjuk fel a (DL.1) primalis feltétel alapjan a zart
stacionarius modell arrendszerének egyensulyi feltételeit, tovabbra is feltételezve a
naturalis és az értékbeli egyensulyi feltételek szimmetrikus dualitasat, illetve a gaz-
dasag irreducibilitasat:

p=pA + ppB=p(A + pB). (DL.2)

Irreducibilis A matrix esetén itt is konnyen megadhatjuk az egyensuly létezésének
sziikséges és elégséges feltételeit: A domindans sajatértékének 1-nek vagy 1-nél kisebb-
nek kell lennie, és ilyen esetben létezik olyan nemnegativ p érték, amely mellett az
(A + pB) matrix domindns sajatértéke 1 lesz, x és p pedig ehhez tartozé jobb oldali
és bal oldali sajatvektora lesz.

A (DL) modellpar implicit, de anndl kritikusabb feltevése, hogy B nemcsak a beru-
hazasi matrix, hanem egyidejiileg a tékelekotési egyiitthatok matrixa is. Ez pedig
egyaltalan nem kézenfekvd feltevés. A beruhazasok raforditasai ugyanis az agazati
kibocsatasokéihoz hasonléan folyo6 raforditasok, koztiik tehat megjelennek nem
készletezhetd szolgaltatasok is. A t6kelekotést, a tokejavakat viszont csak tartésan
lekotott forgd- és alldeszkozok allomdnyaival, készleteivel lehetne igazabol fizikai
forméban megjeleniteni.

Ahhoz, hogy egy termelési periodus esetén a B matrix egybeessen A-val, arra lenne
szitkség, hogy a nulla és a nem nulla elemek tekintetében A és B matrix szerkezete
megegyezzen egymassal. Taldn éppen ezt felismerve elemezte oly hosszasan Brody
Andras ezt a kérdést konyvében, és a kovetkezd megallapitasra jutott:

»A folyo réforditasok A matrixa és a tékeraforditdsok B matrixa kozotti kapcsolat azon-
ban igen szoros, barmennyire is fiiggetleneknek tinnek fel els6 latasra. Termelési eszk6z6k
réforditésat jelzi az elsé matrix, termelési eszkozok lekotését a masodik. ... Az A matrix
abrézolta termékaramlatok és a B matrix dltal megadott termékkészletek ... val6jaban csak
egyazon gazdasagi jelenség, egyazon gazdasagi miivelet két oldala.” (Brédy [1969] 64. o.)

A foly6 raforditasok és a tokelekotések kozott, Marxra és Lange [1961]-ra hivatkozva,
Brody a megtériilési idével () probalt meg kapcsolatot teremteni, a kovetkezképp:
b, = al.jt,.j.8 A Brody [1969] 71. oldalan is megjegyzi, hogy b, nem magdnak a j-edik
szektornak a tGkeigényességét méri, hanem az egységnyi j-edik termék eldallitasa
érdekében ,az egész tarsadalmi termelés tékeigényét, lekotését az i-edik termék for-
méjaban”. Ugy véli, hogy a ,statisztikai gyakorlat e B matrix mérését is lehet6vé teszi

... a gyakorlat altal megkivant pontossaggal” (77. 0.), ugyanugy, mint az A matrixét.

® Lange elemzésében egyrészt végig feltette, hogy anyagi format 61t6, készletezhetd termelési esz-
kdzrél van sz6, mdsrészt nala £, a termék fizikai élettartama, amely végén teljesen megsemmisiil, és
teljes értéke dtkertil az el6allitott termékek értékébe. Brédy annyiban helyesen korrigélta Langét, hogy
nem egyszerten fizikai, hanem gazdasagi élettartamrdl van sz, fizikai és erkolcsi kopasrol.
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Bar ezek a megallapitasok erdsen vitathatok, benniinket, itt és most, nem annyira
b, vagy, ami ezzel egyenértéky, ¢, statisztikai becslésének fogas kérdése izgat, mint
inkabb a feltevés elméleti jogosultsaga. Brody is pontosan tisztaban volt vele, hogy a
felhasznalt termék vagy, nota bene, a szolgaltatas megvételétdl az abbol késziild ter-
mék vagy szolgaltatas értékesitéséig ,életutjanak legforradalmibb vdltozdsain megy
at. Allapota sem fizikai értelemben, sem értékét tekintve nem véltozatlan.” (65. 0.)
A termelési célra megvasarolt termékek jellemz6 fizikai allapotai az anyagkészletek,
félkész termék és késztermék készletek. Mikor és hol van, melyik szektorban, milyen
készletekben, nem lehet tudni pontosan, de - mint fentebb jeleztiik - Brody szerint
ez nem is érdekes, hanem csak ,,az egész tarsadalmi termelés t6keigénye”.

Brody tobb oldalon 4t érvel amellett, hogy ,,... barmilyen kis id6tartamra is, min-
den atadott termék lek6tédik egy bizonyos pozitiv idére. ... mint példdul villamos
dram vagy szolgaltatésok vasarlasakor.” (68. 0.) Ervelése azonban egyaltalan nem
meggy6z6 érvelés. Nem lehet meggy6z6, ugyanis a folyam jelleg(i, nem készletezhetd
szolgaltatasok felhasznalasuk pillanatdban elvesztik sajat anyagformajukat, kozvet-
lentil mas félkész vagy késztermék alakjaban rogziilnek. Brddy itt ,,a cél szentesiti az
eszkozt” érvelés csapddjaba esett. Kicsit Neumannhoz hasonléan, akiaz A + K > 0
feltevést, azaz, hogy minden termék részt vesz valamilyen formaban, raforditasként
és/vagy kibocsatasként minden eljarasban, hasonlo, matematikai izt érveléssel pro-
balta meg jelentéktelennek feltiintetni: ,tegyilink a nullak helyébe igen kis pozitiv
szamokat”. Nulla helyébe azonban barmilyen kis szamot is tesziink, az mind Neu-
mann, mind Brddy esetében lényegi mindségében megvaltoztatja a modell kozgaz-
dasagi tartalmat, s ezért érvelésiik elfogadhatatlan.

Nos, ha elfogadjuk, amint az Brddy is hangsulyozza, hogy a termelésben tarto-
san lekotott allo- és a forgdeszkozok csak készletek formdjaban ragadhatok meg,
és az agazatok kozott szerepelnek szolgaltatasok is, akkor nem allja meg a helyét
Brodynak az a feltevése, hogy a folyo raforditasok és a tékeigények egyiitthatdi-
nak maétrixszerkezete a nulla és a nem nulla elemek tekintetében megegyezzen egy-
massal. A szolgaltatasokhoz tartozd sorokban ugyanis az utébbiban mindenhol nul-
laknak kell szerepelniiik. Mindaddig tehat, amig vannak szolgaltatasokat kibocsatd
agazatok, és miért ne lennének, a beruhazasi egyiitthatok B matrixa nem lehet egyi-
dejlileg a tékelekotési egyiitthatok matrixa is.

E megallapitas kapcsan vissza kell térniink a nyitva hagyott kérdésre: vajon
(n + 1) X (n + 1)-es méreti kibdvitett vagy nxn-es méret(i dsszevont egyiitthatdmatri-
xokkal lehet, illetve kell megadni a staciondrius (dinamikus) Leontief-modell (DL) feltét-
eleit. Ha elfogadjuk a fentebb kifejtetteket, akkor (1 + 1) X (n + 1)-es méretti egytitthatd-
matrixok hasznalata esetén a tékeigények B egyiitthatomatrixanak utols6 soraban csak
nullak lehetnek (munkaerét nem lehet tékeként lek6tni!), és ugyanigy kell lennie minden
mas szolgaltato agazat esetében is. Tovabba, ha elfogadjuk Marx és a klasszikus kozgaz-
daszok tételét, hogy a munkaerd ujratermelésében nem keletkezik profit, akkor ugyan-
ezen matrix utolsd, a haztartasok agazatanak oszlopaban sem lehetnek masok, csak nul-
lak. A haztartasok altal beszerzett tartds fogyasztasi cikkeket ugyanis nem beruhazas-
ként, hanem fogyasztasként kell figyelembe venni az A métrixban. Az (n 4 1) x (n+ 1)-es
méretli B egyiitthatomatrixnak csak a produktiv agazatokra vonatkozé n x n-es blokkja
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fog nullatdl kiilonbozé elemeket tartalmazni, ami meg fog egyezni az dsszevont forma
beruhdzasiegyiitthato-matrixaval. Az egyéb, nem tékekoltségeket elszamolé A mat-
rix esetében pedig mindegy, hogy az Gsszevont vagy a kibévitett format alkalmazzuk.

Mindezek alapjan megerdsithetjiik két korabbi megallapitdsunkat: a dinamikus
Leontief-modellbél kiindulva ugyancsak el kell vetniink az allitast, hogy a Leontief-
technoldgiara épiild6 Neumann-jellegti modell egy termelési periddust feltételez6 zart,
staciondrius Leontief-modellként értelmezhetd. Espedig ugyanazon oknal fogva, mint
korabban, a nem készletezhetd kibocsatassal rendelkez6 szolgaltaté agazatok meg-
léte miatt, aminek a feltevése tobb mint életszer(. Tovabba, Marxnak az Gjraterme-
1és és arak egyensulyara vonatkozé elemzéseit csak a teljes korti raforditasi egytittha-
tok matrixa dsszevont formdjdt hasznalva lehet korrekt matematikai formakba 6nteni.

Feloldozas: van rokonsag, de nem egyenesagi

A fenti elemzések alapjan megallapithatd, hogy a Neumann- és Leontief-modell
kozott az athidalhatatlannak tind kiilonbségek a folyam és allomany szemléletbeli
eltérésébdl fakadnak. Neumann, annak ellenére, hogy folyam jellegti mutatészamo-
kat (termelés és felhaszndlas) hasznalt, az egy termelési periddus és az ezzel dssze-
fiiggd készletezhetd kibocsatasok feltevése folytan modelljében valdjaban az id6-
szakok elején rendelkezésre allo termékkészletek idébeli alakuldsat, akkumulaci-
ojat elemezte. Az el6z6 iddszak kibocsatasa adja meg mindig a kovetkezd idGszak
elején rendelkezésre allo készletek indulod allomanyat. Neumann nem foglalkozik a
folyamatok iddszakon beliili lefutasaval, csak a végeredmény szamit: mennyi kész-
let marad a kovetkez6 idészak szamara. A kinalati felesleggel rendelkez6 termékek
elfekvo készletei, mint lattuk, nyomtalanul eltinnek. Emiatt pusztan az adott id6-
szak kibocsatasa lesz az id6szak végi zaro készletek vektora, mintha az induld készlet
megegyezett volna a felhasznaloi kereslettel.

A két modell kozotti szemléletbeli kiillonbségeket nyilvan csak ugy tudjuk fel-
oldani, ha oly mddon alakitjuk at Leontief dinamikus modelljének felirasat, hogy
abban is megjelenjenek a készletek, kvethetd legyen a termelési kapacitasokat meg-
hatarozé allo- és a forgdeszkozkészletek idébeli alakuldsa. Ehhez azonban minde-
nekeldtt tovabbi valtozok bevezetésére lesz sziikségiink. Els6ként valasszuk el az allo-
és a forgoeszkozok bovitését célzé beruhazasokat egymastol! Jeloljitk az alloeszkoz-
beruhazasok réaforditasi egyiitthatéit B* matrixszal, y* = ( ¥; )-vel aberuhdzasi szintek
vektorat! A beruhazasok altal 1étrehozott alléeszkozoket minden agazatban egy saja-
tos kompozit (Osszetett) tokejoszagként kezelhetjiik, amelyek 6sszetétele a B* matrix
megfelel6 oszlopai altal adott. Legyen 1B* = 1, ami azt jelenti, hogy egységnyi beru-
hazds egységnyi alldeszkozt hoz létre. Az agazati alldeszkozok nagysagat ily modon a
beruhdzasok szintjével, egy dimenzié nélkiili volumenindexszel mérhetjiik. Az aga-
zati alldeszkozok p* arindexeit pedig az Gket létrehozo beruhazas koltségeként, az
OsszetevOk arainak sulyozott atlagaként hatarozhatjuk meg: p* = pB*.

Jelolje ugyanakkor a k = (k) vektor dltaldnos eleme a j-edik dgazat egységnyi kibo-
csatasa altal igényelt kompozit dgazati alloeszkoz volumenét! Az x szintii termeléshez
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tehat (k)x nagysdgu alloeszkozre van szitkség, a termelés Ax mennyiségli nveléséhez
pedig (k)Ax mennyiségre. A forgdeszkozkészletek folyamatosan feltolthetSk, ezért az
alloeszkoz-beruhazasok egyéves beérését feltételez6 modellben a forgdeszkozkészle-
tek novekedését az alloeszkozok készleteinek noveléséhez lehet kotni. Egységnyi aga-
zati kibocsatas forgdeszkoz-lekotési igényét igy B (k) fogja mutatni, ahol B’ az agazati
alldeszkozok mennyiségére vetitett forgdeszkozigények egyiitthatdit tartalmazé mat-
rix. Mindezek alapjan az agazati kibocsatasok egységnyi novelésének beruhdzasi igé-
nyét végiil is B'(k) formaban irhatjuk fel, ahol B = B* + B',

A forgoeszkozok és az alldeszkozok megfigyelhetSsége és statisztikai szdmbavétele
kozott jelentds killonbségek vannak. Az agazati alldeszkozok volumene és az Gket 1étre-
hoz6 beruhazésok osszetétele, azaz a B* matrix tobb-kevesebb pontossiggal megbecsiil-
hetd. A forgdeszkozok azonban, mint arrdl mar volt szo, allandéan valtoztatjak mind
fizikai alakjukat (anyag, félkész, késztermék), mind helyiiket (termel8, kereskedd vagy
felhasznald agazat), ezért jO esetben csak atlagos készleteiket becsiilhetjitkk meg, dgazati
elosztasukat nem. Emiatt a B' métrix megbecslése gyakorlatilag lehetetlen. Nem véletlen
tehat, hogy az AKM-ekre épiil§ alkalmazott modellekben a forgdeszkdz-beruhazdsokat
csak a készletvaltozasok vektora képviseli.

Irjuk fel most a forgoeszkozok és az 4lldeszkozok iddbeli alakuldsanak (intertempo-
ralis) mérlegegyenstlyi feltételét p novekedési titemet feltételezve:

(Bk) + E — A)x — BYY* = Bk)(x + Ax) = (1 + p)B'(k)x, (LN.IIL1a)

1 —rYkx +y = kx+ Ax) = (1 + p)k)x. (LN.IIL.1b)

A feltételek magukért beszélnek. Az els6 feltétel a forgdeszkozkészletek alakuldsat rész-
letezi. B'(k)x nagysagu dllomdnnyal indul az idészak elején, amit fokozatosan novel az
adott iddszaki kibocsatas (x), és csokkent a folyd felhasznalas folyama, amelynek termé-
szetesen része mind az Ax foly6 felhasznélds részét képez potlo, mind a By éltal képvi-
selt nett6 beruhdzas. Mindezek egyenlege hatarozza meg a forgdeszkozok id6szak végén
rendelkezésre all6 zard allomanyat, amelynek meg kell egyeznie a kovetkezd id6szak ter-
melése altal igényelt forgoeszkozok B(k)(x + Ax) mennyiségével.

A masodik feltételcsoport tartalma még ennél is egyszer(ibb. Az dlldeszkozok (k)x
nagysagu indulé allomanya folyamatosan kopik, az idészak végére pedig (r*)(k)x
mennyiséggel csokken. Ugyanakkor viszont beérnek az alldeszkozokre forditott
beruhazasok, aminek koszonhetéen y* mennyiséggel né az dllomanyuk, ami 6ssz-
hangba hozza kinalatukat a (k)(x + Ax) igényekkel.

A két feltételcsoportot egybefogva a stacionarius egyensuly naturalis feltételét a
Neumann-modell feltételére emlékeztet6 (LN.IIL.1) alakban irhatjuk fel:

B'k)+E—A —B
(I-r)(k) E

B(k) 0

x]—(l+)
v 7w o

X
B (LN.IIL1)

amelynek a bal oldaldn szerepl6 nettd készletkibocsdtds egyiitthatomdtrixa a Neu-
mann-modell kibocsatasi egyiitthatéi K matrixanak feleltetheté meg, a jobb olda-
lan 1év6 készletfelhaszndldsi egyiitthatomdtrix pedig az A raforditdsi métrixnak.
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A tevékenységszintek (x, y*)" vektora egyiitt tartalmazza az dgazati (egyedi) termé-
kek és a kompozit agazati alléeszkozok kibocsatasat.

Mint lathato, a készletkibocsatasi egyiitthatok matrixa nem tesz eleget a Neumann-
modellben elvart nemnegativitasi feltételnek, mivel a kompozit agazati alléeszkozo-
ket el6allité masodik n eljards kibocsatasa negativ az dgazati termékekbdl. De lehet-
nek negativ elemek az els6 # eljards oszlopaiban is. Erre még visszatériink. Az dgazati
t6 termékeket el6allito elsé n eljaras ikertermel6 folyamat, mert a féprofil terméke
mellett megjelenik kibocsatasként a kovetkez6 id6szakra atvihet6 agazati alldeszkoz
is. Ennek a termelékenysége, feltevés szerint, valtozatlan marad, csak volumene csok-
ken az amortizacios rata altal meghatarozott mértékben.

Konnyen belathato, hogy az (LN.IIL.1a) és (LN.IIL.1b) egyenletek 6sszevondasaval, azaz
a kompozit agazati alléeszkozok kibocsatasat képviselé y* valtozokat kiiktatva, a fenti
Osszefiiggést a stacionarius Leontief-modell (DL.1) alapegyenletére redukalhatjuk:

x = [A + B} (k)x + pBx = (A + pB)x, (LN.IIL1.r)

ahol explicit formaban megjelenik az elhasznalt alloeszkozok potlasi igénye is.
Az (LN.IILI) naturélis egyensulyi feltétel szimmetrikus dualis megfelel6je meg-
adja az arak egyensulyi feltételét:

B'k)+E—A —B
(p.p*)

(1—-r(k) E
A kapott meghatarozast az egyedi dgazati termékek és a kompozit agazati alldeszko-
z0k szerint kibontva az (LN.III.2a) és az (LN.IIL.2b) egyenleteket kapjuk:

B(k) 0

K 0 . (LNL.IIL.2)

=(1+p)(p.p")

pB(k) + p — pA + p(1 — r)(k) = (1 + p)(pB'(k) + p'(k)), (LN.IIL.2a)
_pB' 4 p—0, (LN.IIL2b)

amibdl, megfelel atalakitasok és atrendezések utan, most is megkapjuk a staciona-
rius Leontief-modell azonos, az egyensulyi arakra vonatkozé (DL.1) feltételét:

p=p(A + B{r)(k)) + ppB = p(A + pB). (LN.IIL.2’)

Az alldeszkozok 6nallé termékekként vald megjelenitésével ésa dinamikus Leontief-
modell osszefiiggéseinek alkalmas atirasaval eljutottunk tehat egy Neumann-mo-
dellre erésen hasonlitd, allomanyszemléletti modellhez, amelyet dltaldnositott
Leontief~-Neumann-modellnek nevezhetiink. A vegyes — folyam- és allomanyszem-
léletti — (LN.III) modell alapjan beldthatjuk, hogy annak a koz6s, eddig nem fellelt
»0smodellnek” az dltalanos formaja, amelyb6l mind Neumann, mind Leontief staci-
onarius modellje szarmaztathato, megegyezik a Neumann-modellével:

Kx > 0Ax, (LN.IV.1)

pK < apA. (LN.IV.2)
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Van azonban egy lényeges kiilonbség koztiik. Nevezetesen, ebben a modellben
a K egyiitthatématrix mér nemcsak brutté, hanem netté kibocsatdsok matrixa is
lehet. Ennek megfeleléen valamelyest mdédosul az egytitthatok jelentése is. A nettd
kibocsatasi egyiitthatok azt mutatjak meg, hogy mekkora és milyen elGjelli az egyes
tevékenységek hozzajarulasa a termékkészletek idészak végére kialakuld, a kovet-
kez6 idészakra athiizod6 allomanyéhoz. A K készletkibocsatasi egyiitthatomatrix
tartalmazhat negativ elemeket is. A nem készletezhetd szolgaltatasok netté kibo-
csatasa nulla, bruttd kibocsatasuk ugyanis megegyezik a velitk szemben megnyilva-
nuld folyé felhasznalasi igényekkel.

Megmutathato a kovetkezo:

a) a téke nélkiilozhetetlen, azaz 1Ax > 0, valahanyszor Kx > aAx, a0 >06sx >0,

b)az A és K egyiitthatomatrixokkal adott termelési rendszer a felhasznalt javak
tekintetében reproduktiv, azaz létezik olyan x' 2 0, hogy Kx' > 0, és [Kx/], > 0, vala-
hényszor [Ax'], > 0
feltevések mellett, amelyek nem madsok, mint az 1A > 0ésK1 >0 Kemeny-
Morgenstern-Thompson-feltételek altalanositasai, a fenti altalanositott Leontief—
Neumann-modellnek is 1étezik megoldasa (részletes bizonyitasat lasd Zalai [2012]).

Megtalaltuk tehat azt a kozvetlen ,,felmenét”, azt az altalinosabb modellt, amely
sajatos esetként tartalmazza mind Neumann, mind Leontief stacionarius egyensu-
lyi modelljét. Ennek matematikai formdja megegyezik a Neumann-modellével, de a
kibocsatasok itt mar készletekhez valo netté hozzajarulasok, tovabba nem a termelési
periddus, hanem a tékefelhalmozas egységes periddusa szabja meg az idGszak hosszit.
(Neumannal, mint lattuk, a kett6 egybeesett.) Ez az dltalanositott Leontief-Neumann-
modell képes arra, hogy egyiitt abrazolja a készletdallomdnyok idészakokon ativeld fel-
halmozasat és az ezt kialakitd vezetd folyamok egyes idészakokon beliili alakulasat is.
Mindez ravildgit Neumann és Leontief modelljének rokonsagara, ami egyaltalan nem
egyenesagi, mint tobben gondoljak, de azért kellden kozeli rokonsag.

Osszefoglalés

A fenti elemzések szamos tanulsaggal szolgaltak. Emeljiik ki a legfontosabbakat! Minde-
nekel6tt az eddiginél is vilagosabba teszi a tGkejavak, kiilonosen az alloeszkozok kezelése
tekintetében fennalld szamottevd kiilonbséget a Leontief- és a Neumann-modell kozétt.

- Neumann-nal az alléeszkozok egyedi termékek, Leontiefnél sajatos kompozit
termékek.

- A Neumann-modellben az alléeszk6zok a maguk valds fizikai formajaban jelen-
nek meg, a dinamikus Leontief-modellben viszont csak az Gjratermelésiikhoz sziikséges
beruhdzasi raforditasokon keresztiil, ahhoz hasonléan, ahogyan Neumann modelljében
a munkaerd, amit csak az Gjratermeléséhez sziikséges fogyasztas képvisel.

- A Leontief-modellben az alléeszkézok nem jelennek meg valds fizikai formajuk-
ban, a Neumann-jellegli modellt mar emiatt sem lehet a zart, stacionarius Leontief-
modellel azonositani.
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- Mindebbél ad6dik, mint lattuk, egy nagyon fontos kovetkezmény: a staciond-
rius Leontief-modell arakat meghatarozo feltételében a B matrix, Brédy és masok
értelmezésével szemben, nem a tékelekotési egyiitthaték matrixa, hanem a lekotott
toke értékét meghatarozo6 beruhdzdsi egyiitthatok matrixa. A kettd, ritka kivételtol
eltekintve, nem azonos.

Elemzéseink ramutattak arra is, hogy a tobbperiédusu modellekben kiemelt figyel-
met kell forditani a folyam és allomany jellegti valtozok, illetve a készletezhet6 és nem
készletezhetd javak megkiilonboztetésére. Lathattuk, hogy a novekedési modellekben,
amelyek eltekintenek a potencialis kiilsé (természeti er6forras) korlatoktol, a felhal-
mozas, illetve az azzal versenyzg fogyasztas hatarozza meg a ndvekedés titemét. Ebbol
addédoan alapvetden a készletek iddbeli alakuldsa a lényeges viltozé, még akkor is, ha
azok allomanyai nem is jelennek meg explicit forméban a modellben, csak bizonyos
folyam jellegi valtozok (foly6 termelés, felhasznalas) kozvetitésével.

A dinamikus Leontief-modellben példaul csak a termelés, a fogyasztas és a beru-
hazas folyam jellegli véltozdi jelennek meg. Megmutattuk azonban, hogy pétlolagos
valtozok és feltételek bevezetésével a modell szokasos alapképletét at lehet atalakitani
oly médon, hogy abban nyomon kévethetd legyen az allo- és a forgoeszkozkészletek
felhalmozasa [lasd az (LN.III) modellt]. Ezzel megmutattuk azt is, hogy a dinamikus
(stacionarius) Leontief-modell szokasos (DL) egyenletei valojaban nem masok, mint
ennek az allg- és a forgoeszkozkészleteket megjelenité (LN.III) modellnek a folyam-
valtozokra redukalt valtozata.

Ezzel a levezetéssel egyszersmind tisztaztuk a Leontief-modellben szereplé B mat-
rix jelentését. Megmutattuk, hogy az ,csak” a beruhazasi egytitthatok matrixa, ami
ritka kivételektdl eltekintve mas, mint a tékelekotési egyiitthatok matrixa. Ezzel
visszaallitottuk a modell legitimacidjat, amit megingatni latszott B-nek tékelekotési
egyitthatomatrixként valo értelmezése, ami kizarna azt, hogy a B matrix szolgalta-
tasi agazatokhoz tartozd soraiban is legyenek pozitiv szamok.

A Neumann-modellben is csupan folyam jellegii valtozok jelennek meg: az egyes
id8szakokon beliili termelés és fogyasztds. Am ezt is atalakithatjuk gy, hogy - az
idészak eleji készletilloményok s, és a készletvaltozas y) valtozojit bevezetve — az
egyensulyi feltételekben megjelenjen a készletfelhalmozas. Az alabbi harom feltétel
képviselhetné a mérlegegyensulyi kovetelményeket:

k A A K
sSs., Ty, s=Ax, (K-Ax 2y,
amibdl levezethet alabbi lancolatot:

~ Xk Xk ~
thzAxt_‘_yt :St+yt zst+1:AXt+l)

s ebbdl, elhagyva a lanc kozbiilsé tagjait, megkapjuk Neumann eredeti Kx, > Ax, . ,
intertempordlis, csak folyam jellegti valtozdkat tartalmazé feltételét.

Reméljiik, mindezzel sikeriilt meggyézben igazolnunk, hogy a Leontief-technologiat
feltételez6 Neumann-modell, ha nem fosztjuk meg azokat eredend6 kozgazdasagi tar-
talmuktdl, idegen mind Neumann eredeti modelljétél, mind Leontief zart, staciona-
rius, egy termelési periodust feltételez6 modelljétdl. Ezért teljesen téves és félrevezetd
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az utobbit a Neumann-modell egyszer(ibb valtozatanak tekinteni. Legfeljebb azt alla-
pithatjuk meg, ha csak pusztan a két modell matematikai feltételrendszerét tekintjiik,
és feltessziik, hogy mindkettd irreduciblis matematikai struktura, akkor azok meg-
oldasa egybeesik. Ez pedig egy olyan matematikai szempontbdl trividlis megallapi-
tas, aminek nincs semmi kozgazdasagi tartalma. Mindez csak megerdsiti Neumann
[1947/1965] sokak altal figyelmen kiviil hagyott figyelmeztetését, hogy a ,tapasztalati
forrasatdl nagy tavolsagban vagy sok absztrakt »behatds« utan [a matematika tudoma-
nyat - Z. E.] a degeneralddas fenyegeti” (21. 0.). De itt raadasul nem is matematikarol,
hanem matematikai kozgazdasagtanrol van sz6, ami nemcsak ,tapasztalati forrasa-
tol”, hanem az utdbbit jol-rosszul kozvetitd verbdlis kozgazdasagtantdl is egyre tavo-
labb kertilt sok, egyébként kivalo matematikus miivel6jénél.

Hivatkozdsok

BRODY ANDRAS [1969]: Erték és tjratermelés. Kozgazdasagi és Jogi Kényvkiads, Budapest.

BrROMEK, T. [1974]: Consumption-investment frontier in decomposable von Neumann mod-
els. Megjelent: Los, J.-£o0s, M. W. (szerk.): Mathematical Models in Economics. North-
Holland, Amszterdam-New York, 47-57. o.

KEMENY, J. G.-MORGENSTERN, O.-THOMPSON, G. L. [1956]: A Generalization of von Neu-
mann’s Model of an Expanding Economy. Econometrica 24, 115-135. o.

LANGE, O. [1961]: Teoria reprodukcji i akumulacji. Panstwowe wydawnictwo naukowe,
Varsé (angolul: Theory of reproduction and accumulation. Pergamon Press, New York-
Oxford, 1969.)

LEONTYEV, V. [1925]: Balansz narodnovo hozjajsztva SZSZSZR. Planovoje Hozjajsztvo, 12.
254-258. o.

LEONTIEF, W. [1928]: Die Wiertschaft als Kreislauf. Archiv fiir Sozialwissenschaft und Sozi-
alpolitik, Vol. 60. 577-623. o.

LEONTIEF, W. [1936]: Quantitative Input and Output Relations in the Economic System and the
United States. The Review of Economics and Statistics, Vol. 18. No. 3. 105-125. o.

LEONTIEF, W. [1937]: Interrelation of Prices, Output, Savings and Investment. A Study in
Empirical Application of the Economic Theory of General Interdependence. The Review
of Economics and Statistics, Vol. 19. No. 3. 109-132. o.

MCcKENZIE, L. [1976]: Turnpike Theory. Econometrica, Vol. 44. 841-865. o.

MoRISHIMA, M. [1973]: Marx’s Economics. Cambridge University Press, Cambridge.

MOoRISHIMA, M. [1974]: The Fundamental Marxian Theorem: A Reply to Samuelson. Journal
of Economic Literature, Vol. 12. No. 1. 71-74. o.

MORISHIMA, M.-CATEPHORES, G. [1978]: Value, Exploitation and Growth (Marx in the
Light of Modern Economic Theory). McGraw-Hill, London.

NEUMANN JANOSs [1937/1965]: Az altalanos gazdasagi egyensuly egy modellje. Megjelent:
Neumann [1965] 160-176. o. Eredeti német nyelvi megjelenés: Uber ein 6konomisches
Gleichungssystem und eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes. Ergeb-
nisse eines mathematischen Kolloquiums, 1937. 8. 73-83. o.

NEUMANN JANOS [1947/1965]: A matematikus. Megjelent: Neumann [1965] 11-27. o. Az
angol nyelvi eredeti: The Mathematician. Megjelent: Heywood, R. B. (szerk.): The Works
of Mind. University of Chicago Press, Chicago, 180-196. o.



1278 | NEUMANN VERSUS LEONTIEF. KET MODELL - KET GAZDASAGKEP

NEUMANN JANOs [1965] Valogatott el6adasok és tanulményok. Kézgazdasagi és Jogi Konyv-
kiadd, Budapest.

Porov P. I (szerk.) [1926]: Balansz narodnovo hozjajsztva SZSZSZR 1923-1924 goda. TcSU,
Moszkva.

SAMUELSON, P. A. [1937]: A Note on Measurement of Utility. The Review of Economic Stud-
ies, Vol. 4. No. 2. 155-161. o.

SCHLESINGER, K. [1933/1934]: Uber die Produktionsgleichungen der 6konomischen Wert-
lehre. Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, 6. 10-11. o.

ZALAI ERNG [1987]: Munkaérték és sajatérték. Akadémia Kiado, Budapest.

ZALAI ERNO [1999]: A kozgazdasagtan metodologiajardl és a matematikai kozgazdasagtan-
rél a Neumann-modell iiriigyén. Kézgazdasagi Szemle, 46. évf. 7-8. sz., 600-629. o.

ZA1LA1 ERNG [2011]: Az egyensulyi ratak unicitdsa és a bérrata pozitivitdsa a Neumann-
modell 4ltaldnositasaiban. K6zgazdasagi Szemle, 58. évf. 1. sz. 20-40. o.

ZALAI ERNO [2012]: Matematikai kozgazdasagtan IL.: Tobbszektoros modellek és makrogaz-
dasdgi elemzések. Akadémia Kiado, Budapest.

ZEUTHEN, F. [1928]: Denkonomiske Fordeling. Busck, Koppenhaga.

ZEUTHEN, F. [1933]: Das Prinzip der Knappheit, technische Kombination und 6konomische
Qualitat. Zeitschrift fiir Nationalokonomie, 4. 1-24. o.



	Zalai Ernő: Neumann versus Leontief. Két modell – két gazdaságkép
	Neumann modelljének közgazdasági és matematikai jellemzői
	Neumann-modell Leontief-technológiával – fából vaskarika
	Leontief két korai, zárt input-output modellje
	Kísérlet Leontief korai zárt modelljének stacionárius kiterjesztésére
	Állomány versus folyam, a munkaerő- és a tőkeszolgáltatások ábrázolása
	Leontief modelljéből Neumann-modell – szintén fából vaskarika
	Egy kínálkozó rövidebb út: Leontief dinamikus input-output modellje
	Feloldozás: van rokonság, de nem egyenesági
	Összefoglalás 
	Hivatkozások


