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TRIPLES H-AZUMAYA . GRUPO DE BRAUER
J.M . Fernandez Vilaboa
M.P . López López

El grupo de Brauer para álgebras que son simultáneamen

te H-módulos y H-comódulos, siendo H un álgebra de Hopf conmuta-

tiva y coconmutativa en la categoría de R-módulos (R anillo con-

mutativo), fue estudiado por F.W . Long en 161 .

En este trabajo, para un álgebra de Hopf 7H en una ca-

tegoría cerrada simétrica C , se estudia el grupo de Brauer de los

1H-dimódulos triple que son IH-Azumaya . Este grupo generaliza el

de Long y, si se consideran 1H-dimódulos triple con coestructura

(respectivamente estructura) trivial, se obtiene el grupo de -Brauer

de 1H-módulos (respectivamente 1H-comódulos) triple de Azumaya de

¬¡nidos por J .M . Fernández Vilaboa en 111 . El grupo de Brauer de

la categoría cerrada C se tiene cuando la estructura y la coes-

tructura son las triviales .

Teniendo en cuenta las técnicas utilizadas y el contex

to en que se desarrollan queda de manifiesto el carácter esencial .

mente no-aditivo de esta teoría haciendo innecesaria la utiliza

ción de argumentos de dimensión y localización usados por Long en

su estudio .

Sea C una categoría cerrada simétrica con igualadores,

coiguladores, objeto base K e isomorfismo natural de conmutativi

dad t . Denotaremos con ® el "producto tensor" en C y para ca
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da objeto M de C (profinito en C (181 (1 .6 .3))) °`M

	

y OM

(a M

	

y

	

6 M )

	

son

	

la

	

unidad

	

y

	

la

	

counidad,

	

respectivamente,

	

de

	

la

C-adjunción M ® -

	

1 [ M,-] : C- C (M®-

M = [M,K] 181 (2 .3 .9,)) .

1 Ñ®-:C-.C con

Con IH = (1= (C, EC , 6 C ) , u = (C, n C , PC ) >

	

T C , a )

	

se deno-

tará un álgebra de Hopf en C conmutativa y coconmutativa res

pecto al cotriple 1 (181 (1 .1 .9),

	

(1 .1 .12)) .

1 . N-DIMODULOS TRIPLE . PROPIEDADES

(1 .1) Definición . Una terna (M 0 M ,p_M ) se dirá que es un IH-dimódulo si :

i) (M,O M ) es un IH-módulo por la izquierda ( 171 (3 .2 .1))

ii) (M,p M ) es un IH-comódulo por la derecha (171 (3 .2 .2))

iii) pM 0 1
M

= ( o M ® C) o . (C 0 p M )

(1 .2)

	

Definición . Ca terna (/A,,IA,pA) = ((A,nA'PA)' OA'PA) es

	

un

IH-dimódulo triple por la izquierda si,

i) ,	/A= (A,nA$ P A ) es un triple en C

i i)

	

(/A,R A )

	

es un

	

IH-módulo triple por la izquierda

	

(111 (2 .1 .1))

iii) (/A,P A ) es un IH-comódulo triple por la derecha (111(2 .2 .1))

iv)

	

p A ' O
A

= ( iA 0 C) o (C 0 p A ) .
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Un morfismo de IH-dimódulos triple será un morfismo de

Di-dimódulos(121 (1 .2)) que lo es también de triples .

(1 .3) Proposicl8n . Si (/A,~ A ,PA ) y (IB,oB ,p B ) son IH-dimódulos tri

ple entonces :

i)

	

(/A 1B "A®B' pA®B ) ' _ ((A®B,nA®nB, (VA ® P B ) o (A®TÁ®B) ;

'A®B =(

	

(
A
®1

B
)

	

o (C ®t Á® B) -

	

( 6 C ®A®B)

	

;

	

pA®B

	

=

	

(A ® B ®N C )

	

o



° (A 0 TB ®C) ° (p A ®PB) ) es IH-dimódulo triple .

ii)

	

(/A°, ~Al A) : _ ((A,nA' ' A ° TA) > ~ A 1 PA) y

(/A,~A'P A ) : _ ((A,n A ,NA - = PA ° TA ° (A OA)°(PA®A)) ;

son IH-dimódulos triple .

iii) Definiendo el producto smash de /A y IB como

/A# IB = (AH, nA#B' NA#B ) . con

	

nA#B = n A®B = nA ® nB	y

"A#B = (NA®NB) -(A@, B OB) ° (A®B®O A ®B) ° (A®pB®A®B)

entonces, (/A # IB, áA®B,pA®B) es un IH-dimódulo triple . Además,

el producto smash, así como el producto tensor, de IH-dimódulos

triple es asociativo .

Demostración .

(121 (1 .5)i))

Análogamente se prueban las restantes condiciones .

iii) De la conmutatividad y coconmutatividad de IH,junto con la

isomorfismo de conmutatividad T,se obtienenaturalidad del

que (/A#IB,~PA®B) es un IH-módulo triple por la izquierda y

(/A#IB,pA®B) es un IH-comódulo triple por la derecha . La re-

lación de compatibilidad entre ambas estructuras es la mis

ma que la del IH-dimódulo triple (/AIB,oA®B'PA®B)-

O A' P A )

ii)

	

lb A ° (C®uÁ) = PA °"A®0A)°(C®TA

	

A)°(aC OT
A )°(C®A®mA) °

° (C® pA ®A) = VA ° (OA®A)b(COTÁ)°(C®0A®0 A ) ° (aC®pA®A) = p Á °0 A@A

(IH es conmutativa y coconmutativa) .

(1 .4)

	

Proposición . Si (/A,oA ,P A ) y (IB,0 B ,P B ) son IH-dimódulos tri

ple,

	

entonces . s e

	

tienen

	

los

	

siguientes

	

isomorfismos

	

de

	

IH-dimódu

los triple :

1 7



i) (/A,0A,P A ) _ (/A'OA,PA)

ii)

	

(/A
DB,OAOB'PAOB)

_ (IB
/A'OBOA'PBOA)

iii)

	

(IB#/A''BOA,PBOA) _ (/A# D3,PBOMPAOB)

Demostraci8n .

i)

	

qA := mA ° TA ° P A : A

	

A

	

es un isomorfismo

triple cuyo inverso es :
OA

°
TA

° (AO a) °
PA

.

( m
A ° TC ° (A0 a)°

PA)°qA = ('A ° TC
° (~ AOa)°(COPA)°TC°PA

_
'A

°
TA

° (AOP C )°(AOXOC)°(A0 6C ) ° P A
= ~ A ° TC °

ii) (121 (1 .5)i))

iii) SB,A := TA ° (BODA)°(PB®A) : BOA -AOB

	

es un

IH-dimódulos triple cuyo inverso es :

(BOGA ) ° (B04A)°(PBOA) °TB (prueba análoga a i)) .

(1 .5) Proposición . Si (M,o m,P M ) y (N,O N 'P N ) son Di-dimódulos y

además M es profinito en C, entonces

i)

	

([ M, N) , O[ M,N]

	

:=

	

[M, 4N ° (COBM (N)) ° (COoMO [ M,N]) °

°(COXO[M,N]) ° (6COM@[M,N]) ° (TM0[M,N])]°

1 8

° (A 0 (n C ° EC ) )° P A

	

=

	

1A

°(aM(CO[M,N])),
P[M, N) .

	

(V MKNO PC ) ° (MOP N 0C) °

°(MOBM ()Oa) ° (MOMO, ° (MOPMO[M,N]) ° (aM0[M,N])

es un Di-dimódulo (121 (1 .3)ii)) .

(IE(M), (P E(M)' P E(M) ) := HE(M) = [M,M ],

	

nE(M) - a M >

de IH-dimódulos

isomorfismo de

p E(M)

	

dMMM ) ' 'E(M) := m [M,M]' P E(M) := P[M,M])

	

es un

Di-dimódulo triple . Además si N es también profinito en

entonces los Di-dimódulos triple IE(MON) y .IE(M)IE(N)

isomorfos (121 (1 .5)ii)) .

C

son



(1 .6) Lema . Si (M,,p M ,p m ) es un IH-dimódulo con M profinito en ~,

entonces el morfismo

	

g
M

:= (M,oWI °
TC

]° a
m
(C) verifica :

i)

	

g M :M,C®n C )

	

(IE(M)1PE(M)) es un morfismo de IH-comódu

los triple .

ii)

	

o

	

= N

	

° (i~

	

® E(M)) ° MM) ® T E(M) ) °
(g ®g ®E(M)) °

E(M)

	

E( M)

	

E(M)

	

E(M)

	

M

	

M

°(tC ® E(M)) ° (C®AE()) ° (aC ® E(M))

iii) (E(M),0

	

° (C ®

	

) ° (C ®
TE(M))

° (C ® E(M) ® g ) °
E(M) E(M)

	

E(M)

	

M

° (C ®
TE(M)))

es un IH IH-módulo por la izquierda (171 (3 .1 .16)) .

Demostración .

P E(M) ° ( gM ®9 M ) = [M,o M (M) ° ( sM (M) ® E(M)) °

°(a M (COC)) _ [M>pM ° TC ° (IM ® C) ° ( TC ® C) 1

°(am(C®.C))
=gm

° PC (IH conmutativa) .

gM ° n C = °M = 'E(M)

(M 0 9 M 0 q m ) 1 °

p E(M) ° gM

	

(VMKM ® 11 C ) ° (M ®p M ® a) ° (M ® m M o C) ° (M®,C®M) °

°(M ®
TCOC ) ° (M®p M®C) ° ( aM OC) = (°MKM @ . P C ) ° (®OM

®C®C) °

C®C
°(M®C®PM®a) ° (M ® T

	

) ° (M ®p M
® C) ° (a- m ® C) _

=(VMKM o C) ° (M o p
M
o C) ° (M ® TC®C) ° (®M®N

C
o C) °

°(M®M®C®XOC) ° (M ® M o s
C
® C) ° (M ®p

M
® C) ° ( _a

m
® C) _

-(vMKM ® C) ° (M ®m M ® C) ° (M ®T
m®C) ° (M ® M ® (n C ° e C ) ® C) °

°(M®P M ®C)

	

-(a- m ® C)

	

= gM
®

	

nC;(PC °

	

(C 0

	

a) °

	

áC
=

	

n
C
°e C )

° E(M)) ° (E (M) ® T E(M)) ° (9 M ® gM ® E(M)°
P E (M)

	

°

	

(N E(M)

	

E(M)

°(TC0E(M)) ° (C0x0E(M)) ° (aC ®E(M))= ( M,s M (M) ° (M®qm ) °

°(s M (M) ® C) ° ( o M (M) ®E( M) ® C) ° (M@ 9M ® E (M) ® C) ° (M®C®TÉ(M))°

°(M ® TC 0 E(M)) ° (M ® C ®), ® E(M)) ° (M ® 6 C ® E(M)) 1 °

0 (a m (C 0 E(M) ) ) = o E(M)



iii) (E(M),oE(M)) es un IH'-módulo por la iiquierda . Además,

(E(M) ;uE(M) ° T E(M) ° (E(M) 0 gm)) es un Di-módulo por la de

recha (gM :U, - " IE(M)° es un morfismo de triples al ser

IH conmutativa) y u

	

E(M) (o

	

09M) .=E(M) ° T E(M) °

	

E(M)

=N

	

° TE(M) ° (u

	

9M) ° (u

	

0 E(M) 0 C) °E(M) E(M) E(M)

	

E(M)

°(E(M) 0 TE(M) 0 C) ° (gM 0 gM 0 E(M) 0 C)'- (x 0 C 0 E(M) 0 C) °

0(S C OE(M) O C)

	

= p E(M) ° (gm 0 E(M)) ° (u C ® P E (M) )
°

°(C 0 -tE(M)OE(M)) ° (C O TE(M) 0 C) ° (a 0 % 0 E(M) 0 C) °

°(6 C 0 E(M) 0 C) = P E(M) ° ("E(M) 0 E(M)) °(E(M) ® PE(M) 0 E(M))°

°(E(M) 0 TE(M)OE(M)) ° ( gM 0
gM

0 E(M) 0 9M) ° (~ 0 C 0 E(M) 0 C , )°

°(ó 0 E(M) 0 C) _

	

° (COP

	

) ° (COT E(M) ) ° (COE()O9 ) .C

	

E(M) E(M)

	

E(M)

	

M

(1 .7) Lema . Si (M,<p M ,p M ) es un IH-dimódulo con M profinito en C

entonces el

	

morfi smo gM

	

vMKM 0 X) ° (M 0 p M ) ° VMKM
verifica :

i) TC() ( .E(),pE(M))

morfismo de DI-comódulos por la derecha .

iii) MM), p E(M) , gM) es un IH-dimódulo .

Demostración .

(COE(M), COPE(M))

ii . )

	

(E(M), gM) es un IH-comódulo por la derecha .

es un

i )

	

(C 0 pE(M) ) ° TC (M) °
gM

= (COvMKM ® NC ) ° (C 0 M Op M 0 C) °

°(C 0 M 0 s M (M) 0 a) ° (COMOMOTE(M)) ° (TCOMOC

	

0 E(M)) °

°(M 0 pM 0 TC (M) ) ° (M 0 M 0 9M) ° (am 0 E(M)) _ (C o v MKM 0 P C ) °

°(COMOP M OC) ° ( TCOM 0 C) ° (M 0 M Oa OX) ° (M 0 pM 0 C) °

°(MOs M ()OC)

	

°

	

(M 0 M ® TE(M))

	

°

	

(M o p M 0 E(M))

	

°

	

( -a M 0 E(M))

	

_

= ( T E(M) 0 C) 0 (vMKMOXOC)° (M 0 pM 0 C) 0 (M-0 M OP C ) °



°(MOPM®a) o (MOs M (M) o C) ° (M o M o TE(M))
°

°(M ®
PM

@E (M)) ° (~M®E(M))

	

_

	

((tE (M)

	

® C)° M

	

° P E(M)g )

ii )

	

(gM
® C) ° gM = (° MKM ® a Oa) ° (M ® P M 0 C) ° (M ® P M ) °

°°MKM

	

(°MKM 0 a ® x ) ° (M O M ®6 C ) ° (M O PM) ° °MKM

=(E(M) ® 6 C ) ° gM

MM) ® EC)

	

'E(M)

iii) Por (1 .5) MM) , IE(M))
es lH-módulo por la izquierda y

por ii) MM) , gM) es IH-comódulo por la derecha . Además,

(° MKM ® C)

	

'E(M) _ (M o M ®a) ° (M ® P M ) ° (M ® B M (M)) °

° (am ®
OE(M)

) _ (M 0
mM

® a) ° (M ® C ® P M ) ° (M ® C ® s m (M)) °

° (M o
zC

® E(M) ) ° (M ®
oM

® C ® E(M)) ° (M ®
1C

® C ® E(M)) °

° (M®M® t C ® E(M) ) ° (M ® M ® C ® a ® E(M) ) ° (M 0 M ® a C ® E(M) ) °

°(am ® C 0 E(M)) _ (M ® oM o C) ° (M o C ® s m (M) 0 C) °

°(M o
1C

® E(M)

	

® C)

	

°

	

(M ®4M
® C ® E(M)

	

® C)

	

°

	

(M ®

	

,m

® C ® E(M)

	

® C)

	

°

	

(M 0 M ®

	

tC

	

® E(M)

	

® C)

	

°

	

(M ® M ® C

	

®a ® E(M)

	

® C)-C

®a C ® E(M) ® C) ° (C ®gM) _ (° MKM ® C) ° (mE(M) ® C) °(C®9M)

Por lo tanto, ya que

	

°MKM ®C

	

es un isomorfismo al ser M

profinito en C, ambas estructuras son compatibles .

(1 .8) ProposICibn . Si (M,o M ,P M ) es un IH-dimódulo con M profinito

en C y (/A,oA , PA ) es un IH-dimódulo triple, se tienen los si-

guientes isomorfismos de IH-dimódulos triple :

i)

	

IE(M)°#/A = IE(M)°/A

ii)

	

/A#IE(M)° = /A IE(M)°



Demostraci8n .

i)

hM,A :_ ( uE(M) ® A) ° (TE(M) ® A) ° MM) ® gM ® A) ° (E(M) ® T A ) °

°(E(M) @ P A ) : E(M) ® A-E(M) ® A

	

en donde gM : C -" E(M)

	

es el

morfismo definido en (1 .6) .

hM,A es un morfismo de 1H-comódulos . En efecto :

P E(M)®A ° h M,A = (NE(M) ®A ®N C ) ° (T E(M) ® T A ® C) °

°(E(M) ®E(M) ®u C ®p A ) ° ((M) ® T E(M) ® C 0 A) ° (p E(M) ® P E () ® A) °

°(E(M)

	

® gM ® A)

	

°

	

MM)

	

® TA)

	

°

	

(E(M)

	

0 p A )

	

_

	

(NE(M)

	

® A ® PC )

	

°

0(T E(M) ®
T C ® C) ° (E(M) ® T É (M) ® A ® C) ° (p E(M) ® T E(M) ® C)0

°(E(M) ® A 0 gM ® C) ° MM) ® A ® * 6 C ) ° (E(M) ® P A )= (hM ~ A ®C) ° PE(M)®A

(gM morfismo de Di-comódulos (1 .6)i), IH conmutativa y coconmu-

tativa) .

hM,A es modismo de IH-módulos :

4

	

° (C ® h

	

)_ (u

	

® A) ° (T E(M) 0 A) ° (m

	

®g

	

) °E(M)®A M,A E(M)

	

E(M)

	

E(M) M A

°(C ® E(M) ® T C®A) ° (C ® T E (M)	P A ) ° (6C ® E(M) ® A)

	

_

hNA ° ilE(M)®A

	

M.6)iii)) .

Además, por la propiedad ii) de (1 .6), por la natura-

lidad del isomorfismo de simetria T y por ser IH conmutativa y

coconmutativa se obtiene que h M,A es, un morfismo de triples,

es decir,

h M,A °N E(M)°#A

	

NE(M)°®A 0 (h M,A 0h M,A )	y

	

hM,A°(n E(M) ®n A ) =



El morfismo (uE(M) 0 A) o (TÉ~M~ 0 A)

(E(M) 0 g M 0 A) ° (E(M) 0 TA)

	

(E(M) 0 A 0 a) o (E(M) 0 p A )

	

resulta

inverso de h M,A como consecuencia de ser 9M un morfismo de tri-

ples (1 .6) y por las propiedades del antipodo .

Para la demostración de ii) se utiliza el morfismo

hA,M := (áA 0 E(M)), T C®E(M)

	

° (A ®9M) en donde gM :E(M)- E(M)®C

es el morfismo del lema (1 .7) . Con cálculos análogos a los ante

riores y teniendo en cuenta las propiedades de (1 .7), resulta

que hÁ .M es un isomorfismo de IH-dimódulos triple cuyo inverso

está definido por :

(hA
,M

) -1 := (o A 0 E()) ° (x 0 A N E(M))

	

TC®E() o (A 0 gM)

(1 .9) Corolario . Si (M,O M ,p M ) Y (N,0 N ,P N ) son IH-dimódulos con

M y N profinitos en C y (/A,oA , PA ) . es un IH-dimódulo triple,

entonces :

i)

	

IE(M)°#IE(N)° y IE(M®N)° son Di-dimódulos triple isomorfos .

ii) /A#IE(M)° y IE(M)°#/A son IH-dimódulos triple isomorfos .

Demostración .

i) IE(M)°#1(N)° _ IE(M)°IE(N)° por (1 .8)i) .

IE(M)°IE(N)° = IE(M®N)°

	

por (1 .5)ii) .

ii)

	

Se sigue de la proposición anterior (1 .8) y de (1 .4)ii)

1 .10) Proposición . Si (M,m M ,P M ) es un IH-dimódulo con M profini-

to en C , entonces se tienen los siguientes isomorfismos de

IH-dimódulos triple :



i)

	

IE(M)o = I(M)

ii) IE(M) = IE(M)o

Demostraci8n .

i)

	

Se define jM := [M,BM(M) - (M ®O E(M) ) ° (pM @E(M)j-

0 (o M(E(M))

	

=

	

vMKM ° (M®(sM (M) - (M@ OE(M))

	

(pM @E (M))))o

o(dM
® E(M));(j Ml ° v MKM ° (M o (s M(M) 0 (M ® 0E(M))

0

o(M®a@E(M))

	

-

	

(pM
® E(M))))

	

°a M ® E(M))

	

,

jM es morfismo de triples :

jM

	

PE(M)o

	

[M,sM (M)

	

°

	

(M ®
0 E(M) )	°

	

(pM ® PE(M))o(M®E(M)00E(M))o

o(M@P
E(M)

0 E(M)) - ( aM (E(M) 0 E(M) ))= [M,oM(M)

24

E(M) 0 OE(M) ) 0

o(M®PE(M) 0E(M))1 - (a M (E(M) 0E(M))) = [M,6 M (M) 0 (M®NE(M)) o

o(M®E(M) 0 o E(M) ) 0 (PM®E(M) ® E(M) ) o (M®mE(M) ® E(M) ) o

0(pM®E(M)®E(M))1o(aM(E(M)®E(M))) = [M,9M(M)o (M®0 E(M) ) o

o(P MOEM) -(0M(M)®E(M)) o (M®OE(M)®E(M)) 0 (pM®E(M)®E(M)))

o(aM(E(M)®E(M))) = i, E(M) o ( jM ® jM) ;((IE(M) ,0 E(M) . ' P E(M) )

o(M ® P E(M) ) 0 (M ®
OE(M)®E(M)) - (PM

es IH-dimódulo triple, IH es conmutativa y coconmutativa y

s M (M) es un morfismo de 1H-comódulos por la derecha por la

conmutatividad de IH) .

Además,
jM

on
E(M)o = n E(M)'

jM es morf.ismo de IH-módulos :

0 E(M) o (C o iM) = [M, mM 0 (C®O M ) o (C®C®BM(M)) o

o(C®C®OMOE(M)) 0 (COC®a®M®E(M)) o (C®6 COMOE(M)) o

0



o(C®TC®E(M)) ° (C®oM®C®E(M)) ° (C®x0p
M
@E(M)) °

0(6C@M@E(M)) ° (T m 0E(M))] ° (áM(C0E,(M))) _

=[M,OM ° (C®O M(M)) ° (C®mM ® E(M)) ° ( PC ® PC 0 M ® E(M)) °

0(000®TC 0 M ® E(M)) ° (C 0 TC ® a ® M ® E(M)) ° (C®a®6C®M®E(M)) °

0(6C® TC ® E(M)) ° (C ® p
m

® E(M)) ° (TC ® E(M)) ] ° (aM(C®E(M))) _

=[M, im ° (C ® s M (M) 1 ° (C ®
OM

® E(M)) ° (C ® :, ® M ® E (M) )

	

°

0(6C®M®E(M)) ° (TC 0E(M)) ° (M®NC®E(M)) ° (pM®C®E())1 °

0(am(C ® E(M))) _ [M,OM(M) ° (M ®
o E(M) ) ° (M ®

PC
® E(M)) °

0(pm®COE(M)) 1 °

	

(a M (C ® E(M))) = jM ° OE(M)'

jM es morfismo de Di-comódulos :

P E(M) ° 'M - (°MKM ®p C ) ° (M ®p M o a) o

	

(M ®s M (M) ® C) °

o( M @ M ® T E(M) ) ° (A 0 p

	

0 0E(M) ) °
(M ® p

	

0 E(M)) o

0 (a
-

	

® E(M)) _ (°MKM ® C) ° (M os
m
(M) ® C) ° (M ® M ®

p E(M) )

0(M®M®oE(M)) ° (M®p m 0E(M)) ° (am0E(M))=

=(jM® C) o pE(M)

	

(Di

	

coconmutativa) .

Análogamente,

	

jM

	

_

	

°MKM o (M ®(oM ° T C ° (am(1®C) °

0(M® pE(M)))) ° (,- 0E(M))

	

es otro isomorfismo de Di-dimó-

dulos triple entre IE(M)° y IE(M) cuyo inverso es

°MKM ° (M

	

(OM
ó (a®M) ° TC ° (s

m
(M) ®C) 0

o(M0pE(M)))) 0 ( -a m ®E(M)) .

m
m

	

(A ® b-1

	

m
C ) o (°MKM ®M) o T E(M) 1 0

0

o(aM(E(M))) : E(M) -E(Ñ) .

	

es un morfismo de.

	

Di.-dimódu-

M
los triple cuyo

	

inverso es :

	

vMKM ° (sM(M) ®M) 0 (M ® TE(M))0
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o(a-mOE(M)) .

2 . DI-DIMODULOS TRIPLE IW-AZUMAYA

(2 .1)

	

Prooosici8n .

	

Si

	

(/A,~t A 'P A )

	

es

	

un

	

IH-dimódulo

	

triple

	

con

	

A

progenerador en C (181 (1 .6 .3)), los morfismos :

XA,A '_

	

(A, PA 0 (NA 0 A) 1 - ( aA (A0A)) : /A#/A--" IE(A)

xA, A

	

= [A , uA ° ( , AOVA) o T AOA] ° (aA(AOA)) :/A#/A -. IE()o

	

(1 .3)ii)

son de IH-dim6dulos triple

Demostración .

XA ,A es morfismo de triples :

p E(A) ° ( xA ,A OXA ,A )=[A,P
A o (NADA)' (MA MA) ° (NA0A0A0A)1

o(a A (AOAOAOA)) _ (A,pA O(P AOA) - (TA 0 A) - (u o 0 0 4 0 A)

o( pAOTÁ O 4 A O A)

	

(TA O
PC

O PA O A O A) - (A O T C O C OA O A O A) o

0(p A 00 A 000A0A0A) o (P A OPA 0A0A0A)1 o (aA (AOAOAOA)) _

=[A'NA0
(N A 0pA ) o (TAOA0A) o (A0 p 0A0A) o (A00 0A0A0A)0

o(AOCOo A OAMA) o (AOCOT AOA 0 A 0 A) o (A 0 C O(1A 0 C 0 TA 0 A) o

o(A O

	

d C O A O C

	

O A O (1A O A)

	

o

	

( p A O

	

pA O

	

p A O A O A) 1

	

-

o(a A (A O A O A O A) ) =

	

XA ,A o PA#A	(IHconmutativa) .

Además,

	

xA,A o (nA O n A )

	

=

	

nE(A)'

XA ,A es morfismo de IH-módulos :

0 E (A)

	

o

	

(C O XA ,A )

	

_

	

(A,P A o

	

OAOA o

	

(C O

	

P A O A)

	

o

	

(T COA O A)

	

o

0((A000oAOA) o (C0 A0TC0A0A) o (T COCOC 0 A0 A) o



°( PA ®C®a®A®A) ° (A@6 C 0A@A)l °

	

( nA (C®A® A))

	

=

_ [ A, PA ° ( PA ® O A ) ° ( OA®A @ C ® A) ° (C 0 r q®A ® A) ° ( 6C ® -C A ® A) °

°(TA0oA 0A)°(m A ®C®C®A® A)°

	

-cA®tC0A0A)°

°(A0 C®C ®A®A) ° (A0 C0 C0~,®A®A) ° (p A ®6 C ®A0A)l °

°(« A (C®A®A)) = [A,PA° (VA
®A) ° (O A ®OA 0A)° (C®mA @C®A®

°(0000T C 0A0C0A) ° (tC0 r C®A ®C®A) °

°(rA®C®C® T C 0A) ° (p A ®C0P C ®C®A®A) ° (A® 6 C ® tC0A0

®A) ° (A® 6 C 0x®A®A) ° (A® 6 C 0A0A)l ° ( aA (C®A®A ))

= [ A, NA ° (u A ®A) ° ('A®OA®A) ° (C®OA @ C0 A0O A ) °

°(C 0 C 0 T C 0 A ® C ® A) ° (tC ® t A®A ® C ® A) ° (rA®C ® C 0 T C 0 A) °

°( PA @C@(nC 0c C )

	

®C®A®A)° (A0006C ®A®A)° (A ®6 C ®A0A)l

°(aA(C®A®A))

	

=

	

[A, PA ° (PA ®A) ° (A®OA®A)1 ° (QA(C®A®A))

	

=

XF1,A0OA#A

	

(IH conmutativa y coconmutativa) .

XÁ .A es morfismo de llH-comódulos :

P E(A) ° X Á,A

	

(oAKA ® PC ) ° (Á ® PA ®a) ° (A ® VA ® C) °

°(Á0pÁ0A®C)°(Á® A0 C~A)pA®A®A)°

	

aA®A®A)=

-(~AKA®uC)°(Á®NA®NC0x) °(A®NA®rÁ®C®C)°(A®A®A®

PC ® PA ® C) ° (Á ® rA®C 0 C ® A ® C) ° (A ® PA @ O A ® C ® A ® C) ° (Á opA

® r~®A®C) ° (Á0 A0,Á®A) ° (Á®p A ®A®A) ° (- A®A®A) _ (o AKA ®C) °

° (Á@NA®C) ° (Á ® PA ® A ® C) ° (Á ® TA ® A ® C) ° ({I®A®mA®A®C) °

°(F1 ® A ® C ® rÁ®A) ° ({1®A®C®NC®A ®A) °

	

(Á®A®COp C ® C ® A ® A) °

° (Á ® A ® C ® PC ® C ® rA®A ) ° (A ® A ® 6 C ®a ® rA ® p A ) ° (Á ® A ® 6 C 0

op A ®A) ° (A0p A ®A®A) ° ( a A ®A®A) = (vAKA 0 PC ) ° (~®NA
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(2 .2) Dofinici8n . Si (/A,o A ,o A ) es un IH-dimódulo triple con A

progenerador en C , se dirá que /A es IH-Azumaya si xÁ,A.y
X A, A son isomorfismos .

(2 .3) Proposici8n .

28

oCoC)

	

(ÁONAO c 0C)o(- A ®A =

	

( x
Á, A

®
C)* ' p AOA

Análogamente se prueba que
x A Á : /A#/A - IÉ(A)° es

un morfismo de IH-dimódulos triple .

i)

	

Si /A es IH-Azumaya, también lo es %A .

ii) Si (M,0M ,P M ) es un IH-dimódulo con M progenerador en C,

entonces IE(M)° es IH-Azumaya .

i i i) Si

	

/A

	

y

	

IB son

	

IH-Azumaya,

	

/A#IB es

	

IH-Azumaya .

Demostraci8n .

i)

	

x~,Á ° (SA ,A ) -1 = OA xA,Á siendo SÁ,A y jA los isomorfis

mos de IH-dimódulos triple obtenidos en (1 .4)iii) y (1 .10)i)

respectivamente .

En efecto :

x T,A ° (SA , A) -1	= I A, pA

	

TA

	

( PA 0 0A)

	

(A 0 A 0 N C 0 (A) 0

0(T AA0C 000 a®A) o (p 010 00000A) ° ( . PA Op 0C0A) o

0(T A 0 C O A)

	

(A O m A O COA)° ( p A O pA O A). ° (A O TA) ]

0(0A (AOA)) _ (A,P A 0

	

A 0 A)

	

(-u C 0A0A) o

0(C0TCOA)°(C0PA0uC0A)o C®TÁ000x0A)o(C0AOo-AO

000'C0A) o (C0 TA ,OC 000C0A) o (T A 0 A0 6 C OC0A) o

o (A O C O A O 6 C O A) o U®COPA DA) o (A O C 0 0A O A) o (AO6 C O A 0 A) o



°(PA ® ,Á)) ° (aA(A®A)) = [A,NA ° (0 A®A) ° ( N C ® A 0 A) °

°( C0T A®A ) ° (C ® u A ®C ®A) - (C ®T A 0 C ® A) °

°(C ® A ® 0 A ® C ® A) - (C ®
TA

®C 0 (nC ° c C ) ® A) °

°( TA ® A ® d C ® A) ° (A ® C ® pA ® A) ° (A ®C ®0A ® A) ° (A®6C®A®A)°

-(PA ® T A ) ° (aA(A®A)) _ [ A,B A() ° (A ® x A, A) ° (A ® 0A®A)
°

'(PA®A®A)) ° (aA(A@A))

	

_

	

[A,B A (A) ° (A00 E(A) ) ° (pA@xA,A)) °

°(a A(A®A)) = J A
° XA,A

	

(XA,A

	

es un morfismo de llH-módulos

por la izquierda y Di es conmutativa y coconmutativa) . De

donde xA,A - J-A ° x A, A OSA-,A es una composición de isomor

firmos .

Además,

	

xA , A

	

=

	

ZA ° x A , A ° SA,A

	

en

	

donde

ZA _ [A,B A (A) ° (0 A ® E(A)) ° (TA ® E(A)) ° (A ® TE(A))°(A®pE(A))) °

°(aA(E(A))) : E(A) --" E(A)

	

es, un isomorfismo de lli-dimó-

dulos triple

	

((ZA ) -1 :_ [A,B A(A) ° (0 A®E(A)) - (x 0 A 0 E(A)) °

° ( TA ® E (A) ) ° (A ® TE(A))
° (A ® pE (A) ) ) ° (aA (E (A))))

	

y por

lo tanto X A, A es también una composición de isomorfismos .

N E(M) ° (uE(M) ® E(M)) ° TE(M) ® E (M) ° (E (M) ® j M ® E(M)) °

-(E(M) ® 0E(M) ® E (M)) ° (E (M) ® TE(M)@E(M)) ° (E (M) ® E (M)

0 v MKM 0 x ) ° (E (M) ® E (M) ® M ®p M ) ° (E (M) ® E (M) ® V MKM ) _

=[M,B M (M) ° (M ® OE(M)) ° (M ®N C ® E(M) ) ° ( PM ® C ® E(M)) °

°(B M (M) ® C ® E()) ° (M ® PE(M) ® C ® E(M)) ° (M ®TE(M) ®C ®E(M)I°

°(M ® E(M) ® T E(M)®C ) ° (M ® E (M) ® E (M) ® vMKM ® x) -

°(M ® E (M) ® E (M) 9 M ® PM ) ° (M ® E (M) ® E (M) ® 'vMKM ) )

	

°
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iii) Con cál.culos similares a los utilizados hasta aquí, se ob-

°(n m (E(M) ®E (M) @E (M))) = [ M,B M (M) ° (M@ 4E (M))
°

-(M@ u C @E (M)) ° ( P M ®C ®E (M) ° ( B M (M) ® C .® E (M)) °

°(M 0 TE(M) @E (M)) ° (M@ a ®E (M) @E (M)) ° ( .pM 0 E(M) 0 E(M)) °

°T
M(M)®E(M) ° MM) 0 E(M) 0 B M (M)) ° E(M)®E(M) 0 E(M))).°

0(a M (E(M) 0 E(M) 0 E(M)))= [M,.BM (M) ° (BM (M) 0 E(M)) °

°TM(M)®E(M) ° MM) ®o E(M) 0 B M (M)) ° (PE(M) 0 E(M) 0M

0 E(M)) ° (TE(M)®E(M) 0 E(M))) ° ( a M ((M) 0 E(M) 0 E(M))

	

_

_~

	

° T E(M) ° (N

	

OE(M)) ° MM) ®~

	

0 E()) °E(M) E(M) E(M)

	

E(M)

°(PE(M) 0 E(M) 0 E(M)) .

	

Por lo tanto X E(M)° , E(M)°

=X E(M)° ° (j M 0 E(M)) ° h '	siendo

	

h '	y jM los
E(M)°,M

	

E(M)°,M

isomorfismos de IH-dimódulos triple obtenidos en (1 .8)ii)

y (1 .10)¡) respectivamente y x

	

[E(M),ú_

	

TE(M)
E(M)°	E(MP

	

E( M) ° (NE(M)®E(MU)°

0(áE(M) (E(M) 0 E(M) )) : (IE(M)°)e _ IE(E(M) ° )

	

el

	

isomor-

firmo de R dimódulos triple deducido del caracter 1-Azumaya

del triple IE(M)° al ser M progenerador en C (121,(1 .8)) .

tiene :

Análogamente se comprueba que xE(M)° , E(M)°

= XE(M)° ° (E(M) ®j'M 1 ) °
hM,E(M)°

	

en donde hM,E(M)° y jM

son los isomorfi,smos de DI-dimódulos triple obtenidos en

(1 .8)i) y (1 .10)¡) respectivamente .

x-5-B

	

= f ° (E(A) 0 (m,) -1 1 ° h E(A),B °,A#B

°((MA ) -1 0~ B l ° (E(Á) ® .xg .B ) ° ((hq .B)-l
0B) °



0
( TE(A) ® B)

	

(h® B)

	

(B ® mA ® B)

o(B 0 XA ,A 0 B) 0 ((S B,A ) -1 0 A 0 B)

	

en donde S, m, h y h'

son los isomorfismos de (1 .4)iii), (1 .10)ii), (1 .8)i)

(1 .8)ii) respectivamente y

f = f A ® B, (BA (A) 0 6 B (B))

	

(A@ TE(A)® E(B) )

(aAOB(E(A) 0 E(B))) : E(A) 0 E(B)- E(A OI B)

es el isomorfismo de

	

x A,A#B es composición de

isomorfismos por ser /A y IB IH-Azumayas .

Además, X A#B,A B

	

f o hA,E(B)° - (x A, q 0 E(B) )

-(A ®(hÁ 'B ) -1 ) o (A ® z EE(B) ) o (A 0 hB,1) ° (A 0 X B, B 0 A)

-(A@ BO (SB .A)-1) también es un isomorfismo, de donde,

/A#IB es un triple IH-Azumaya .

3 . BD IH (C), GRUPO DE BRAUER DE IH-AZUMAYAS

(3 .1) Definición . Dos IH-dimódulos triple (/A, mA> °A ) y (IB,oBYPB)

que son IH-Azumayas están relacionados si, y sólo si, existen

IH-dimódulos (M,o M ,pM ) y (N,O N ,P N ) con M y N progeneradores en

C, ' tales que /A#IE(M) ° y IB#IE(N)°

	

son isomorfos como IH-dimódu-

los triple . Esta relación es de equivalencia, y el conjunto

cociente se denotará por BD IH (C) .

(3 .2) Proposición . BD IH (C) es un grupo que se denominará el gru

po de Brauer de IH-Azumayas .

Demostración .

y

Para

	

[(/A,o A , PA ) 1

	

y

	

[(IB,oB,PB)]

	

elementos .d e

	

BDIH (C)



se define la operación : [(/A,oA,PA)] [(IB,OB,PB)] : =

=[(/A#IB, P A®B , pA®B)1

	

(1 .3)iii) . El elemento neutro'es la

clase de (IE(M)°,mE(M) ' PE(M)) siendo (M,o M ,P M ) cualquier

Di-dimódulo con M progenerador en C (2 .3)ii) . El inverso de

[(/A,oA,'A)] es [(/A,oA,pA))

	

(2 .2) y (2 .3)i) .

(3 .3) Proposición . El siguiente diagrama de monomorfismos de

grupos :

Demostración .

3 2

B(C)

BM(C,IH)

D IH (C)

es conmutativo, siendo BM(C,IH) (respectivamente BC(C,IH))

el grupo de Brauer de IH-módulos triple (respectivamente Di-cq

módul,os triple ) 1-Azumaya

	

(111 (2 .1 .8), (2 .2 .7)) y B(C)

	

el

grupo de Brauer de triples 1-Azumaya en C (111 (2 .1 .11)) .

Si (/A,,P A ) es un IH-módulo triple por la izquierda en

tonces (/A,o A ,p A = A 0 n C ) es

	

un IH-dimódulo triple .

	

Además,

como en este caso los morfismos X A, A y xA ,A (2 .1) coinciden

con x/A = [A,m A o (P A 0 A)

	

(~A 0 A) ]

	

aA (A®A) .: (121 (1 .6))

	

se de-

fine de forma canónica el monomorfismo P 3 : BM(C,IH)- BD IH (C),

[(/A,0A)]-[(/A,0A'pA .= A0n C )1 . (Nótese que si (IB,o B ,P B)=

=

	

B 0 n C )

	

es

	

u.n

	

IH-dimódulo

	

triple

	

definido

	

a

	

partir

	

del

	

IH-mó

dulo

	

triple

	

(IB,(i B ),

	

entonces

	

los

	

IH-dimódulos

	

triple

(/A#IB, ro A®B' p A®B ) y (/AIB, 0 A®B' pA®B) Coinciden) .



Análogamente se obtiene el " monomorfismo

P4 : BC(C,11i)--~

	

BD IH (C)

	

(( /A,a A )]--~((/A,0A=

	

eCOA,pA)] .
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