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TRIPLES H-AZUMAYA. GRUPO DE BRAUER
J.M. Fernandez Vilaboa
M.P. LSpez Lopez

El grupo de Brauer para algebras que son Simulténeameg
te H-mddulos y H-comddulos, siendo H un ilgebra de Hopf conmuta-
tiva y coconmutativa en la categoria de R-mddulos (R anillo con-

mutative}, fue estudiado por F.W. Long en |6].

En este trabajo, para un &lgebra de Hopf M en una ca-
tegoria cerrada simétrica C , se estudia el grupo de Brauer de lus
H-dimddulos triple que son IH-Azumaya. Este grupo generaliza el
de Lung y, si se consideran H-dimédunlos triple con coestructura
(respectivamente estructura) trivial, se obtiene el grupo de Brauer
de H-médulos {respectivamente H-comddulos)} triple de Azumaya de
finidos por J.M. Fernandez Vilabga en |i|. El grupo de Brauer de
la categoria cerrada € se tiene cuando la estructura y la coes-

tructura son las triviales.

Teniendo en cuenta las técnicas utilizadas y el contex
to en que se desarrollan queda de manifiesto el cardcter esencial
mente no;aditivo de esta teoria haciendo innecesaria la utiliza-
cién de argumentos de dimensidén y localizacién usados por Long en

su estudio.

Sea C una categoria cerrada simétrica con igualadores,
coiguladores, objeto base K e isomorfismo natural de conmutativi

dad r . Denotaremos con & el “"producto tensor" en ¢ y para ca-
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da objeto M de C (profinito en C ([8] (1.6.3))) oy ¥ &y

{EM y EM) son la unidad y 1ta couﬁidad, respectivamente, de la

C-adjuncitn M @ - b [M,-] : C—— C (MB- —— MB-:C — € con

M= [M,K] 8] (2.3.9)).

Con H=1I(¢ =(C,cc,ﬁc), ﬂ‘=(c,nc,pc), TC,R] se deno-
tard un dlgebra de Hopf en £ conmutativa y coconmutativa res-

pectc al cotriple ¢ (18 (1.1.9), (1.1.11), (1.1.12)}.

1. N-DIMODULQS TRIPLE. PROPIEDADES

(1,1} Definicidn. Una terna (M,4,,0,) se dird que es un H-dimddulo si

i} (M,¢M) es un M-médulo por la izquierda { 7] (3.2.1}))
ii) (M,pM) es un MH-comddulo por la derecha (|7 (3.2.2))
iii)pM s ¢

g = (0, 8C)e(Can)

{1.2) Definicidn. La terna (A, 4p,0,) =((A,nA,uAl;¢A;oA) s un
H-dimédulo triple por la igquierda si,

1{ A = (A,nA,uA} es un triple enG

it} (m,¢A) es un MH-mddulo triple por la izguierda ([1] (2.1.1})
i11) (M,e,) es un H-comddulo triple por la derecha {(11]¢z.2.1))

iv) gty = (¢ﬁ BC)=1(C @nA).

Un morfismo de H-dimddulos triple sera un morfismo de

H-dimédulos (2] {1.2)} que 1o es también de triples.

(1.3) Proposieidn. Si tM,¢A,nA} ¥ (B,¢B,DB} san H-dimddulos tri

ple entonces:

; . o Bany-
1) [/A IB,¢A@B’DAQB) - = [(AﬂB, nAﬁnB, I:UAH]JB) (AﬂTA&B))
_ U . _ .
tagg ¢ opleg) ol B @B (6 HABB) 5 ppap = (A8B &)



C
B

. ° .. o A, . .
i)y (/A ’QA’°A)' —((A,nA,uA TA)’ o ,pA) ¥

c(ABT BC) o (p)Bp )] es M-dimddulo triple.

R ¢ = - " = ., B Aa & . .
[/A,ﬂ)A;DA) .= ({A,TIAsI-'A i |-A 'TA (Aﬂ$ﬁ] (OAQA)); ¢A: OA)
son H-dimddulos triple.

iii) Definiendo el producto smash de A y B camo

A# B = (ABB,np pougyp)  CON mpyp = mpgp= npyBup Y

8
wapg = (walBug) o (ABv,@B) o (AGBEe,BB) ° (ABogBARE)

entonces, (A # B, °A@B’°AQB] es un H-dimddulo triple. Ademas,
el producte smash, asi como el producto tensor, de H-dimddulos

triple es asociativo.

Damostracidn.

i) (12l 1.5}

R = o o C o A o o
P11} ey o (CBug) = ny oo, 80,)o(CAr 8A) (6.8, (CRARe,)
= aQ A ] & = - o
o (A %BA) =y (¢Aﬂﬁ)°(631A] [Eﬁ¢AB¢A) (acﬂpAﬁA) =W f°%agA
{H es conmutativa y coconmutatival.

Analogamente se prueban las restantes condiciones.

iii) De la conmutatividad y coconmutatividad de IH, junto con la
naturaljdad del isomorfismo de conmutatividad 1,5€¢ obtiene
que hﬁ#B,¢AEB} es un H-mddulo triple por la izquierda ¥y
[M#IB,oAﬂB] es un H-combOdule triple por la derecha. La re-
lacién de compatibilidad entre ambas estructuras es la mis

ma que Ja del H-dimdédulo triple (ﬂ\B’¢AﬂB’°AﬁB)'

1.4) Proposi¢idn. 5i [M’°A‘°A) y {B,¢g.ep) son H-dimdduylos tri
ple, entonces .se tienen los siguientes isomorfismos de H-dimddu

los triple:



i} [/ﬁyd’A,DA) = (/E’th’gﬂ)

i) (AB,esgprrpga! = (B Aieggp-opga’

$91) []ﬁ#ﬁ-ﬂk,thﬂA’pBﬂA} = {AFB,0ggp+0ngs)

Demostracidn.

i) Qy := ¢A°réo Pyt A —= A es un isamprfismo de H-dimddulos

triple cuyo inverso es: o ED {AB ) 20

AT A

e AO o a = L] AO o a Ao =
(QA TC (AB ) ”A) qA_ ¢A Tc (‘PAﬁI\) {CﬂpA) TetPp T
= o Ao [ o @ = o A o
= ¢A TC (A@PC] (ABxBC} (Aﬂdc) DA—'¢A e

° (Aﬂ(ncaec))ooA = ]A

1) (2] (1.5)1)

iid) SB,A = T§° [BﬂmA)O{pBEA} : BA —— ABB es un isomorfismo de
H-dimédulos triple cuyo inverso es:

(BB o) o (BEXBA)o (o s BA) °rg {prueba anéloga a i)).

(1.5} Proposicibn. Si (M,q:M,pM] ¥ {N"’N’DN} son H-dimddules y

ademas M es profinito en C, entonces

1) TMNE, ey i (Myey e (Cley(N)) o (CBopyE [M,N])) e
(CHMEIM,N]) o (6. BME[M,NT) © (<R &[H,N]) ] o
olo{CBIMNTIY, oy )= (Fpeplng) o (MBp B C) o
o (MBB, (N)Ex) O(ﬁﬂMﬂr%M’N]] o (REo, @[, N]) o (3,8(M,N})
es un H-dimédulo (2] {Y.3}4i)).

*

Vi (RN, e pquys epqyy! 22 LEDD = MUMTL nepyy =agy s

bermy T Qw5 fE(M) ST 4im,mid PEG) T Prm,mp! €S un
H-dimddulo triple. Ademds si N es también profinito en C ,
entonces los M-dimddulos triple E(M&N) y E(M) E(N) son

isomorfos (2] {(1.5)ii)).



(1.6}

Lema. Si {M,0y,p,) es un K-dimidulo con M profinito en <,

entonces el morfismo I - m’%‘l ° r'é le aM{C) verifica:

i} gM:{']I‘,Cﬁnc} (I’E(M),QE(M)} es un moerfismo de H-coméduy
los triple.
T gy = veon * Creon S © U 8 (i) © (g 89,88 (M) «
(S REGM)) o (CHNBE(M)) o (s BEMM))
$15) (E(M),0p ) © (€ Bugyy) = (CEcEipI) o (CRE(M) Bay) o
° (C@rg{m)} es un T H-médulo por ia izquierda (7] {3.1.16}.
Demostracidn.
i) ng(n) © Laploy) = (Magy M) o (py{M) EEM)) o {MBgyBgyl] e
elay(CHCI) = (Moo <p ° (oy BCY o (<F 8C)) »
oloy (CRO) = gy ° ue (H conmutativa).
I ° 00T M T M)
o) ® 9w = Ty @ vg) © (REo y82) o (B o BC)o (ARl gy °
(A8 cfge) o (Ao BC) o (3,8C) = (7,0 8uc) o (e, BCAC) o
*(HBCEo,8x) o (RB g ) o (Mo, 8C) o (3,8C) =
Ty BC) o (@o,8C)o (B TE“C) o {HEMB B C) o
o (REMECEEC) o (REMB S B8C) o (HEp , BC) o (3, 8C) =
(9 BC) o (A By BC) o (HB P ) o (RAME (ngocc) BO) o
o(MBp,8C) © (3, BC) =gy @asluc o (€BA)o bp=npoe])
1) gy © (opony © B o (B 8 iR (g 8 gy BE(H)) o

S{xSBE(MY) o (CHABE(M)) o (6  BE(M)) = [ M,8,(H) o (MBgy) o

c
o8, (M) @ C) o {8y (M) BE(HIBC) o (MBg BEM) BC) o (MBCErL )
S(MB<C@EM)) o (MBCEBABEM)) o (HB s BE(M))] o

ola (CEEMI) = o gy



iii) {E(M),¢E(M}J es un H-mpdulo por la izguierda. Adenlas,

(E(M!;uE{M} °1E§:§ o {E{M) ﬁgm}) es un H-mdduio por la de-

recha (gM :M~—FE(M}® es un morfismo de triples al ser
H conmutativa) y (M) °‘EEH§ °(¢E(M) @gM)_;
i} . JE(M) . .

ol E{M}
{E(M) @ TE (M)

S(8BEMI@C) = wp(py o lay BEMMY) o Cup Bug ) ©

. E(M)BE (M) £(M)
(08¢ Ve E(M),

R °(5C QE{M} ﬁC] = HE{M) ° {PE(M) [ E{M)} O{E(M} & PE(M} ﬁE{M))Q

o(E(M) B rémim“ﬂ) © (g, 8q, 8E(M) Bg,}° (BCBE(M) BC)o

£(M)
E{M)

BC) o (g BgyBEM EC) o (ABCOEM) AC) o

e BC) o (rBg, BE(M)BC) e

°('5_C BE(M)YBC) = ¢E‘:M) ¢ (CﬂyE{M)) o (CBx e {CﬁE(M}ﬂgM}-

(1.7) Lema. Si (M,@M,oﬁ) es un KH-dimdduio con ¥ profinito en C ,

entonces el morfismo Iy :=(9MKM @ar)Yo (M ﬂoM) oyl

MKM
vaerifica:
oy LEMY
i} C ° gy .(.E(M),DE{M}B (CGE{M}, CQDE{M)) es un

morfismo de H-comédulos por la derecha.
i1} (E{M), g} es un H-comddulo por la derecha.

i11) {E{M), YEM) ,gé! es un H-dimbdulo.

Demostracidn.

i) (cBop ) o e M L gn s (cao, B e (CalBe  BC) -

e i s (camamast 1o BMEC .
_ (CﬁMﬁBM(?}ﬂ‘\) (CﬁMﬁMﬁTE(M}] { C 8E{M})
o - E M) N - s o - _ N
(MBo Bve ') o (MEMBgy) o (ay BE(M}) = (C8 7, 8u.)

©(COMEoLBC) o (T BC) o (REMBAEN) o (Ao BC)o

o (ME8, (M)BC) o (HEM B~

L (REO)
C

Sy e B o BEM)) o (3, BEM)) =

@C)o (v,  BABC. (MDM@C) o (M-8 MEug) o

MEM

26



PE(M)

i1) gy BC)egy = {QMKMEJ\EA]"(ﬁﬂnMﬁC)o(ﬁﬂpM]f’

-1 -1
ki = Vmkm YMKM ©

=(E(M) B sc) ° gy

@mno(ﬁsnmc}cmupmio

(E(H) B ep) o9y = Vg

iii) Por (1.5) (E{M), ¢E{M)) es H-mddulo por la izquierda ¥
‘ por ii) (E{M}, gr:.l) es H-comddulo por la derecha. Ademas,

-1 - = 7 o y o f M ]
(Tpgm 8 C) o gy e opyy = (REMB) o (HBoy) = (HE g, (M)

0(5M3¢E(M})=(Mﬁ@MﬂA)°(ﬂﬁtﬂpM)°{HECEBM(Ml]°

Iyl
C

ﬁE(M))c(MMcaxﬂE{M))utﬁﬂMﬁaCﬂE(M))o

o{ﬁmgas(m)}omhmﬂc“{m)o (M@ BCBE(M)) o

¢
C

(3, BCHE(M)) = (RAo,BC)o [ﬂﬂtﬂaMtM)ac)o

o (MBME 1

°(F‘|ET'EIEE(M]EC)°[ﬂﬂtpMﬁCﬁE(M]ﬂC)“[ﬁ@trg@

BCRE(M) BC) o (RBMECBE(M) BC) - (REMEBCEABE(M) B C)e

-1

vMKMB Cle (¢

o(a, Bs. BE(M)AC) e (CBgy) = ( Ecmy 8C) ofcEgy)

c

Por lo tanto, ya que DI;H](MEC es un isomorfismo al ser M

profinito en €, ambas estructuras son compatibles.

(1.8) Proposicibn. Si (M,6y,0y) es un H-dimddulo con M profinito
en C y (/A’°A’ °A) es un H-dimddulo triple, se tienen los st-

guientes isomorfismos de H-dimddulas triple:
i) E(m)°#/A =~ E{M)°A

ii) MEE(M)° = A E(M)°

21



Demostracibn.

i) '
- o [EM) o o Ay

o(E(M)Boy) : E(M)BA——E(M)BA en donde gy : C—— E{M] es el

morfismo definido en {1.6).

hM A s un morfismo de MH-comddulos. En efecto:

(TE(M) c

h E(M]gTAﬂC)O

PE(M @A MM, AT (rpquy BAE M)

C
E(M) eqm) Tegm) BA)

' A
{E(H) Bgy @A) o (E(M) @xc) o (E(M) B o) = Cug ) 8AG L)@

E(M) C C A
O(TE(M) aTAﬂ[:] & (E{M) ﬂTEI:M) @AﬁC) ° l:pE(M) ] TE{M] ﬂC}O

olE(M) BE(M) BucBop) o (E(M) By HCEA)o (o

{gy morfismo de H-comddulos (1.6}1), M conmutativa y coconmu-

tatival.
hM,A es morfismo de M-mnddulos:

o = = E{M] o 2

S(CBEM) B ™) o (LB Bo,) e (s BEM)BA) =

= Pya *ﬁ(M)aA {{1.6}Yi51).

_ Ademas, por la propiedad ii} de (1.6), por la natura-
Tidad del isomorfismo de simetria v y por ser M conmutativa y
coconmutativa se obtiene que hM A €5 un morfismo de triples,

es decir,

LA " e =sa T vem)oga U a @ a) ¥ Myt lapgy 8ny) =

nE{M) a HA -
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E1 morfismo (”E(M] @Al °ETEEE§ @A)

o (E{M) g, BA) e (E{M} B r'é) e (E{M)@ARBX) o [E(M) B DA} resulta
inverso de hy, , como consecuencia de ser g, un morfismo de tri-

ples {1.6) y por las propiedades del antipodo.

Para la demostracidn de ii) se utiliza el marfismo

h :=[¢A BE(MN e TEQE[M) s (A ﬁgﬁ) en donde gﬁ:E{M)~——* E{M}8EC

ALM
es e) morfisme del lema (1.7). Con cadlculos andlogos a los ante
riores y teniendo en cuenta las propiedades de (1.7), resulta
gque hh y €5 un isomorfismo de H-dimbdulos tripie cuyo inverso

esta definido por:

AGE (M)
c

! -]'— -] ] o ! [
(hp ) i= (e BEM) o (A BARE(M)) o= (A8 gy

{1.9) Corolario. Si (M,¢M,9M) ¥ (N,¢N,pN} son H-dimddulos con
My N profinitos en C y (M,¢A,pA)_es un H-dimddulo triple,

entonces:
i) E{M)°FE(N}" y E(MBN}® son H-dimbduios triple isomorfos.

i) AFE(M)® y E{MI°#/A son H-dimédulos triple isomorfos.

Demostric16n.

i} E{M}°#E(N)° = E(MI°E(N)® por (1.B}i).

E{M)"E(N)® = E{MBN)°® por {1.5})ii}.

ii) Se sigue de lapraposicidn anterior (1.8} y de (1.4}ii)

(1.1¢) Proposicibm. Si {M,6y.py) es un H-dimddulo con M profini-
to en € , entonces se tienen los siguientes isomorfismos de

H-dimbédulos triple:



i)

ii)

E{M}® E(M)

E(M) E(R)°

it

Demostracifn.

i)
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Se define jM:= [M,SM(M}°{M@mE(M))O(pM@E{M]]O
3 "-] = o (M ] ]

°(aMﬂE(M)),tJM = Yykm {MB(BM(M} (M@mE(M])

o (MBABE(M}) ¢ (o, BEIM)})) 0{5M BE(M))

jM es morfismo de triples:

Iy ° ey - (M, 8,(M) = (N8 vpipy) ° Loy B gy o(MBE(MBO L Ly )°
o (Mo () BE(M)] o (o (E(M) BE(M) )= (M, 8, (M) e

(M B g ) o (MBop e ) o (o BEMM) Bog ) o

UM Boz ) BE(MIT] o (ay (E(M) BE(MN) = (M, 8, (M) o (MBug ]
o {MBE(M) ﬂ*E{M)) °[DMEE(M) BE(M)) E(ME¢E(MJ GE(M))

o (oy@E{(MIBE(M) )] o (o (E(MIBELM)) = [M,8,(M) = (MBop o)) °

o(oMﬂE(M)l ° (ﬂM(MmE{M)) e {MEo ]ﬂE(M)) ° {0, BE(MIBE(M))] °

EiM
U[GM(E(M)ﬂE(M”) = PE[M) ° (jM B JM] ;(I:IE(M) s P E(M}s DE(M]J

es KH-dimdédulo triple, H es conmutativa y coconmutativa y
BM(M) es un morfismo de H-comddulos por la derecha por la

conmutatividad de H).

Ademas, Jy ""E{My® = "E(M)-
jy es morfismo de M-modulos:
@E(M] ° {8 JM) = [M, ¢M° {CQ¢M) o (CQCEEMIH]) o

>(CBCE6,BE(M)) © (CBCHNEMBE{M)) o (CBS BMBE(M)) o



i)

oicar'g@E(M)l > (CBoyBCBE(M)}) © (C 8x Boy BE(H))

ol BMBEM)) o (xf BEIMI)] © (ay(CBEM))) =

¢
Mooy = (C08 (M) < (Chay BEM)) 2 Lug B BHBE(MD) ©

O(CECETEEMHE{M)} o {Cﬁ ':EE ABMBE(M)) o [CﬁaﬁﬁcEMﬂE(M)] o

M

0(6(:3 T

BE(M)) o (CBo, BE(M)) o (f BE(M))] o oy (CBE(M))) =
“[Myeyy o (CBRGIN)) o (CBoy BE(M)) o (CHABHMEBE(M) o
o (S BMBE(M)} o (1 BE(M)) o (MBu BE(M)) ° (o), BCRE(M))] °
o (o, (CBEMN = [M,8,(H) o (MBop ) e (HEy BE(M)) o

ooy BCRE(M)) ] e fo ((CBE(MI)) = 3§y ° op ).

JM es morfismo de M-comddulos:

Bu.) o (HBp  BAr)o (ﬂ@sM(M)ac)o

Peemy ° Im= Tmkw Bvc M

o(figma L ])o:mnpm )}.°(ﬁ§oMﬁE(M})°

E(M E{M

@ (3 BE(M)) = (v,  BC) o (REB (M) BC) o (MAME R ) o
R@MBer ) o (MBo  BEM)) o (ay BE(M)) =

=(j,ecC) e PE(M) {(H coconmutatival.
Andtogamente, jy := Ty ° (M@ (o © TI;I o (By(MIBC} »

o(M@ P (M

dulos triple entre E{M)° y [IE(M) cuyo inverso es

}])} o [IEMHE{M)) es otro isomerfismo de H-dimd-

T e v o (M (o e (ABK) ot e (B (M) BC) o

MKM

S(MBop yy)))e (EM_aElM)).

E(M
i E e fe] miy e M .

—[M,(Hﬂbc) {vMKM@M) TEM) 1

Olc- (E{M}])) : E(M)—-—-—*E(E‘I]_ es un morfismo de H-dimddu-

los triple cuyo inverso €s: Uy,y° (BHH:‘H M) e (M@ ‘E(ﬁ)lo

MKM
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D{EM@E{MH.

2. H-DIMODULOS TRIPLE MH-AZUMAYA

{2,7) Proposicidn. Si {A,ep,0,) es un H-dimddule triple con A

progenerador en € {]8] (1.6.3)), los morfismos:

WA LTS (b §A)] © (o, (ABA)) : A#A — E(A)

Xg & 1= [Asug © (ABug) o theo]o (o, (ABA)):A#A — E(A)®  (1.3)i)
son de H-dimddulos triple

Demostracion.
Xi,a €S morfismo de triples:
uE{Mo(xﬁ’nﬂx,a'n)=[ﬁ\,uﬂ°(uﬁﬁﬁ}u(uAﬂAﬁM°iu§ﬂAﬁAEAl]°
o(0, (ABABABA)) = [A,uge(u,8A) o (thBA) = (uyGo, BA) o
utuAarf\MA@A)c(%guu & s

C
C AﬂAﬂA)D(AﬂTAﬂCEAﬁAﬂMO

o[DAﬂ¢nﬂCEAﬂA@A]°{DRHDAQAQAQA)]"(GA(A@AGAEM} =

= L] A . =] N [+]
-[A,uA (upa Brp) o (L BABA) » (ABW, BABA) (ARG, BARARA)

A
CBA

A

A BA) -

D(AECBQ’HBAHAEA}" (AGCE- BAGA) (A@CBQ’AECGr

°(A§6EEABCGAG¢AEM°(pAﬂpAﬂpAEAﬁA)] o
O(GA(AEAEAQA]] = XA.a ° YAsa {H conmutatival.
Ademds, XE,A“(“AE "a) = TE(aY-
X5 A @8 morfismo de H-mbdulos:
. o - o -] A o
YE(R) (c&xﬁ'niﬂ[n,uﬁwwﬂ (CAu, BA) {TCEAEA]

(¢, 8CBs, BA) o (CEAB-BABA) (<H0CH0 g aga) o
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°[o;‘ﬂtﬂlﬁﬂﬁﬁ]°(A36CﬁﬁﬁA]} ° {uA(CEAEA)) =

= =] - -3 c o A F:)
=1 Ayuy (uAﬁﬁtA) (¢AﬂAﬂCEA} {cu:MAnAJ (scufﬂm}

°[T‘é@¢nﬂﬂ)°(¢AﬁC@'CﬁﬂﬂA]°[1231%51\@:‘\)“

cac

°(A§rc ﬂAﬁR}D(AECQCGAGAQM°(pAEGCEAﬁA)] °

O{aA(CﬂAﬂA})=[A,pAo(HAEA)"(¢AQ¢AGA]°(CE¢AGCEAH¢A)D

c
A

A

<(CQCH CEA

GAECGA}O[rE@ A BCAA)

oh’émacmiamo(pAacaucﬂcaAnA)o(AﬁacﬂtgaA@
BA) o (ABs BABABA)  (ABs BABA] > (ay(CHABA)) -

~ [ Avpgo (uy BAJ o (o BoyBA) o (CBG, BCRARG,)
U{CﬂCﬂTgﬂﬂﬂCﬁﬁ)"(TE@T’EEAECQA]°(té@CﬂCﬂ1gﬂ.A]°
2(p, BCE (ng ®c.) BCBABA) ° (ABCB 6 BABA) > (Aﬁac@AﬂAI)]°
c{a  (CBAGBA)) = [A,upe (ug @A) e (ABopgall @ (o, (CRABA)) =

= XK A ° PR#A {H conmutativa y coconmutatival,

R, A as morfismo de H-comddulos:
Py ® *Aa * (TagaBug) (Ao, Ba) o (REy EC) e
AABu ABC)  (ABAB ) o (ABo, BABA) (3, 8ABA)-
S pp Bug) o (A8, 84 81) > (ABuy8;8CAC) o (AOAGAS
ﬁpC@pAﬁCJu(ﬁﬂxgacﬂCﬂA@C)ﬂ(ﬁﬂpﬁﬂ‘pAﬂCEAﬁ?}"(ﬁﬂpﬁ@
8 @ABC) o (AGAB rfmﬂ) °(;\§9AEA.3A} ° {2, BABA) = (v 8C) o
o(ABy,8C) ° (ABy, BABC) o (A8 <hBABC) o (RBAE.,BAEC) ©
S(ABABCE 5,,) o (RBAGCH, BABA) © (ABABCO, BCEABA)
°(ﬁ@AﬂCﬂuCﬂCﬂrggA]o(f\ﬂAﬂﬁcﬂlﬁ-rgﬂpA)ﬂ(f\ﬂ!\ﬁﬁcﬂ
Bo, @A) o (Ao, BABA) > (3, BABA)} = (pppBuc) o (ABy, @
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ﬂCﬁC}o(?\ﬂuﬁﬂigﬁc}o(énﬂ%@p;\)

1

= (XF\,A@ Ci o dAﬂA
Analogamente se prueba gue Xy 5 MEA — E(A)° es

un morfismo de MH-dimddulos triple.

(2.2) Definicidn. si (/A;¢A’°A} es un D—I-dimédulo-triple con A

progenerador en € , se diri ‘que M es H-Azumaya si X5 A‘ ¥

XaL & son isomorfismos.
2.3) Proposicidn,
i) Si A es H-Azumaya, también Jo es A.

i) Si (M,@M,DM) es un H-dimddulo con M progenerador en ¢,

entonces E(M)° es H-Azumaya.

3ii) S A y B son M-Azumaya, A#B es H-Azumaya.

Pemostracidn.

‘ N ) o .
xg R (Sg,a) = 3,4 Xa,f siendo SA,_A Y J, Yos isomorfis
mos de H-dimddulos triple obtenidos en {1.4)iii) y (1.10)1)

respectivamente.
En efecto:

I a - =1 = o An o o
E, A S5 a) clApe e lu 8o ) o (ABABY B0y

. (s A8

A
BCEAEA) o (py 8o, RCHCEA) © (o, Bp, BCAA) s

0[12BC3A}°(AﬂwAﬂCEAlo{pAEpAﬂA}_O(A&ti]] o

ola, (ABAY) = [A,up o (6, 8A) 0 (. BABA) -

A

A . -
D(CBTCEA)°(E@uAﬂucﬂA)ﬂ(CETA

EC-ﬂlﬁA)"(CﬂAﬂ@hﬂ
- A A
ﬂCﬂCEA)*’(EQTA@CBCECBA)B(TCHAGGCECSA}O

s(ABCAASR GCQM ° ('AﬁCﬂD’qBM“ (ﬂﬂCBﬁrAﬁA) o [ABS_ B ABA)

C
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i)

elog B A )0 (a, (ABAY) = [A,up o (0)8R) o (u BABA)®

°(C@TA

o o A a
cga) °(COu, BCBA) < (CBACEA)

S(CRABo, BCAA) o (CHrag Blngocc) BA)

S+ BABG BA)c (ABCHN BA) > (ABCAs, BA) (ABS BABA)S
ooy @ ch)] o (ap (ABAYY = [ A,8,(R) e (RBx, g) o (ABapgu)©
(o, BABA) | o (o, (ABAD) = (A2, (A) s (Ao 0] o loglxy 7))

°{uA[A@A)] = J, °Xa & [xA,R es un morfismo de H-mddules
por la izquierda y M es conmutativa y coconmutatival. De
donde XER S Ja °Xa Rk °S§,A es una composicidn de isomor

firmos.

Ademés,_xﬁ’i = ZA° XE,A °SA,§ en donde

Zy e (A8, (A) o (0, BE(A)) o (xR BE(A)] o (ABER)

}O(ABDE(J\}” °
n(aA(E[A})) : E{A} — E{R) es un isomorfismo de H-dimé-

dulos triple ((Z,)7! 1= [A,8,(A) o (4,8E(A)) o (xBABE(A)) -

b aE)) o (A E M o (Amap 110 (s, (E(R1I) y por

1o tanto xz 7 €s también una composicidn de isomorfismos.
ALA

E(M) BE(M)
E{M)

WE(M) ° {UE(M) BE(M)) o M

o (E(M)Bj, BE(M]) e

E(MIBE(M),
c

o{E(M) B OF (M) BE(M}) e (E(M) @+ (E(HM) BE(HM) A

B 9y B2) e (E(M) BE(M) BHBo ) o (E(M)BE(M) @ "r]nlm} i

=[M,BMIM) o [Mﬂ@E[M)] o [M EuCEE{M]} ° (oMECﬂE{M}] o

E(M)
E{M)

o (MBE(M)BE(M} @ IMKM Ba)o

o{B, (M) BCEBE(M)) o (MNpE““ BCBE(M))=(M@B < BCBE(M)Ne

E{M)

o(MBE(M) aTE(M]ﬂE

o(MBE(M)BE(M)EMBp,) > (MBE(M) BEIM) G "'r;n]wt” °
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O[GM(E(M} BE(M)BE(M))) = M,eM(M) o (M@ q;E(M)) °

dMEuCEEm)}OHM@C@E(Mo(BMM]ﬂCHE{m}°

o (M B <f () BEM)) o (M BE(M) BE(MI) o (o BE(M) BEMM)) o
o EIWBEIM) (e tm) @ EGn) B oy (M)) o Uep (yyge(y BEMIILE

O(aM(E(M} BE(M) BE(M)})= [MPBM(M) °(BMIM) BE(M)) »

E(MIRE(M)
otM O(E{M}Q‘DE(MJHBM(M})O{OE(M]ﬁE(M}ﬂMﬁ

BE(M) o {of (y gy BEMI)) o (ay (EIM) BE(M) @E(M)) -
chp s ® e e (g gy BECOD D (E(M) 8o ) 8 E(M)) o

°(°E(M} BE{MYBE{M)). Por 1o tanto KETFT:, E(M)e ~

=y o o {j,, BE(M}}) o h! siendo h' ¥ i, los
E{H) M E(MI®,M ATTEN B

isomorfismos de MH-diméduloes triple obtenidos en (1.8B)ii)
; . o - E(M)
¥ (].]0]1) T‘Espect1vamente Y KE(”)O_[E(M)’UE[MP‘)TE[M] Q(HE{M)QE(M”]o

olag (qy CE(M) GEMM))] = (E(MM))® —— E(E(M}°) el isomor-
firmo de H-dimddulos triple deducido del caracter 1-Azumaya

del triple E{M)® al ser M progenerador en £ {|2] (1.8)}},

Andlogamente se comprueba que XE{M)© ‘ETET: =

= =1 - —_— ‘)
“XE (M) o o (E(M) 8], ) °hM,E{M)° en donde hy rryye ¥ Jy
son los isomorfismos de H-dimddulos triple obtenidos en

(1.8}1) y (1.10)1) respectivamente.

Con calculos similares a los utilizados hasta aqui, se ob-
tiene:

= o. ' -1 o ! -
= f o (E(A) @ (mg) ) e hg iy g

<

XM,A#B
-1 . Pve Y. - .
°((mA) ﬂuua} {E(A)ﬁ_xB,B) ((hA.B]' g5)



B < ! - o a
*(~(7) 88) > (h 588) o (B&m,8B)

“Tgame) en donde S, m, h y h'

°(Bﬁxi,A@B)°{(SB,A1
son los isomorfismos de (1.4}i%i), (1.10}ii), (}.8}i) y

{1.831i) respectivamente ¥

B
f=[ABB,(8,(A)@8g(B))o(AB T ,BE(B))]o
° ["AEB[E(A) BE(B))) : E(A) BE(B) — E{A@B)

es el isomorfismo de {(V1.5)iil. X KFE. AR €5 composician de
¥

isomorfismos por ser /A y B H-Azumayas.

Ademés, Xpup 7gE = FoNp p(p)e ° (xq a8 E(B)) e

\ -1 E(B)
””‘h;‘\,al }O(AETA Jo{A@h -]°(A@xB,

B.A =@ A)C

B
o(ABBEI(S, A]_]l también es un isomorfismo, de donde,

A¥B es un triple M-Azumaya.

3. BDH(C}. GRUPC DE BRAUER DE H-AZUMAYAS

(3.1) Definicibn, Dos K-dimddulos triple .'(/A, °A’°A) ¥ (]B’°B’°B}
que son H-Azumayas estdn relacionados si, y sdlo si, existen
H-dimddulos {M,@M,oM) ¥ iN,@N,pN) con M y N progeneradores en
C,‘ta]es que MFE(M)® y BH#IE(N)® son isomorfos como H-dimbddu-
los tripie. Esta relacidn es de equivalencia, y el conjunto

cociente se denotara por 8D ().

(3.2) Proposicidn. B0M(C) es un grupo due se denominara el gru

po de Brauer de H-Azumayas.

Demestracidn.

Para [(A,ep.0,0] ¥ [UB,@B.pE}] elementos de BDIH{C)
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se define la operacidn: [(/A,0,,0,)] (B,ey,pg)]

= (A#B, ¢ppp > 2pgp’! {1.3)iii). E1 elemento neutro es la
¢lase de {E(M)°,¢E(M] , DE(M}) siendo (M,¢y,,0,) cualquier
H-dimédulo con M progenerador en € ({2.3)i1i). E1 inverso de

“/A’q’n’”ﬁ\)] es [(/ﬁ-\,wA,pA!] (2.2 v {2.3)i).

(3.3) Proposicién. E1 siguiente diagrama de monomorfismos de
grupos:

BMIC, H)

P \\\\\\H
B(c}
\ 4

BCE,H)

BDM(C)

es conmutativo, siendo BM{C,H) {respectivamente BC{C,H))
el grupe de Brauer de H-mddulos triple (respectivamente MH-cao
modulos triple } 1-Azumaya (1] (2.1.8), (2.2.7)}) y B{¢} el

grupce de Brauer de triples 1-Azumaya en ¢ (1| {2.1.11)}.

Damostracién.

53 (/A,@A) es un H-mbddulo triple por la izquierda en
tonces [/A,¢A,DA = AﬂnC) es un H-dimddulo triple. Ademis,
como en este caso los morfismos Xa R ¥ xﬁ,A {2.1) coinciden

- o (1P o . -
con X = [A,uao {uRﬂA) (ThﬂA]] uAIAEM,_ {121 (1.6)) se de
fine de forma candnica el monomorfismo P3 : BM(C,H) — BD]HIC},
[(/A,'d’A}]—* (A, ¢4, = A8 )] . (Notese que si (IB,¢B,98]=
= Bﬂnci es un H-dimddulo triple definido a partir del H-md
dulo triple (]B,¢B), entonces los H-dimddulos triple

{A#B , ®p8B * °AﬂB) y {A B, ¢ \EB OAEB) coinciden).
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. -Analogamente se obtiene el. monomorfismo

. i H - —— Z
Py BCIC,H) —— BD (C) i(m,pn)} [(m,aA : e

cﬂﬂ,pa]].

Los merfismos P1 ¥ P2 que completan el diagrama son

los definidos en (11}, (2.1.12), (2.2.7)):

PLULAY) = (LA, e BA))

LA t= (LA ABn ()] .
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