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PROJEKTIVE KLASSEN ENDLICHER GRUPPEN
ITa. Cesdttigte Formationen: Ein allgemeiner Satz von

Gaschiitz-Lubeseder-Baer-Typ

Peter Forster

Eine Formation ist eine Klasse {endlicher) Gruppen, die gegeniiber Bil-
dung von homomorphen Bildern und subdirekten Produkten abgeschlossen ist;
man nennt sie gesdttigi, wenn mit der Frattinifaktorgruppe einer Gruppe
stets auch die Gruppe seibst zu ihr gehdrt. Gesdttigte Formationen sind
also gerade diejenigen Formationen, die gleichzeitig Schunckklassen sind,
Die von BGaschiitz begriindete Theorie der gesiéttigten Formationen hat neben
einem einheitlichen und einfachen Zugang zu klassischen Ergebnissen der
Theorie endlicher Gruppen auch schine neue Resultate hervorgebracht.
Grundlage dieser Theorie ist der Satz von Gaschuitz und Lubeseder, der die

gesattigten Formationen endlicher aufliBsbarer Gruppen als die sog;'loka]

erkidrbaren beschreibt; dabei ist unter lokaler Erklirbarkeit die Tatsache

zu verstehen, daf die Zugehdrigkeit einer Gruppe zu einer solchen Klasse
durch die ZugehSrigkeit der von ihr auf ihren Hauptfaktoren induzierten
Automorphismengruppen zu gegebenen Formationen {in Abhdngigkeit von der
Charakteristik des Hauptfaktors) kontrolliert wird. Dieser Satz ist nun
kiirzlich (von Baer bzw. Schmid) in zwei verschiedene Richtungen hin vom
Universum der endlichen aufldsbaren Gruppen auf das Universum aller end-

lichen Gruppen ausgedehnt worden.

* Teil einer Arbeit, die dem Fachbereich Mathematik der J.Gutenberg-
Universitat Mainz als Habilitationsschrift vorgelegt wurde.
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Erstes Ziel dieser Arbeit jst es, einen Satz zu gewinnen, der diese bei-
den Verallgemeinerungen umfafit {und selbst ersichtlich keiner sinnvollen
Verallgemeinerung Anla$ bietet): Damit beantworten wir eine von Doerk und
Hawkes in [8] aufgeworfene Frage. Gleichzeitig wollen wir den Beweis dieses
Satzes so gestalten, dafl wir einerseits — bis auf Teile, wo dies naturge-
maf nicht mbglich ist — mit recht elementaren Hilfsmitteln auskommen, an-
dererseits aber ein Analogon der von Cossey und Oates-Macdonald gefundenen
Beschreibung des:Absch1u§0perat0rs fiir gesattigte Formationen als Nebenre-
sultat erhalten, wobei wir sogar noch das urspriingiiche Ergebnis verbessern
kbnnen: Dies 18st dann ein in [6] gestelltes Problem. Die benutzten elemen-
taren und darstellungstheoretischen Hilfsmittel machen nicht nur den Satz
selbst leicht zugdnglich und verstdndlich, sondern liefern auch auf einfa-
che Weise verschiedene Ergebnisse verwandter Art,

Im ersten Abschnitt filhren wir zu diesem Iweck eine sog. verallgemeinerte
Fittinggruppe ein, die fiir beliebige endliche Gruppen das leistet, was von
der gewShnlichen Fittinggruppe fiir endliche aufldsbare Gruppen bekannt ist.
Ihre elementaren Ejgenschaften liefern zusammen mit tieferen Ergebnissen
Uber Darstellungen und Frattinierweiterungen von Gruppen den Schlissel fiir
unsere Hauptergebnisse; und es scheint diese Begriffsbildung auch Uber die
Formationentheorie hinaus von Interesse zu seiﬁ.

Nachdem wir im zweiten Abschnitt eine verallgemeinerte Frattinigruppe
konstruiert haben, kbnnen wir einen allgemeinen Sattigungsbegriff so formu-
Tieren, daP er den obengenannten wie auch den von Baer flr seinen Satz be-
nutzten umfapt und sich auferdem mit einem entsprechenden Begriff von loka-
ler Erklirbarkeit flivr Formationen als aquivalent erweist (Abschnitt 3).

Diese Arbeit wurde am Forschungsinstitut flir Mathematik der Eidgendssi-
schen Techischen Hochschule Zirich begonnen, dem der Autor an dieser Stel-
le flir dessen Gastfreundschaft danken méchte,

Wir benutzen hier durchweq die im ersten Teil [0] dieser Arbeit erkldrten
Bezeichnungen und Vereinbarungen und zitieren Ergebnis x.y aus [0] als I.x.y.
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1. Eine verallgemeinerte Fittinggruppe.

Bender hat in [3] eine Verallgemeinerung der Fittinggruppe F(G) einer
endlichen Gruppe G durch

F*(6) = F(G)CL{F(G))nS(E mod F(G)) ( * F{G))
definiert, welche die Eigenschaft CG(F*(G)) € F*{G) hat. Fiir die Theorie
der gesdttigten Formationen endlicher Gruppen benttigt man nun aber eine
Art verallgemeinerter Fittinggruppe F'(G), die sich zusétzlich beim Uber-
gang von G zu G/®{G) gutartig verhdlt. M.a.W., man wird folgende Eigen-
schaften verlangen:

(1) Co(Fr(a}) £ F1(6} (d.h., C (F'(G)) = Z(F'(6)))s

(2} @{6) £ F'(G) und F'(G/9(G)) = F'(G)/%(G);

(3) FriG/o(G)) £ S(G/®{G}) {wobei (1+2) sogar Gleichheit erzwingt].
Die gewdhnliche Fittinggruppe F(G} hat nur die in {2+3) beschriebenen
figenschaften, die Bendersche hingegen geniigt Tediglich den Bedingungen
{1+3}. Jedoch 1&Bt sich ein F' mit den gewlinschten Eigenschaften leicht
finden, ndmlich

F* (G} = F*(G mod ¢(G)) fir alle GEE.

Eine offenbar aquivalente Definition entnimmt man dem folgenden Satz.

1.1 SATZ. Der einzige Funkior F', der jedem G €L gine charakteristische
Untergruppe F'(G) mit den obigen Figemschaften (1-3) zuordnet, wird durch
F'{G) = $(G mod ¢{G})

gegeben.

Beweis. Wird F'(G) wie im Satz definiert, so sind {2+3) trivialerweise er-

f@11t. Zum Nachweis von (1) darf daher o0.B.d.A. ¢{G) = 1 angenommen werden.

Wire CG(F'(G}} # F'{G), so existierte ein minimaler Normalteiler von G/D
C/0 £ C.(F'(6)}/D mit D = F‘(G)nCG(F'(G}) = Z(F'(G)) £ Z(C (F'(6))).

Wegen (G} = 1 besitzt der abelsche Normalteiler D von C dann ein Komple-
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ment X in C:

C = DxK;
dabei gitt offenbar D = F(G)NC = F(C), so dafd K = C/D wegen D £ Z{C) nicht
abelsch ist. Deshalb erzwingt die Wahl von C/D a1slmin1ma1er Normalteiler
von G/D schan

k=c'9g,
und dies fiihrt dann zu dem Widerspruch K € S{G) = F'(6), C = DxK <
Fr8)nC.(F'(6)) = D.

F' ist also ein Funktor von der verlangten Art, und auch der einzige,

wie unmittelbar aus (1-3) folgt.[]

Im Rest dieses Abschnittes stellen wir einige elementare Eigenschaften
von F' zusammen, die es gestatten, Sdtze aus der Theorie der gesdttigten
Formationen, wie etwa die Schmidsche Version des Gaschiitz-Lubeseder-Satzes,
bequem zu beweijsen.

Unser erstes Ergebnis besagt u.a., daf F'(G mod Op.(G)} fiir beliebige
endliche Gruppen G eine Zhnliche Rolle spielt wie Op.p(G} { = F(G mod Op.(G)}
filr p-aufldsbare Gruppen G. Wir benBtigen zu seiner Faormulierung noch die
Definition des Hauptfaktorenzentralisators GE(A/B) eines normolen Aus-
sehnitts A/B in G: Fliir A,B 2 G mit B £ A sei

Ch(arB) = M CG(H/K) | WX Hauptfaktor von G mit B € K € H € A}

' = (\.; CclA/R; ;) filr jede G-Hauptreihe B =A € ... €A =A.
1.2 SATZ. fa) Op.{G) = 1 gilt genau darm, wenn jeder Kompositionsfaktor von
F'{G) durch p teilbare Ordmung hat.

{b) Set A £ AUt(G) eine p'-Gruppe fiir eine Gruppe G mit OP'(G) = 1. Gibt
es eine Kette ¢(G) = Xo 4 Xl a .2 Xn = F'G) mit D\,X_i] £ xi-l fiir i =
1,...,n, so ist A =1,

e} Tet N 2 G mit Op,(N) =1, so ist CEEF'(NH@(N)J/CG(N) eine p-Cruppe.
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{Eine entsprechende Aussage gilt auch flr Gruppen A, die auf N durch Bute-
morphismen cperieren.)
Beweis. (a) Im Falle Op‘(a) =1 ist natlirlich F{g) = Gp(G) und insbesondere
¢(G) eine p-Gruppe. Gibe es einen p'—gompositionsfaktar von F'{G), sc kinn-
ten wir also wegen der Befinition von F*(G) einen minimalen p-NormaIteiIer'
T/e{6) = F'(G)/®{G) von G/2{G} finden. Anwendung des Frattini-Arquments auf
eine p-Hallgruppe von T liefert einen nicht-trivialen p*-Normalteiler von G,
also einen Widerspruch. Die umgekehrte Implikation ist v081lig trivial.

{b) Wir betrachten das semidirekte Produkt H = AG und fiihren eine Induk-

tion nach TH] durch. Dann dirfen wir A als von Primzahlordnung g # p annehmen.

Ist zuerst #{G} = 1, dann ist F'(&) = S(6} ein direktes Produkt Eyx...xE

lef(’l }x. . .xZ(m}

Ordnung und ven Gruppen ZéJ) der Ordrung p, und F'(G) zerfdllt in ein direk-

mit einfachen nicht-abelschen Gruppen Ei von durch pteilbarer

tes Produkt A-irreduzibler Normaiteiler von F'(%), die nach Yoraussetzung
alle von A zentralisiert werden; man beachte hier q # p und die Eindeutig-
keit der direkten Zerlegung (F'(G))* = Eyx..oxE {s. [12],1.12.5b). Es folgt

AF'{G) = AxF'(6), insbesondere A £ C,(F'{6)),
und wir erhalten mittels 1.1

CylF (6)) = AGnC{F (6)) = ACL(F'(G}) £ AF' (G},

AxF1(G) = C{F*(G))F'(G) 2 H,

A= Op,(AxF‘(G)) 4 H sowie [A,G] € ANG = 1.

Das liefert den Widerspruch A = 1.

Set nun ¢{6) # 1. Wegen (a) und 1.1 Ubertragt sich unsere Voraussetzung
an A,G auf A/CA(G/¢(G)),GI¢(G), so dafp der schon behandeite Fall A =
CA(G/¢(G)) zeigt; d.h., es ist

[A,6] € ¢{(G) und damit A®(G) € AG = H.

Das Frattiniarqument, angewandt auf die q-Sylowgruppe A von A®{G} — man

beachte ¢(G) £ OP(G} — schlieplich flhrt zu
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Ho= ARG = NfA)e(6) = N(A),
und der gleiche Widerspruch wie zuver stellt sich ein.

{c} ist nur eine Umformulierung eines Spezialfails von (b}.[]

im Falle Gp.(G) = 1 besagt 1.2c, angewandt auf N = G, im wesentlichen

CR(F (8)/2(6)) = C4lF ' (@)/e(6)) = 0 (6),
was flir p-separiertes G zu einem wohlbekannten Ergebnis fihrt: Dort ist ja
F'{G) = Op(G}; und filr beliebiges G zeigt sich die p-Nilpotenz des p-Haupt-
faktorenzentralisators von G. Fir Gruppen G mit Op((G) = 1 und CG(Gp{G}) ¢
Op{G) Tiefert Wahl von W = Op(G) das ebensc bekannte Ergebnis, daft G/OP(G}
treu auf Op(G)/¢{0p(G}} operiert.

F* zeigt das erwartete Vererblichkeitsverhalten bezliglich Ubergang zu

Faktorgruppen:
1.3 LEMMA, F'{GIN/N £ F(G/N) fiir alle N 2 6.
Beweis. Das folgt sofort aus ¢{X)}Y/Y € &{X/Y} und S{X}Y¥/Y € S{X/Y) flir alle

Gruppen X,Y mit Y 2 X.[J

Der VollstEndigkeit halber vermerken wir noch beziiglich des Vererblich-
keitsverhaltens von F' gegenliber Normalteilerbildung (vgl. aber auch 1.2.5):
1.4 LEMMA, F*{N) € F'(G) fiir alle N 4 G.

Beweis. Das erhd1t man leicht aus &{N} £ &{G) flr alle § € G und dem folgen-

den wohlbekannten Lemma (s. etwa [1],1.16}.01]

1.3

1.5 LEMMA, Fiir N € G gilt stets S{GINN £ S{N). Ist ausitzlich ¢{G)AN =1,

so ist sogar S{N) £ S(B) und domit S{N)

1]

Hnsic).Od
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2. X-Frattinigruppe und X-Hauptfaktorenzentralisator.

Im ndchsten Abschnitt wolilen wir einen allgemeinen Satz voﬁ'Gaschﬁtz-
Lubeseder-Baer-Typ beweisen. Unter einem solchen Satz verstehen Qir eine
Aussage, die eine gewisse Art lokaler Erkl&rbarkeit von Formationen als
gleichwertig mit einer entsprechenden Sdttigungseigenschaft behauptet. Diese
Eigenschaften werden wir im ndchsten Abschnitt in AbhEngigkeit von einer soq.
P-abgeschlossenan Klasse X einfacher Gruppen definieren, wobei wir ein X € xo
als Pabgeschiossen bezeichnen, falls folgende Bedingung erfl11t ist:

E€X, pan(E) =» ZpEX;
wir erinnern daran, daf wir abklirzerd oft auch p&X schreiben um auszudrlk-
ken, dafd die zyklische Gruppe Zp von Primzahlordnung p in X liegt.

Es liegt nahe, als Definition X-lokaler Erklirbarkeit einer Formation eine
Bedingung zu wahlen, die im wesentlichen dem iiblichen Begriff lokaler Erkldr- .
barkeit entspricht (wie er etwa in {12],VI.7.3 formuliert ist), aber auf X-
Hauptfaktoren — also Hauptfaktoren aus der Klasse Ey aller endlichen Grup-
pen, deren simtliche Kompositionsfaktoren aus X stammen — eingeschrénkt
wird. Fiir X = X, soll sich dabei der gewdhnliche Begriff lokaler Erkldrbar-
keit ergeben, wohingegen fir X = TP (genauer: X = {Zpl p€PY ein von Baer in
der urspriinglichen Version seines Buches [1] eingeflhrter Begriff von "auf-
18sbarer lokaler Erklarbarkeit" herauskommen sol11. Entsprechende Uberlegungen
sind fir einen geeigneten XSattigungsbegriff anzustellen, fUr den wir natur-
gemdft eine Art von X-Frattinigruppe einer beliebigen endlichen Gruppe Benﬁ-
tigen. Im Hinblick auf das genannte Ziel hat eine solche im wesentlichen fol-

gende Forderungen zu erfiilien:

(1} ¢, (6) £ 0,(GIn&(6)} (mit 0,(G) = G. , dem E -Radikal) — dies eine
X X X EX X
Bedingung, die erst eimmal die Bezeichnung X-Frattinigruppe ¢X(G} rechtfertigt;
(2) ,(6) £ <N (6) und Cf¥(er0,(6)) = cX(8) — dabei stelnt c¥(ar8)

fir einen normalen Ausschnitt A/B von G den X-Hauptfaktorenzentralisaton von
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A/B in G dar, der durch

CE‘X(A/B) = ﬂ{cG{H/K)l H/K X-Hauptfaktor von G mit B € Kund H ¢ A}
definiert wird, und diese Bedingung soll es ermSglichen, von X-lokaler Er-
kldrbarkeit einer Formation auf deren X-Sittigung zu schliefen;

(3) (0, (G)) € 2,(G), und filr GEP[; mit S(G)€E, gebe es zu jedem p€
n(S(G}} eine (von G,p abhingende) Gruppe H mit einem p-Normalteiler N derart,
dap 6 W/N, N £ o (S(H nod N)) und CT(N) € N ist — diese letzten Bed ingun-
gen besagen im wesentlichen, daf ¢X{G) hinreichend grof ist {um den Schluf
von X-Sdttigung auf X-lokale Frklirbarkeit einer Formation zu gestatten);
daneben haben wir selbstverstandlich zu verlangen, dafi ¢, (G) gewissen uner-
1dfplichen Vererblichkeitsbhedingungen geniigt, wie sie auch von der gewdhnli.

chen Frattinigruppe ¢(G} erflllt werden; vgl. aber 2.5 (und 2.3) unten!

Problematisch, jedoch fiir den Beweis des Hauptergebnisses von Abschnitt 3
unabdingbar, ist hier lediglich der letzte Teil von Forderung (3}. In der
Tat kBnnte man chne diesen einfach ¢X(G) = ¢(OX(G)} festsetzen und wirde -
wie wir noch einsehen werden — zum gewinschten Erfolg gelangen; in den
Fallen X = X, und X =TP ist eine derartige Festsetzung wirklich méglich, wie
aus dem folgenden grundlegenden Satz von Gaschlitz hervorgehen wird {aus dem
wir unten sogar die Erfiillbarkeit obiger Forderung fiir beliebiges P-abge-

schlossenes X € X0 ableiten werden):

2.1 SATL. Sei G eine endliche Gruppe wnd p eine Primzahl.

(a} Es existiert eine Gruppe H mit Normalteiler N mit folgenden IEigen-
schaften:
(2) H/INZ G, N £ o(H), und N ist eine elementarabelsche p-Gruppe;
(i) ist K irgendeine Gruppe mit Normalteiler L derart, daf K/L % G und

£ ¢{K) gelten sowie L elemeniarabelsche p-Gruppe igt, so existiert ein

Epimorphismus w von H rnach K mit M =

(b) Fassen wir N via H/IN ¥ G als G-Modul iiber GF{p) auf, sc 1Bt sich N
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wie folgt beschreiben:

P
G

projektive Mille sowie R = Rad(P(Ig)) deren Radikal, so sei A ein Untermo-

Bezeichnet 17 den irreduziblen, trivialen GF(p}6)-Modul und P(Ig) seine
dul der projektiven Hille P(R) = P{R/Rad(R)) von R mit P/A ¥ R; damn be-
steht die GF{p)6]-ITsomorphie

M =G A.

fc) CG(Soc(Ap{G))) = op.p(e), wobei wir den GF(p)[G]-Modul A qus (b}, den

sog. p-Frattinimodul von G, mit ﬁp(G) bezeichnet haben.

(Siehe die Arbeit (9] von Gaschiitz fiir einen Beweis der Teile {ath) von
2.1 Fiir einen ausfdhrlichen Beweis des gesamten Satzes sei auch auf [1]
verwiesen. Teil (c} von 2.1 wurde explizit zuerst in [10) formuliert; wir
werden im folgenden mit der elementarer zu beweisenden Aussage C:(ﬁp(ﬁ}) =
Op,p(H mod N} — alse CS(AD{G)) = 0p,p(6)) — auskemwen — letztere Aus-
sage ist ebenfalls in [1] bewiesen, wo auch einige im hier behandelten Zu-

samnenhang interessierende Jusitze und Bemerkungen zu finden sind,)

Im Anschluf an diesen Satz scheint die folgende Vermutung nicht-villig

abwegig zu sein:

VERMUTUNG. Ts¢ GE€P|; und E die Charakteristik von S${G) sowie pe&n{E), so
gibt gs eine Gruppe R mit elementarabelschem p-Normalteiler K = ¢(S{H mod X))
mit 6% TR und ) = K.

Da uns ein Beweis dieser VYermutung {durch Anwendung von 2.1!) bislang
nicht gelungen ist, werden wir jetzt auf andere Weise eine X-Frattinigruppe
mit den gewlinschten Eigenschaften koastruieren. Spéter werden wir noch bele-
gen, daP eine solche Kenstruktion auch von selbstandigem Interesse ist, und
Zwar gerade im Hinblick auf unseren Satz vom Gaschiitz-Lubeseder-Baer-Typ.

Fir den Rest des vorliegenden Textes machen wir die
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G_ENERAL\IORAUSSETZUNG. X igt eine TP-abgeschZossem Klasse einfacher Gruppen,

und p bezeiehmet (meist) ein Element von xvP.

Wir erinnern ferner an die Festsetzungen xp = X\Epl und X' = X\ X (ins-
besondere X; = {Xp b= Xo\ X?)’ wobei xp,x* nicht unbedingt der Generalvor-
aussetzung genligen.

Iyerst definieren wir eine X-p-Frattinigruppe d:’p({G) von G durch

{6 mod 0_, (6}, falls f :

8 - { (6 mod 0 (&)} falls £(6/0, (e))eaxp

#{0,[6 mod {}p,(G)j mod Op:(G)), sonst
@.2.4., es sei 0,,(6) € of(G) und #3(6)/0_,(6) = ¢(6/0,,(G)) oder
@(OX{GIOD.(G))), je nachdem, ob F‘(G[Gp.(G)) lauter Xompositionsfaktoren aus
xp hat oder nicht. {Wegen 1.2a hdtten wir fibrigens auch nur F'(G/ODI(G))eEx
“verlangen brauchen: Stets ist ja F'(G[Op,(G))e E{;( ) .} Nurmehr kSnnen wir

a'p
die X-Frattinigruppe $,(6) von G festsetzen als
- p

0,(6) = o faIn Y () oR(e),
wobei wir mit x(X) = IPaX die Charakteristik von X bezeichnen,
2.2 BEMERKUNGEN, (ag) 5ei

@ . falls £*
u':,‘:{G) i} {Op( (6)) s (G/op,(e)}EEx
0p(¢(0x(G))}, sonst
dann gilt $R(G) £ &, (). Fir
= p
ergibt sich daher 9(0,(G}) * v, (6) < ¢X(G).

b

(b) I.qllg. ist tpx(G)<¢x(G), wie man am Beispiel won X =P und G =
A7><(A5’b 2?2) erkennt, wobei das Kranzprodukt bagl. der Permutationsdarstel-
lung der zyklischen Gruppe der Ordmog ?2 auf den Nebenklassen ihrer Frat-
tinigruppe zu nehmen ist: Ee ist wx(G) = 1, aber ¢X(G) = ¢{G) = ¢{Z 2) £ 1,

(e} Fir X = X gilt nach (a) wid 2.3¢ veiter wnten #(0,(6}) = ¢, {6) =
¢X{G) = ¢{G}.. Hingegen ist fTr X =W wegen (b) i.allg. ¢(0x{6))< l]}x(G)<
@x(G)<{P(G);
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Das Beispiel des semidirekten Produktes G = EGF{p)[E] einer nicht-abel-
schen efnfachen Gruppe £ mit ihrem Gruppenring Uber GF{p} flr ein pew{E)
erfiilt ndmlich @(OIP{G)) = $leF{p)E]) = 1< Rad(GF{pIET} = ij;‘?{G) = QIP(G) =
©{G) {beachte F'(G} = GF{p)[£]); und flir G = SL{2,5) ist o(6) = 2{G) =
OujG) = 22, aber Qw{G) = 1 wegen Qi(G) = ¢(0'{G)) = 1, denn wir haben
0,,{6) = 1 und F{6) = G4E,.

Wir machen darauf aufmerksam, dal — wie sorgfdltiges Lesen der unten
gegebenen Beweise bestdtigt -- die im folgenden bewiesenen Aussagen lber
¢, (8), soweit sie direkt fiir die Anwendungen im ndchsten Abschnitt benGtigt
werden, auch auf wx{G} Zutreffen, insbesondere gelten jene Ergebnisse dann
auch mit wx(G) statt @x(e). Wir haben es hier vorgeZogen, wmit einer mog-
Tichst grofien X-Frattirigruppe zu arbeiten: Dies ist sinnvoll flr Anwendun-
gen unseres verallgemeinerten Gaschltz-Lubeseder-Baer-Satzes, bei denen aus
der X-lokalen Erkli3rbarkeit einer Formation deren X-Sittiqung geschlossen
wird, Flr Anwendungen der umgekehrten Schlufweise ist natiirlich die Verwen-
dung einer miglichst kleinen X-Frattinigruppe angebracht, so daf man hier
besser wx(G) benutzt — solange unsere oben formulierte Yermuitung nicht be-
wiesen ist: Trifft sie zu, so sieht man ebensc wie fir ¢X(G) und ¢X(G), dafy
unsere im folgenden bewiesenen Aussagen {in geeignet modifizierter Form)
auch fiir ¢(OX(G)) gliitig sind.

Ferner weisen wir darauf hin, dap fir X € TP die eingangs aufgestellte
Forderung {3} in ihrem zweiten Teil leer ist. In diesem Fall kann gleich-
falls wieder ¢(0X(G)) genormen werden, wie aus den weiteren ﬁberlegungen
hervorgehen wird. Jatsichlich wurde auch, uad zwar fir X =P, diese Wahl von
Baer {im urspriinglichen Manuskript von [1]) getroffen. Unser allgemeiner
Satz vom Gaschitz-Lubeseder-Baer-Typ im ndchsten Abschnitt wird also einer-
seits den Baerschen Satz umfassen {wenn man @(GS) = ¢(OBKG)) statt @EKG)

dort einsetzt), andererseits aber flr einen Teil eine verschirfte Aussage liefern,
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In diesem Zusammeshang vermerken wir abschlieflend, daf sich der erste
Teil obiger Forderung (3) an eine X-Frattinigruppe ¢§(G) 2zl ¢(OD(G)) < ¢;{G}
fir alle pex(X) abschwlchen 18pt: Dies reicht noch immer zum Beweis unse-
res Hauptergebnisses aus {und liefert eine Mglichkeit, eine recht kleine
X-Frattinigruppe zu kenstruieren — worauf wir hier jedoch nicht naher

eingehen wollen).

2.3 LEMMA. (a) d’i(G) und 8,(8) sind charakteristische Untergruppen von G.
« 3P £ P P
(b} Op.(ﬁ} (&) Oprp(G)n ¢X(G)/0 {G) = & (GIO A6)) £ G/O (6))
= Op(Glop.(G)}.
te) ¢(0,(6)) € ¢,(6) < ¢(G)r&0x(x)(6).
(d) Ist N2 G in 0D(G) bew. ¢, (G) enthalten, so gilt R (6/M) = eR(GI/N
baw, ¢X(GfN) =¢X(G)/N.

Beweis. (2.D) Die Aussagen folgen trivial aus den relevanten Definitionen
und aus ¢{G) £ F{(G).
{c} Dieerste Inklusion folgt aus ®{G)N/N £ ${G/N) und &(N) € &{G} flir
4 G, Nach {b) und wegen seiner Definition ist ¢X(G) eine p-nilpotente
Gruppe flr alle pEx(X), was ¢X(G} £ F{G)nox(x)((i) bewirkt. Weiter gilt
filr die p-Sylowgruppen Op(¢x(G)) von &, (G}:

0, (8, (6))0,,{6)/0,. (6) = 9, (6)0,(6)/0 () # 0F(6/0,.(6)) € #(6/0,,(6)).
Ber verschdrften Version 1.1.4 des Jordan-Hﬁ]der-Satzes entnimmt man daher
sofort Op(¢x(8)) £ 5(G).

{d} Hatirlich genligt der Nachweis der Behauptungen Ober ¢§(G}.

Deren erste ist nach Definition klar, falls N £ Op,(G) gilt, Induktives
Yorgehen erlaubt es also offenbar, N alseinen p-Normalteiler von G anzuneh-
men, und auch dann ist die Behauptung scfort einzusehen, sobald nur
Op‘(G{N) = Op.{G)N/N geklirt ist: Es ist dann namlich wegen 1.1

F‘((G/N)/Op:(G/N)) = {F*(G mod opx(G)}/N)/(Op.(G)N/N),

und anschiiefend folgt alles weitere. Ist aber K = Op.(G mod N} sowie
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F* = F'{G mod Op.(G)}, s gilt sicher [(K,F*] £ KnF* = NxOp,(G), so dap K
aufgrund von NDp.(G}IOp.(G) € ¢(G/0p‘({5)) nach 1.2¢ eine p-nilpotente
Gruppe ist. Damit ist OPI(K) = Op.(G) und ¥ = NxOp,(G}.[:]

Wir definieren nun flir jede Gruppenklasse #

E, H = {6€El G/NEH flr ein N 2 G mit N € 9,(G)}
X

I

und nennen H X-gesdttigt, falls H = E H gilt. Ferner setzen wir fest:
X
E;H = {GeEfe/NEH flr ein N 2 G mit N € 9(G) und (H/K)*GE€H fiir alle

Hauptfaktoren H/K von G unterhalb N},

2.4 LEMMA. By wnd E‘&‘) sind Abschlufoperatoren.
X

Beweis. Fur E; folgt das aus 2.3d, flir £f ist es trivial.(Jd
X

Aus beweistechnischen Grlinden werden wir uns spiter meist mit Gg Zu be-
fassen haben: Es gilt ndmlich i.allg. nicht etwa @x(G}N/N £ @x(G/N) oder
¢X(N) £ rbx(G) flir alle H 2 G. Deshalb erwd3hnen wir noch eine weitere trivi-

ale Folgerung aus 2.3, die spdter an wesentlicher Stelle eingeht:

2.5 BEMERKUNGEN, (a) Fitr N 2 G ist weder stets ¢X(G)N;N & ¢X(G/N) noeh
¢x(N} < ¢X{G).

(b) op,(e) = 1 impliziert 8,(6) = ¢§(e).

Beweis. {2} ¢X{G)N/N < d:x{G/N) wird fir X =IP durch das semidirekte Produkt
G = HN mit H = SL{2,5) undeinemirreduziblen GF(2)[H]-Modul N mit C (N} =
Z{H) widerlegt: man beachte F'(G) = Z{H)xN, aber F'(G/N) = G/N. 8ilden wir
mit diesem G die Gruppe Go = Gxﬂs, so sehen wir fiir das gleiche X auch ¢X(G)
¢ o, (6,) ein.

(b} folgt aus 2.3 und den Definitionen.[

Man kBnnte geneigt sein, ¢)'((G) einfach als den Durchschnitt aller maxima-
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len Untergruppen von G mit X'-Index {damit meinen wir S(G}CoreG{U}}e EX‘}
zu definieren. Jedoch kann man sich Teicht Uberlegen {etwa am Beispiel der
in 2.1 beschriebenen sog. maximalen Frattinierweiterung einer einfachen
Gruppe E€X' mit p-elementarabelschem Kern fiir ein p€x{X}n w{E}), dap dann
unsere Forderung (2} vom Anfang dieses Abschnittes nicht zu gelten braucht.
Filr unser & hingegen gilt sie, und zwar sogar in auf folgende leise ver-

schirfter Form:

2.6 LEWA. Pir N € 6 iot CO¥p(F (N/aB(1))) = 070N} wnd C(F* (N)/0,(N)
= ch ).

Wir beweisen diese Aussagen nicht, da wir sie_spﬁter nicht in expliziter
Form verwenden, vielmehr fm Beweis von 3.3 in einem Speziaifall direkt ein-
sehen; die zum Beweis benStigten Argumente lassen sich aber prinzipiell dem
Beweis von 3.3 entnehmen. Man bemerke jedoch, dafl die schwichere Aussage
Cg‘xp{G/‘@i(G}'} = Cg’xp((':} bzw. CE’X(G;"i:x{G)) = Cg’x(G), die zu Anfang die-
ses Abschnitts erwdhnt wurde, wegen 2.3c in Verbindung mit 1.2¢ gitt (ob-

gleich sie flir die geplante Anwendung im Hinblick auf die erste Aussage un-

ter 2.5a nicht mehr ausreicht}.

Die jetzt zu definierenden Gruppenkiassen dienen zur Beschreibung des

xp-Hauptfaktorenzentra1isators und seines Ep—Residuums:

25 = {eeelc (w/K) = 6 fiir jeden X -Hauptfaktor H/K von G},
{E = ZE!\PP, wobei Pp die durch b(Pp) = {Zp} definierte Schunckklasse

aller p-perfekten Gruppen {Gruppen chne p-Faktorgruppe ungleich 1} darstellt.

2.7 LEMMA. fa) Zﬁ = EX.ZI; ist eine {in der Regel nicht gesBttigte) Fitting-
p

formation.

(k) Cg’xp(ﬁ) = G;p ist das ZE—Radikal von G der grépte in ZE gelegene

X

Normailteiler von G.
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{e) Vp E Vp ist ein (in der Regel weder gesittigtes noch R oder S -

X2
P
abgeschlossenes) hy] —abgeschlossenes Homomorph mit ZE VEEP-
(d) Op{C plGY 'Gyp ist der gréhte in VE gelegenz Normalteiler wvon G.

{e) Ist GGVp und H/K eain Xp -Hauptfaktor von G, so ist HIK £ 2{G/K};ins-

besondere tst H/K eine p-Gruppe.

Beweis. {a) 1st trivial — man argumentiere wie im Beweis von 1.2.3.

{b) Wegen (a) existiert das ZE-Radika] Gzp von G, und es liegt, wie aus
der Definition von ZE hervorgeht, oberhalb vin C p(G) Wir haben ja

{G}E Z , da ein Hauptfaktor von G in einem Normalteiler N von G in ein

direktes Produkt von Hauptfakteren von N zerfdllt. Umgekehrt zentralisiert
Gzp aus dem gleichen Grund jeden Xp-Hauptfaktor von G.

{c) Man bemerke QVp Vp und wende sodann 1.2.2b auf b(Vp) < b(ZE}L}{Zp}
an,

{d) folgt ummittelbar aus {c).

{e) ist nun ebenfalls klar. [(J

Fir X = xo ist selbstverstindliich ZE = Ep,Ep und VE = Ep,. Allgemein je-
doch ist ZE nicht einmal abgeschlossen bezllglich Bildung von Untergruppen,
und es ist auch nicht mGglich, diese Klasse als Ex*Ep fiir ein X* € X, 2u be-
schreiben. Man Oberlegt sich aber leicht, daﬁ Zg eine X-gesdttigte Formation
ist. Die Klasse VE ist als Durchschnitt einer Formation und einer Schunck-
klasse immerhin noch eine sog. Praformation, d.h, eine Qﬁ;-abgeschlossene

Gruppenklasse; vgl. Kap. III von [1].

Flr spdtere Verwendung flhren wir noch folgende Bezeichnung ein:

Y% = npe‘-.x(x) %
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3, X-lgkale und X-gesdttigte Formationen — ein allgemeiner Satz vom

Gaschiltz -Lubeseder;Baer‘-Typ.

Unter einer X-Formationenjunktion ¥ (fiir TP-abgeschlossenes X) wellen wir
eine Abbildung verstehen, bei der jedem p& XnTP und jedem E€ X' eine [even-
tuell leere) Formation fip} bzw. f{E) zugeordnet wird.

Ist eine solche X-Formationenfunktion f gegeben, sc definieren wir die
durch f X-lokal erkldrte Formation LFX(f) als die Klasse aller Gruppen GEE,
die den folgenden beiden Bedingungen geniigen:

(1) Ist H/K ein Hauptfaktor von G, dessen Charakteristik aus X stammt, so
sei G/CG(H/K)Ef(p} fir alle pen{H/K}; und

(i1} G/LEF(E} fir alle L 2 G mit monolithischem G/L derart, daf die

Charakteristik von S{G/L} die Gruppe E€X' ist.

Als erstes halten wir fest, dafd es sich bei LFx(f} tatsachlich um eine

Formation handelt:

3.1 LEMMA. LFx(f} = n X) chf{p)n mE ex’ EE,°'F{E}; insbesondere ist

pex{
LFx(f} eine Formation.
Hierbei haben wir folgende Notation benutzt:

%5 (p), falls flp} # 9 €., f(E), falls f(E) # B
2fof(p) = { X . Epiof(E) = { E
E sonst E

' sonst
p

EI 3
(Man beachte, daf oft Ep‘ in anderem Zusammenhang die Xlasse aller Gruppen
von p'-Ordnung bezeichnet, wihrend EE' = E{E}’ in der =weiten Gleichung fir
die Klasse aller Cruppen ohne Kompositionsfaktor isonorph zu E steht, und
zwar auch dann, wenn E eine zyklische Gruppe von einer Primzahlordnung p ist

und dann von uns an anderer Stelle gelegentlich kurz als p geschriieben wird. )

Beweis. Wir bezeichnen mit F die durch die rechte Seite der &leichung fur

I_Fx(f) defimierte Gruppenklasse und stellen fest, daf} sie als Durchschnitt
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von Formationen (wie man 2.7a entnimmt) wiederum eine formation ist.

Die Inklusion F € LFx(f) folgt unmittelbar aus der Definition von LFx(f).
denn nach 2.7b gilt ja szp( £ CG(H{K) fiir jeden Xp-Hauptfaktor H/K einer
Gruppe G €F {existiert n3mlich ein X-Hauptfaktor H/K von G, so ist H/Kexp
fir alle pen(H/K}, also GéEx., und wir haben f{p) # § sowie G}‘Gzﬁef(p))
und GEE‘ = OE.{G} £ K fUr jedgn X' -Hauptfaktor H/¥ von G mit G/KE€M und
von Charakteristik E.

1st weiter GELFx(f}(,'so ist jeder Xp-Hauptfaktor von Gf(p) zentral, da

ein solcher (bis auf Gf p)-Isomorphie) als direkter Faktor eines X_-Haupt-

faktors von G unterhalb Gf{p) auftritt. Das btedeutet Gf(p) < Gzp. also

G€Z§°f{p}: Im Falle f{p) = B qibt es ja keinen Xp-Hauptfaktor ﬁon GGLFx(f).
Als N3chstes vermerken wir, daff LFX(f} ersichtlich ein Homomorph ist.

Zun Nachweis von LFX(f) < EE.of(E) flir E€X' kdnnen wir deshalb Uber eine

Gruppe GeLFx(f)\EE,Of(E} von kleinster Ordnung aussagen, daﬁ G monolithisch

mit minimalem E-Normalteiler S{G) ist: E_,°of(E} ist namlich eine Formation.

Ei

Dann ist aber bereits GEF(E) € E_,of(E), ein Widerspruch,

E‘
Insgesamt baben wir jetzt auch noch I_Fx{f‘,i < F eingesehen und sind fertig.[}

Es ist bequem, noch folgendé Terminolegie zur VYerfiigung zu haben:

Eine Formation F heifit X-lokal ferkldrbar), faHs_ gine X-Formationenfunk-
tion f mit LFx(f) = F existiert; selbstverstindlich gibt es in diesem Fall
i.a11g. mehrere Miglichkeiten, ein solches f zu wihlen — wir werden darauf
spdter zurlickkommen. Jedes solche f heift eine X-lokale Erkldrmeg von F.

Einen Hauptfaktor H/K einer Gruppe G nennen wir f-zentral bzgl. einer
X-Formationenfunktion f, wenn gilt:

(i} G/CG(H,’K)ef(p) fir alle pen(H/K}, falls die Charakteristik von H/K
Zu X gehirt, bzw.

{ii) G/LEF(E) fliir alle L 2 G mit monolithischem G/L, die K € L sowie

S{G/LY = HL/L erfiillen, falls H/K die Charakteristik E€ X’ hat.
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Andernfalls wird H/K f-gxzentrisch genannt. Schieflich nennen wir einen
normalen Ausschnitt X/¥ von G {d.h., X,Y 2 G mit ¥ £ X) f-hyporoentral,
falls jeder in X/Y enthaltene Hauptfaktor H/K von G {d.h., Y £ Kund H £ X}
f-zentral ist.

Der Beweis des folgenden elementaren Lemmas bleibt dem Leser Uberlassen;
s. Kap. II von [11 fiir eine ausflhrliche Uniersuchung verwandter Ergebnisse

{unter etwas anderen Voraussetzungen).

3.2 LEMMA. Seien M,N,K G, wnd sei B £ H.

fa} #it N (d.h. N/1) sind auch ¥ und NK/MK f-hyperzentral in G.

(b} Mit ¥ und N/M st auch N f-hyperzentral in G (jedoch folgt die f-Hy-
perzentralitit von N i.allg. noch nicht aus der von M und NK/MK unter der
Zusatzvoraussetzung NnK £ M),

(e} Sind X,Y € G mit X,Y € Nund XnY = 1, so st mit N/X wnd N/Y aquch N

f-hyperzentral in G, falls X oder Y au Ex gehort.

Nach der inzwischen geleisteten Yorarbeit erhalten wir leicht unser er-

stes Hauptergebnis:

3.3 SATZ. Sei T eine X-Formationenfunktion wnd WM ein normaler Ausschnité
der Gruppe G mit M < ¢X(N).

Dann ist mit N/M auch N selbst f-hyperzentral in G.

Beweis. Yermdge einer Induktion nach IGI+IMi diirfen wir, 2.3d,c und 3.2a,c
anwendend, die Annahme machen, M sei minimal normal in G und stimme mit
s{(G}n o, (N) iberein. Bezeichnet p dann den Primteiler der Ordrung der (ge-
maf} 2,3c nilpotenten} Gruppe M, so liegt dieser in y(X); und avferdem darf
mit Ehnlichen Argument wie soeben, ¢X(N) £ QE{N), 2.3d, 2.5b und 3.2a,c aus-
ausnutzend, auch noch Op.{N) = 1 angenommen werden, Daher liefert 2.5b

M £ o (N} = oR(N),

wobei zusdtzlich
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F'{N mod 0. (N)) = ¥ (N)EE(X )
ist. Da mit N/M auch G (/M) = 0 (N?;M {es war ja MEEE < Ex) f—hyperzentrél
in & ist, erkennen wir mittels der Definition von @E{N} deshalb die Existenz
eines T2 G mit M £ T < N derart, daf

T/M f-hyperzentral in G ist, und

M £ 0 (T) = ef(T), op,(r) = 1 sowie F*(T)€ Exp
gelten: Im Falle F‘(N)G.EK wahlen wir einfach T = N, andernfalls sei T =
QX(N) — man bemerke, dafd im letzten Fall @x{N) = ¢(OX(N)) = ¢X{OX(N))'ge-
mif 2.3¢ ist,

1.2¢ entpehmen wir CE(F'(T)/¢(T}}/CG(T})EEp, und dann ist erst recht
die wegen 2.3c kleinere Gruppe

XD(F‘(T)/M)ICG(T)EEp,

wobei F'{T)/MEEX und M £ @x(T) zy beriicksichtigen sind. Die f-Hyperzen-
tralitdt von T/M bewirkt nun

6/cd o lEH(TIMI€R F(p) = H(p),
und wir erhalten insgesamt

G/C {T}et f(p).
Folglich ist G/C myeqfe/c (T} < QUE o))
p-Mormalteiler von G ist, mithin Op(G/CG M)

4]

Epf(p), und da M minimaler

1 gilt ((123,VI.5.4.b},
zeigt sich

G/CG(M)Gf(p),
d.h., M ist f-hyperzentral in G; es war ja der Primteiler p von Ml aus
x{X}. Zusammen mit der f-Hyperzentralitdt ven N/M in G besagt dies mach

3.2b gerade: N ist f-hyperzentral in G6.(J

Obiger Satz stammt im Spezialfall X =[P (wenngleich nur mit dem nach
2.2c i.allg. echt kleineren ¢(OEJN)) statt q?(N}) von Baer {vgl. etwa [1]},
im Spezialfall X = Xo von Baer {vgl. ebenfalls etwa (1]} und Schmid [14].

Wir kBnnen ihn noch etwas verscharfen und erhalten dabei eine Aussage, die
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im Universum ¥ = S {wobei naturgemd® X=TP zu wdhlen ist} flir N = G schon
bei Carter,Hawkes [5] zu finden ist und {ohne die Yoraussetzung N = G)
glefchfaﬂs zuerst von Baer fiir ¥ = £ mit X =TP {vg). wieder [1]} bewiesen
wurde, zumindest in abgeschwdchter Form.

Fﬁr‘l diese Verschirfung haben wir allerdings inklusive X-Formationenfunk-
tionen zu betrachten, d.h., solche, die der Bedingung f(X} € LF, {f) flr alle

X &{XnP)u X' gentigen. Sie existieren flir jede X-lokale Formation:

3.4 LEMMA, Sei F = LFx(f).
(a) Die durch fF(X) = Fna f{X) fiir alle X6 {XNPYUX' definierte X-Forma-
tionenfunktion fp ist eine inklusive lokale Erkldrung von F.
(b) Ist f inklusiv, so <st auch die durch
£ flp), falls X = peXnlP
(Y} = P
EE.f(E)nF, falls X = E€X"

il

definierte X-Formationenfunktion f* eine inklusive lokale Erklirung wvom F,
und sie hat die Eigenschaften

f*{p) = Epf*(p) (p€xaP), f*(E} = F (E€X');
eine solche lokale Erkldrung wird voll genannt.

{e) Bg gibt unter den inklusiven lokalen Erklérumgen von F eine eindeutig

bestimnte gropte, und diese zeichnet sich dadurch aus, dofi sie auch voll ist.

Beweis, Der Beweis unterscheidet sich nur unwesentlich von dem in [7] in

einem Spezialfall angegebenen. [J

3.5 KOROLLAR, Sei N ¥ G, f eine inkiusive X-Formationmenfunktion, F = LFx(f),
und sei F‘(N)/ﬁ)x{N) f-hyperzentral in G.

(a) G/CH(F'{N)/2,(N)) EF.

(b) Bavhaie CR(FN)/0,(N)) /CH(F" (N)/2,(N)) keinen f-eweentrischen Hawpt-
faktor von G mit einer Charakteristik aus X'alP, der zu einem G-Hauptfaktor

in N/FH{N} G-isomorph ist, so 1stN f-hyperazentral in G.
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Beweis. (a) ist wegen f(X) € F fir alle X€ {(XnWP)ux' klar, da fiir jeden
f-zentralen Hauptfaktor H/K von G mit Charakteristik X sicher G/CG(H;’K) €f{X)
gilt, und zwar unabh3ngig davon, ob X zu X gehdrt oder nicht; fir X €X ist
hierbei f(X) als der Durchschnitt aller f{p) mit p&r{X) zu interpretieren.

(b) Wegen 1.1, 2.3c,d, 3.2b und 3.3 reicht es aus, die f-Hyperzentralitit
von Nf¢X[N) in G nachzuweisen, wobei zusdatzlich QX(N) = 1 angenommen werden
darf, Mit anderen Worten, wir dirfen F'(N) als f-hyperzentral in G voraus-
setzen.

Natlirlich gilt

CRIF'(N)) € Cl(F* N} /a(N))
- C(F N/8(N)) = (F (N/8iN))

F'{N mod ¢{N)) = F'{N},
wie die Ergebnisse von Abschnitt 1 zeigen. Enthdlt N einen f-exzentrischen

NACR(F ()

N

Hauptfaktor von G, etwa H/X, so darf nach Voraussetzung F'{N) £ K angenommen
werden, Wegen {a} folgt aus

N/NACREF (NY) ¥ NCO(F* (M) /Ch(FH{N)) < o/c(Fe () €F
zuerst einmal, dafd die Charakteristik ven H/K zu X' gehbrt, und Betrachtung
einer monolithischen Faktorgruppe G/L¢F mit K €L # H liefert danach
leicht, daf ein zu H/K G-isomorpher Hauptfaktor X/Y in CE(F'{N))/CE(F'(N))
mit ¥ €L ¥ X existiert; dabei ist notwendig H/K /¥ abelsch, da andern-
falls L = Co{H/K) ® Ch(F'(N)} wire: Man beachte

CCQUF* (N)),H] € LCHF'(N)),N] £ CRCF'(N))AN € F'(N) € K.

3.6 KOROLLAR. Ist F = LFx(f] = EEF mit inklusiver X-Formationenfunktion f,
wnd ist N2 6, so folgt aus der f-Hyperaentrulitdt von F'(N)/¢X(N) in G be-
retts G/CG(N) E€F,

Beweis. Wegen unserer Zusatzvoraussetzung F = EgF ist {neben der allgemeinen
Voraussetzung von 3.5) die zus8tzliche Bedingung in 3.5b erflil1t: Eine Gruppe

% liegt ndmlich jetzt schon dann in F, wenn nur (Y/Z)*X €F fiir alle Hauptfak-
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toren Y/Z von X gilt. Also liefert 3.5, dafd N f-hyperzentral in G ist. Daraus

folgt aber aligemein GXCG(N)Efﬂ wie eine einfache Induktion zeigt.[d

Wir erwdhnen noch, dafl eine im Hinblick auf klassische Sdtze (u.a. von P,Hall
[11], Baer [21 — vgl. auch Schmid [14]) interessante VYerallgemeinerung der
hier bewiesenen Ergebnisse miglich ist und auch mit den oben benutzten Me-
thoden durchgefiihrt werden kann: Man betrachte dazu eine X-lokale Formation
F = E;F und definiere flir eine durch Automorphismen auf einer Gruppe G
(nicht notwendig treu) operierende Gruppe A in naheliegender Weise den Be-
griff f-hyperzentraler Operation von A auf G. Man erhdlt auf d;ese Weise
sehr einfach die Hauptergebnisse van Schmid [14],

Ferner weisen wir darauf hin, da{](die Schlufibemerkung im Beweis von) 3.6
sofort eine Verallgemeinerung eines Satzes von Huppert [133 Tiefert:

Fir F = LF,(f) = E3F mit inklusivem f ist [67,2p(0)] = 1, wobes 2.(6)
den naéh 3.2 existierenden eindeutiyg bestimnten grifiten f-hyperzeniralen
Normalteiler N von & bezeichnet; dHeser ist nach 3.7b unten von der speziel-
len Wahl des (inklusiven) f unabhingig.

Auf Zerlegungssitze und Zerfdllungskriterien, wie sie in Kap. YII von (1]
aus Resultaten obiger Art abgeleitet wurden, wollen wir an dieser Stelle
nicht mehr eingehen: Es diirfte dem Leser jetzt nicht mehr schwer fallen,
durch Kombination unserer letzten Ergebnisse mit den dort benutzten Methoden
solche Resultate zu formulieren und beweisen,

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts, einem allgemeinen
Gaschiitz-Lubeseder-Baer-Satz, dessen einfachere Hdlfte ein Spezialfall von
3.3 und 3.5a ist. Eine Vorbemerkung mufd noch vorausgeschickt werden, deren

Beweis evident ist:

3.7 LEMMA, Fir F = LFx(f) ist G EF genau dan, wenn G f-hyperzentral in G ist,
(b) Sei T = LFx(f) = LFX{g) mit inklusiven f und 4. Dam stimmen die Be-

griffe f-hyperzentral wnd g-hyperzentral iberein.
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(e} Wemnen wir fur eine beliebige Formation F einen Hauptfaktor H/K ven G
F-zentral, falls G/LEF fir jedes L 2 G mit monolithischem &/L gilt, fir das
K £ L wnd S{G/L) = HL ist, so sind (wegen 1.1} folgende Aussagen gleichwertig

(i) GEF.

(1) Alle Hauptfaktoren von G gind F-zentral.

{iii) Alle Hauptfaktoren H/K mit H £ F'(G) sind F-zentral

(d.n., F'(G) ist F-hyperzentral in G).

3.8 SATZ. Sei F eine Formation emdlicher Gruppen und X eine W-abgeschlossene
Klasse einfacher Gruppen. Davm sind die folgenden fimf Aussagem dgquivalent:

(i} F ist X-gesdttigt. :

(ii) F ist (XaP)-gesftiigt; und z2u jedem GEFnP” mit S(G)GExund Fedem
pen{S(6)) existiert eine Gruppe H €F mit p-elementarabelschem ¥R} derart,
daf B/O{H) ¥ G ist und ®{H) einen fir H/O(H) treuen Hawptfaktor von H enthalt,

(1i1) Jede Gruppe G mit F-hyperzentralem F'(G)f‘i’x(ﬁ) liegt in F.

(iv) Jede Cruppe G mit F-hyperzentralem F‘(G)/EP(OD(G)) fitr eine Primzahl
p€x(X) liegt in F; wnd zu jedem GGFI\PH mit S(G)Gfxwzd jedem pe n(S(G})}
existiert eine Cruppe HEF mit p-elementarabelschem ®{H) derart, doft R/®(H) =
G 25t wund ®{H) einen fir H/O{H) treuen Hauptfaktor von H enthalt.

fv) F ist X-lokal erkidrbar.

Ist eine dieser finf Bedingungen erfiillt, so wird die eindeutig bestimmte

minimale X-Lokale Erklfrung f0 von F gegeben durch

QR $6/C. (H/KY | GEF, H/K X _-Bauptfaktor von 6}, falls X = p€X
f{x)y=4 © 8 p

© R {ceingF I S(el€ELL, falls X

L€ X'
wnd die eindeutig bestimmte volle wnd inklusive X-lokale Erkldrung £ yon F

durch

E f (p), falls X = p€X
fo(x) = { po
QROF, Falls X€X',

(1In den letzten Gleichungen haben wir OROF statt F im Hinblick auf 3.9 unten

geschricben.)
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Beweis, (i) =» {ii): Fir YE X € X0 entnimmt man der Definition der verallge-
meinerten Frattinigruppe ¢,(6) 4 2, (6) fir alle GE€E, Daher impliziert X-S¥tti-
gung sicher V—Sﬁttigung, was den ersten Teil von {ii) klart, wihrend der zweite
mit 2.1 folgt: Setzt man ndmlich H als die durch 2.la gelieferte maximale
Frattinierweiterung von GEPII mit p-elementarabelschem Kern Ap(G) {pg
w{S{6)}) fest, so ist ja Op.(H) = 1 und F'(H)/®(H} T S(G); ferner ist 2,1b,c
anwendbar, wenn wir GEM berilicksichtigen,

(i) = (iv): Dies ist jetzt trivial.

(1) ==» (ii1), {i1) = (iv}: Diese Implikationen ergeben sich mittels
3.7c,

{iv}) = (v): Wir werden im nachstehenden Satz gesondert zeigen, daf} fiir
eine beliebige Gruppenklasse F die kleinste X-gesittigte Formation # { =
{QRO,E¢X}F) durch die coben angegebene X-Formationenfunktion fo X-1ckal defi-
niert wird; damit wird diese Implikation dann klar sein, wenn man zusBtzlich
berlicksichtigt, daf wir den Abschlufloperator E¢x Zum Beweis jenes Satzes
nicht voil einsetzeq, sondern lediglich 'X-frattinische Erweiterungen' der
unter (iv) beschriebenen Art bilden.

(v} =% (1) Das steht in 3.3, und zwar als Spezialfall N = G; man be-
achte 3.7a.

Die Behauptungen Uber f, und % sind schlieplich im Hinblick auf 3.9 und

3.4b,c klar, denn fc ist trivialerweise inklusiv.[]

Cossey und Dates-Macdonald haben in [6] den von Q, Ro_und Ep erzeugten
HbschTuﬂopera{or {Q,RO,EQ im Universum S der endiichen aufl¥sbaren Gruppen
berechnet als

R EF = (ER)? (in 5);
dabei jst bekanntlich {Q,Ro} = QRO — vgl. etwa [4]. Unser folgendes Ergeb-
nis zeigt u.a., wie diese Gleichung einersefts zu verbessern, andererseits

fiir das Universum V = € zu modifizieren ist:
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2 .
(QR0E¢) in E

QROE¢QR0 in S
Wegen des schlechteren Vererblichkeitsverhaltens von (bx
frattinische Erweiterungen von Gruppen aus Ex micht notwendig X-frattinische

{0.R E,Y -

s und vor allem, da

Erweiterungen sind, ist unser aligemeines Ergebnis etwas komplizierter, je-
doch erhalten wir die genannten Resultate durch eine Zusatz@berlegung eben-
falls.

Zur bequemen Formulierung von 3.9 legen wir noch einige Bezeichnungen fest:

Sind H und K = NOK Gruppenklassen, so sei H/K = [H/HKI H€H]‘.

Ist H irgendeine Gruppenkiasse und pelP, so sei

e, H = [GEE]G/NEH flir ein N 26 mit K £ *(0,(6)}},

n
-+
B
n

Huf{cet ] = Hy b fir ein H@€HnAP  mit S(H)EE, §, wobei wir mit

IT
He 0 die durch 2.1 gelieferte maximale frattinische Erweiterung von H mit p-
elementarabelschem Kern Ap(H) bezeichnet haben,
= ‘s = .

o i = {H € cenl g = Hr(B);

dabei sei daran erinnert, datp nach{4] ch = F fiir Formationen F gilt,
. 0 . . . .
Mit E‘i’x = {g%] pex{x)} bzw. Eq’x = {52}([ pEx(X)} bezeichnen wir schlief-

lich die durch die e, bzw. die ng flir alle p €x{X} erzeugten Abschluflope-

P
ratoren,
3.9 SATL. Sei F irgendeine Cruppenklasse, und werde 1’0 z2u F und X wie in 3.8
definiert,

(a) £ (p) = Qawg%oaosgxa(EQRoF]/vp.

- or E° ¢ 0{FOR
(b) QULF (f }/Y,) = QRGE¢XQROE¢XQ(EQROFJIVX).

O

fe) LFx(fo) = (E¢

0 0 . - 4
GWEQX) (QROEQXQRO)(EQXQRO)F = {EG'XQRO} F..

X

Beweis. {a} Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(1) Zu jeder Gruppe F€ F/V)p( und jedem nicht-abelschen xp-Hauptfaktcr A/B
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von F wahlen wir unter Rickgriff auf 2.1 — bzw. auf Badingung {iv} aus 3.8,
soweit wir mit dem Beweis der dort noch fehlenden Implikation "liv) =» (v}
beschdftigt sind — eine Gruppe Fo = FO{F,AXB) mit folgenden Eigenschaften
aus:

F0/¢(FO) TF/C(A/B) — dies eine Gruppe aus QFNP; mit Sockel aus E, ,

¢(F0) ist eine elementarabelsche p-Gruppe und enthdlt einen Hauptfakto?
A, /B, von F_mit Cc (AOIBO) . @(FO).
Ferner setzen wir Fp = (F/VE)L;F;, wobei Fg die Klasse all der gerade gebil-
deten Gruppen FO(F,AXB) darstellt, sowie F; = QRon' Dann ist offensichtlich
F; = QRoang(F/VE), und zu jeder Gruppe FIE¥E und jedem Xp-Hauptfaktor AllBI
VOn I-'1 liegt dann das semidirekte Produkt von F1/CF1(A1/BI) mit einem geeig-
neten irreduziblen, treuen Modul ¥ = V(Fl,ﬂllﬁl} uber GF{p} in F;E

Nach einem elementaren Lemma von Barnes und Kegel {s. {121,VI1.7.21} liegt
fur eine beliebige Gruppe Fi und fiir jeden ihrer abelschen Hauptfaktoren
Ai/Bi das semidirekte Produkt (Fi/CFi(AiXBi))(Ai/Bi} in der von F! erzeugten

1
Formation QRO{Fi}. Damit folgt die Behauptung scfort aus der Konsiruktion

1

anderen Fall hingegen leistet Fi = FO(FI,A1/81) den gewlinschten Dienst,

{2} Sei X = X0 eine Gruppe mit Normalteilern Yl"“’vn und irreduziblen

von Fp und FE: Ist ndmlich AlfBl abelsch, so kann man F. = Fl betrachten, im

n _ - -
6F(p)DX)Hoduln ¥,...,V, derart, daB [V.D) ¥, = Lund (V) = ¥, ist; es
werde ¥V = Vl Q... @vn und To = 1 gesetzt. Sei ferner melN. Dann existieren
flir alle kel Gruppen X, ,T, und 6F(p)[X, _,)-Moduln ¥ mit folgenden Eigen-
schaften:

{o) X = xk_lwk ist ein semidirektes Produkt, gebildet zur Moduloperation
von xk—l auf wk;
{g) in W, existiert ein Element w, mit Cy
W ) =1;
k-1
() T, = TN, = op(xk) = F'{x)s

(&) wk/Radi_l(wk) 2@V, wobei VW, und Radi—l

{w,}) =1 — insbesondere ist
ka1 K

Cy

(wk) als Meduln fUr Xk_1
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aufzufassen sind, und zwar mit W £7 £C (V¥V}, und fir k = 1 ist’
k-1 7 k-1 X

sogar Wy ¥ @V, und
(e) (W) enthdlt flir k * 2 efnen 2u ﬁ GF(p)[¥%, ,J isomorphen
k'%, k-2

X, ,-Teitmodul:

k-2
Wir konstruieren die geforderten Gruppen rekursiv, ausgehend von den ge-

gebenen Gruppen xo’To und dem Modul ¥, und beginnen mit den Festsetzungen

. g? ¥ omit d1=IVl, Xy = Ky Ty =W = TH.
1
Sind Xk k,w fiir ein k&N schon mit den verlangten Figenschaften gegeben,

s0 bilden wir

_ X . . ,
Weyp = ({ g? wk)xk—l) k {(den von X, ; 2u X hochinduzierten Modul)} mit
k+l Z X
e = Max{m,l((wk}xk_l) 1}
_ e 5 - z
Ko = XMy (das semidirekte Produkt) , sowie T, = T¥ .0 % X, 4.

Die Behauptung (o} ist damit per Konstruktionsvorschrift automatisch erfilit,

Um (B} einzusehen, zeigen wir allgemein flir eine Gruppe G und einen treuen
G-Modul ¥, daft in W ein Element w mit € (w) 1 existiert; dann folgt (B)
yermdge der Konstr£§£1on der wk und pach Wahl von dk' Ein solches w kbnnen
wir, eine Abzdhlung W = {wl,...,w1} von W benutzend, wie folgt angeben:

W o= (wl,...,w]);
es ist dann ndmlich

Catw) = ML cgonniomyn00 0 = ML) cotwg) = cgti) =1
denn die Operation von X auf W@ ... ®W ist ja mit den Projektionen auf die
Jj-ten Komponenten vertauschbar.

Die erste Gleichung unter (y) ist definitionsgem3ap erfullt, wahrend T, =
Op(Xk) = F‘(Xk) induktiv aus der Konstruktion von w und Tk folgt, wenn man
T =W =0 {x ¥y = (x ) wegen X; = X(@V) und V= V; @ ... @V mit ¢, (V)
- “ L Sy (v ) =
rUck51cht1gt.

i=1 Y; = 1 und das Zerfallen von X, = Xi_qT Tber T, be-

Zum Nachweis von {8} zeigen wir zuerst allgemein flr eine Gruppe G und einen
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&F(p)[GI-Modul ¥, da& fiir jeden irreduziblen GF{p)[GJ]-Modul U fiir das semi-
direkte Produkt H = GW und den induzierten Modul (UG)H die H-Tsomorphie

(UG) /Radﬁ({UG) yg U sowie Radﬁ({UG) ) = Radw(((UG)H) )
gilt, wobei U als (notwendig irreduzibler} GF{p}[H]-Modul mit CH(U) = CG(U)N
vermige der gegebenen Moduloperation von G auf U anzusehen ist, Zu diesem
Zweck bemerken wir, dafl {13 ein Doppelnebenklassenvertretersystem von (G,W)
in H = GW ist, weshalb der Satz von Mackey {[12],V.16.9a)

(o)™, ¥ (o)1, " - 0 ¥ @Y -+ @er(piny]

mit e = dlmGF(p)
liefert. Daraus schliefen wir

(06 ")y Rag (0", ¥ @ 1,
denn ¥ war ja unter unserer jetzigen Voraussetzung eine p-Gruppe {s.[127,V.
5.16b). Wir haben noch die Feststellung 2zu treffen, daf Radu({(UG)H)N) dber-
haupt ein H-Modul ist: Es war ja ¥ € H. Wegen der verallgemeinerten Frobenius-
reziprozitdat ([12],V.16.7) tritt nun ein irreduzibler H-Modul M genau dann
als Faktormodul von (UG)H auf fiir den irrduziblen G-Modul U, wenn U als Teil-
modul von M vorkommt, Da im Falle H = GW sicher W < OD{H) nach [12],v.5.17,
trivial auf dem irreduziblen H-Modul M operiert, ist MG aber bereits irredu-
zibel und stimt daher notwendig mit U Uberein. Wir sehen so, daf nur der

H-Modul U mit W ¢ CH(U) als irreduzibler Faktormedul von {U H auftreten

)
kann, und wegen Radw(((UG)H}w) £ RadH((UG)H) — man beachte wieder W 9 H -
und der cben gefundenen Isomorphie ist die Vielfachheit von U als Faktormedul
von (UG}H/Radw{((UG)H)N) zwangsldufig 1; insbesondere folgt sogar RadH((UG}H)
= Radw(((UG)H)w). Unsere Zwischenbehauptung ist somit bewiesen. Aus dieser
und den Beziehungen (RadG(AG})H £ RadH((AG)H) (was gleich noch bewiesen wird)
und AHIBH "(A/B)H fir irgendwelche G-Moduln A und B mit B £ A {was wohlbe-
kannt ist) folgt nummehr aus der Konstruktion der H, die Behauptung unter {&).
Wir haben flir diese also nur noch zu verifizieren: Ist H = GW zerfallend mit

p-Normalteiier U, so ist
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(Radg(Agh)™ € Rad, ((a)")

flir jeden G-Modul A. Dazu setzen wir R = RadG(A} und bemerken wegen H = GW

1, H2Rund W € Op{H)

n

mit GAW
(AG}H wii {n@w) (als GF(p)-Vektorraum),
wobei w' €W auf diesem Modul vermdge Verschiebung der Komponente A@w nach
A@{ww'} operiert; m.a.W., als W-Modul ist dies gerade die direkte Summe von
dimGF{p)A Kopien von GF{p){WJ, und entsprechendes gilt natlirlich mit R an-
stelle von A. Nun ist aber Radw(GF(p}[l'!j} 1-codimensional in GF{p)(W], und
die direkte Sunme der dinge (R Moduln Rady(GF(p)LK]) in ] liegt, wie 3hn-
Tich oben schon eingesehen wurde, gewi'ﬁ in RadH((RG)H} < RadH((AG)H) , Wih-
rend der Faktormodul von (RG)H nach dieser direkten Swmme trivial fir ¥ ist
und zu dem G-Modul R@®! G-isomsrph ist; mehr noch, diese direkte Summe wird
durch RE1 in (RG)H komplementiert {als &F(p)-Yektorraum, aber dann auch als
Modul}. Aus dieser Uberlegung leitet man leicht ab, daf mit f = dimGF(p')R
()" ?Radw(GF(p)[N]) £ Rad, ((ag)"/ ?Radw{GF(p)[w:l)} (bis auf Isomorphie)
gilt, wenn man bedenkt, daft der erste Medul ein H-Modul ist, der im G-Radikal
geines zu AG isomorphen Teilmoduls von (AG)H/?Radw(GF(p)[MJ), g = d‘imGF(p)A,
liegt; und obige Inklusion ist jetzt klar.
Wir kommen schiieflich zum Nachweis von {e}, der wieder durch Anwendung
des Mackeyschen Satzes erfolgi. Wir brauchen lediglich in
(((”k-l)xk‘z)Xk_l)Xk_z einen z2u GF(p)[Xk_2] isomorphen X, _,-Teilmodul 2u
finden, wie aus der Festsetzung von 4, hervergeht. Das durch {B) garantierte
w,_1 €Y, _; inein Doppelnebenklassenvertretersystem von (xk_z,xk_z) in X 4 '
einbeziehend erhalten wir aus Mackeys Satz einen direkten Summanden von

X
(g ) 5Thy  der gestalt

-2 k-2 N
k-2,
((wk_lewk_l)xwk_lnx ) ¥
k-2 k-2
dabei ist
Wk-1

Kz Ofg = & ) =

67



wobei die erste Gleichung aus X1 = XM (zerfallend) und die letzte

aus {B) folgt. Unser direkter Summand stellt sich also dhnlich wie oben als
eine direkte Summe von dTmGF(p)Hk—l
ist der Beweis von (2) vollstdndig.

Kopien von GF(p)[Xk_zj heraus. Mithin

{3) Fiir die unter (2} konstruierten Gruppen X (k =1} gilt

X, = XF'(Xk), Xf\F‘(Xk) =1, F'(Xk) = Dp(Xk),

F‘(xk)/é(F‘{Xk)) “—-‘X ?V flir ein eeM:

Die ersten drei dieser Gleichungen folgen sofort aus den Behauptungen (o)
und (v} unter (2}, die letzte ergibt sich aus (&) unter Berﬁcksichtigung der
Tatsache, daf RadH(M) £ ${HM} im semidirekten Produkt einer Gruppe H mit
einem Modul M iliber GF(p) gilt und fiir L # H stets o(L) € &(H) ist.

{4) Ist G eine Gruppe mit p-Normalteiler N derart, dafl erstens G/N ¥ XV
£

(mit den Bezeichnungen aus {2}) gilt, und zweitens eine G-Hauptreihe 1 = N0 £

Ny € ... £ N, mit ﬂNi/Ni_lﬂ ¢ " flr i = 1,...,t existiert, so gibt es einen

Monomorphismus ¢: & ~= X9++1 mit X,,

g :
0 7 80Ky )

Mittels efner trivialen Induktion leitet man aus dem Krasner-Kaloujnine-
schen Einbettungssatz (127, 1.15.8, ab, daf ein Monomorphismus pvon G in das
iterierte reguldre Kranzprodukt

K= (N /8 )% CO/N R D B TN /N, 139, (68 )T...7]
existiert, wobei G¢ in K die "iterierte Basisgruppe” (alsoc das Produkt der
Basisgruppen der einzelﬁen Kranzprodukte) supplementiert. £sreicht daher aus

zu klaren, da K {bis auf Isomorphie} als Untergruppe von X2t+1 auftaucht,
und daf} es dort auflerdem noch Op{Xpg41) Supptementiert; man beachte hier

Gp(X2t+1)n K = Gp{K} sowie Op{K)n ¢ = Op(G#}. Wegen unserer Bedingung
an m ist es leicht zu sehen, daf K in entsprechender Weise in die Gruppe
= g ¢oM m it W=7 x...x?
K zpq.(zpq,...ﬂ.(zpq,(G/N))...} mit o = LpXep X1,
'!z‘;‘m(zgq,...'t.(z’gmxv)...) mit t Faktoren z‘;

eingebettet werden kann. Die Tetztere Gruppe ist aber gerade (bis auf Isomor-
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phie) das iterierte semidirekte Produkt

(xv){ (maGF(p)'[xvj)( % GF(p)C{x¥)4 ? GF(p)TXY1}D... mit: t Faktoren GF(p)C...
und diese Gruppe kOnnen wir in der gewlinschten Weise als Untergruppe von
o141 Finden, wie aus den Bedingungen {o+e) zu ersehen ist: Es ist namlich
Xy £ Xl’ in (H3)Xl kommt @GF[p)[X Jals X -Teilmodyl vor, und damit stellt
sich erst recht auch @GF(p}[XV] als Teilmodul von {NS]XV heraus, da ja
GF(p)[A] £ {GF(p)[B]) fur A £ B stets richtig ist; und e1r19 naheliegende
Induktion fihet schlieflich zu dem gewlinschten Ergebnis, wenn man das Zer-
fallen der Xk iber den '.-lk in die Uberlegung miteinbezieht.

Wir fassen nun das fGr unsere weiteren Uber) egungen wesentliche der Zwi-
schenergebnisse (2-4) Zusammen:

(5) Ist G eine Gruppe mit p-Normalteiler N derart, dafl G/N = XV mit einer
Gruppe X und einem GF({p)[XJ-Modul ¥ mit den Eigenschaften

= Vl({r)... Er)\.*n mit irreduziblen ¥, und n?=1 CX(\.‘].] =

ist, 50 liegt G in g€, RO{Xv}.

Nun sind wir in der Lage zu zeigen:

(6) EF (p) S Qoe pF# mit 7 = QR oFp fir 7 = (TR oF VYRV FP:

Sei HGEpfﬂ(p) und K = H o(p . Aufgrund der Definition von fo(p) jst dann
H/K bis auf Isomorphie Faktorgruppe X/Y einer Gruppe X mit Normalteilern Yl'

-»¥, derart, dafd n?=1 Y, = 1 und X/Yi =z Gi/CG_(Hix‘Ki} fir geeignete

j
-Hauptfaktoren H;/K; von G; gilt. (1}

p
liefert uns irreduzible X-Heduln Vi mit cx(ui} =¥, und {X/Yi}VieF#. Bilden

Gruppen G*i €F und geeignete X

wir nun das direkte Produkt
= HAX mit vereinigter Faktorgruppe H/K ¥ X/Y
und anschliefend das semidirekte Produkt
G =GV
mit der gegebenen Operation der Faktorgruppe X ¥ G ;‘GD auf V mit Gy < £ C (V)
fGr ¥ = V o .. 9\-‘ » 50 ist wegen K = Hfo(p}EE (5) auf G anwendbar‘ und
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.zeigt
G Ecweq’ R 03,

also wetter
HEQL} S Qo,e, R BV € 0o, REGX/YIV, |1 = 1,.u.un}

& = - i,
0,4 ROFz U2 Fh = 09,2, QRoFps val. (1.
p p p
Aus {1} und (6) erhaiten wir

(7) Ef,(p) € Qo e, QRS XQ[QROF]NE): |

Nach (1) gilt-ja Fy= (LR FIVR UL € ([Q_ROF]/VE)Uﬁng(F/VE) <
S, Q([QP‘]F]NP); man beachte die Definitionen von v§ und G/¥§.

(8) Qog, QRS XQ(EQRDF]/VE) € Eptolp):

Sei G irgendeine Gruppe aus QROFL Danpn haben wir GZE
= 0,{G mod GyE) ., wie man an 2.7¢ abliest. Ferner gilt nach 2.7b Cg’xp(ﬁ) =
GZE, wobei nach Definition von fo(p) nattirlich G/CE’xp(G)Gih(p) ist. Insge-
samt ergibt sich 6/6 EEE folp). Dies zeigt

- LGR F]/Vx Epfolp)-

Da Epfo(p) eine aus trivialen Griinden e,

- und 62 -abgeschlossene Forma-
p X

tion ist, folgt hieraus die Behauptung.

Die Aussage unter (a) erhdlt man durch Kembination von (7) und (8).

{b) Wir vermerken zuerst, daf Q{LFx(fo)fvx) Rc-abgeschlossen und somit
eine Formation ist: Es st namlich, da QRO einen Absch]uﬁoperator bildet,

@ X

RDQ(LFX(fol/Vx) QRO(LFX(fD)/Vx), und wir haben RD{LF (f }XV S LFy (f )/Vx
wegen RO(LFX(fO)] = LFx{fa) und ny = Vx, wie man sich unter Yerwendung
des direkten Produkts zwefer Gruppen mit vereinigter Faktorgruppe mittels
eines Standardargumentes leicht klar macht. Da Uberdies LF (f )= QRO(LFX(fD))
-+ und 6p -abgeschlos-

&
sen fir alle pEyx(X) ist, zeigt eine dhnliche Argumentation, daf} sich diese

wegen des bereits bewiesenen Teils von 3.8 sicherlich e

Absch]uﬂeigenschaften auf Q(LF (f )/V ) Ubertragen. Eine der beiden nachzu-
weisenden Inklusionen folgt daher sofort aus [QRjF1/Yy € LFy{fo)/ Yy, wozu QR F
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€ LF (f,) genligt. Unm diese letzte Inklusion zu zeigen, reicht der Nachweis
von QFn M€ LFx(fO) aus, da letztere Klasse eine Formation ist. Die Beziehung
FaM < LFx(fO) Jedoch ist eine triviale Konsequenz der Definitjonen von fo-
und LF (f ). Es folgt also:

QR,E QR Eq, Q(CQRFI?Y,) € QLFy(fy )/Vx)-

Umgekehrt 1st wegen ¥, = npex(x) yP offensichtlich

QULF(F) 1Y) QR ey (x) ELFx(fowféjJ,

womit nur
Fy(fy )xvp= R E¢ QR E Q{[QROF];‘VX) fir alle pex(X)
zu zeigen bleibt. Nun ist aber nach 3.1 LF,(f ) € VEEpf‘D(p}, und trivialer-
weise haben wir {YPE f (p));v" = I:‘pf0 p}. Folglich missen wir lediglich noch
Epr(P) QR E¢ QR Q{[QRDFJ/VX)
verifizieren, aber das fcﬂgt aus (a) in Verbindung mit Vx € VE (was HKYE €
HiY, fir 4 = QR F zur Folge hat)
(c) Bereits beim Beweis von (b} haben wir die GUltigkeit von F & LFy (f }
dargetan und folgern daraus jetzt fur die Formation
= (QRE, R, (E, ORy)F
mittels des schon bewiesenen Teils von 3.8
(ngcwegx)ﬂ S LR, (f,)-
Umgekehrt sei GCLF (f Yund C = Gy s B = F(C)n(}x(c) sowie A = ®(B). Zum
Nachweis von GE(E xc EQX)H geniigt es se'lbstverstand'hch unter der Annahme
= 1 die Beziehung GEGWE':DXH Zu verifizieren.
Nach {b) gilt jedenfalls G/CE€H, d.h., 6 ¢ C, aber dann folgt sogar off ¢
B: Es ist ndmlich erstens jeder Hauptfaktor von G zwischen GHB und B eine
abelsche X-Gruppe, denn zu einem so gelegenen Hauptfaktor H/K mit Charakte-
ristik E€X' existierte eine monolithische Faktorgruppe G/M von G mit K € M

und 5{G/M} = HM/M, wobei aus GE LFX(fo) nach Definition von fo bereits G/M

fo(E) < QROFQ H und somit G' € M folgte, und weiter ist jeder X-Hauptfaktor
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van G unterhaib C nmach 2.7e frattinisch flir C; und zweitens sehen wir jetzt
6'B@E, und also 6B £ 04(C) € Z,(C) € F(C) (da C&Yy), d.h., 68 = 8 ein.

Rus A = 1 folgern wir, dafl B elementarabelsch (nicht notwendig von Prim-
zahipotenzordnung) ist, und 2.7b zeigt weiter, dafl B £ Z{C) gilt. Tatsich-
lich ist sogar B € Z{C}): Fur jedes pen(B) induziert C ja eine p-Gruppe von
Automorphismen auf GD(B), aber CC-.VE: ist nach 2.7d chne p-Faktorgruppe un-
gleich 1 (man wende hier fir C.XCC(B)GEp etwa 1.2b an!).

Durch Anwendung von [12],¥1.7.22, auf die nichttrivialen Sylowgruppen
yon B konstruieren wir jetzi eine nilpotente Gruppe D, auf der G durch Auto-
morphismen operiert, mit folgenden Eigenschaften:

D/2(D) ‘EG B&( ®P€1T(B
Sei H = GD das semidirekte Produkt. Wegen [C,D] = 1 und BEE, NN erfullt

1Py, o(D) %. B, und C.(D) = C.(8) ® C.
) ‘6 G G &

dieses Hy = Gy = C, und aus GGLFx(f ) folgt mit BEEX und nach Konstruk-
X X °
tion von D offenbar H/CELF,(f )/¥, € H: Man beachte (6/C4(15))18 ¥ 2 €

LF}',\.{fO) fir alle pEn(B) © x{X) und wende nochmals (b} an. Da auch H;'ED =
G/BEH gilt, erhalten wir HH £ BDAC = B(DMC) = B. Weiter finden wir in

B#(D) = Bx¢{D) wegen B %‘H o{D} eine H-invariante sog. Diagonaluntergruppe

M ?H B. Aufgrund von MaD = 1 ist DM/M T [, und wir erkennen, ¢{D)M/M € &{DM/M)
beachtend, daf H/MEEEX{H{BM(D)} € ngH ist. Schlieflich ergibt sich unsere
Behauptung GEowgng aus HM/M = (GM/M) (DM/M) mit GM/M T G/GaM = G/1 und

DM/M £ F(H/M) .

3.10 KORODLLAR. (a) Der vom Q, Ro wnd E¢J erseugte Abschlufoperator wivd durch
X
£4
{Q.R E, } = (E2 o ES J(aR ES QR )(E} QR ) = {E, OR)
odbx} dbxwtbx otbxo ¢x0 d)xo
beschrieben.
2
(6) Ly (£) = (QRE)F . {QRoug = (QRoEq)?.
() LR(F)) = QREQRF fir F= 8 = B {QR,Eph = QREQR, in S,
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Beweis. (a) folgt sofort aus 3.%c und
[Q,RO,E¢X}FE {Q,RO,Eq,x]LFx(fo) (nach 3.9c)
= LFx(fO) (nach dem bewiesenen Teil von 3.8)
<€ {Q,RO,E¢§}F {wiederum nach 3.9¢).
(b} Genaues Lesen des Beweises von 3.9, insbesondere der Beweisteile {146)
von (a), zeigt wegen
YE = Ep. {vgl. unsere Anmerkungen nach 2.7},
dafd wir unter der gegenwdrtigen Voraussetzung mit F; anstelle von Fg in jenem
Beweis auskommen, und daf infolgedessen in 3.9a,b dann'[QRoF] durch F ersetzt
werden darf, Dies gestattet Ersetzen des Terms (EéORO) durch (E&Q).

Weiter ergibt Anwendung von 3.9b jetzt, da ¥, nach 2.7e die-aus den Grup-

X
o]

pen der Ordnung 1 bestehende Gruppenklasse ist,
- ¢ AT = 2

LFxo(fo} = QROE¢QR0E¢QF = (QR0E¢) (QF).
Dafd {QF) hier sogar durch F ersetzt werden darf sieht man durch eine einfache
Anwendung des verschdrften Jordan-H¥lder-Satzes I.1.4b ein; die Operatoren Eg
und Eé durften wegen 3.8 hier durch E¢ ersetzt werden — man bemerke dazu
E¢x = By

Bc) erhdlt man aus dem Beweis von (b} wegen E%F =F filr 5 .03

Unser Beweis des Gaschiitz-Lubeseder-Baer-Satzes 3.9 ist jetzt vollstdndig.
Bevor wir uns einige Spezialfdlle ansehen weisen wir darauf hin, dafl etwa
3.10 auch mit einem zu einer anders definierten X-Frattinigruppe definierten
Sdttigungsoperator richtig bleibt, solange diese im wesentlichen die zu Be-
ginn von Abschnitt 2 aufgestellten Forderungen erfGllt: An. 3.8 liest man ja
u.a. auch die Bquivalenz der verschiedenen $Ettigungsbegriffe ab.

Fir X = B sagt 3.8 selbstverstdndlich nichts aus, da dann jede Formation
X-Tokal erkldrbar ist. Fiir X =TP erhalten wir einen Satz von Baer {vgl. (1]},

der den Gaschlitz-Lubeseder-Satz fllr ¥ = § als Spezialfall umfafit:
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3.11 KORCLLAR {Baer). Fiir eine Formation F sind gleichwertig:
{i) F igt aufldsbar lokal erkldrbar {d.h.,P-lokal erklirbar}.
(i1} F ist aufifsbar gesdttigt (d.h., G/¢(N)E€F fir SaNl ? ¢ impliziert G €F).

(ii%) F ist nilpotent gesdttigt (d.h., G/H{N)€F fiir N3N € G impliziert GEF).

13

Fiir X XO erhaltten wir die Schmidsche Version {aus [153} des urspriingli-

chen Gaschiitz-Lubeseder-Satzes:

3.12 KOROLLAR (Gaschiitz,lubeseder,Schmid). Fir eine Formation F sind gleich-
wertig:
(2} F ist lokal erkldrbar.

(i1} F ist gesdttigt.

Matlriich kdnnen wir hier ebenfalls eine dritte Zquivalente Bedingung hin-
zufiigen, die der Baerschen Bedingung 3.114ii entspricht; jedoch knnen wir
dabei, solange unsere Vermutung aus Abschnitt 2 nicht gekl3rt ist, nicht ein-
fach N bzw. F(G} durch N' bzw. F'{(G)} ersetzen.

Abschlieflend wollen wir noch als Beispiel die von der Schunckklasse N der
veraligemeinert nilpotenten Gruppen erzeugte gesdttigte Formation kurz be-
sprechen. Iu diesem Zweck halten wir fest, dafi sich das folgende, fir V =S

wohlbekannte Lemma wie in [7] leicht beweisen 13Bt:

3.13 LEMMA, Sei F = LFx(f} und C einer der Abschlupoperatoren S, S, N .

(a} CF{X} = F{X) fiir alle XE€x{X)VW X' impliziert CF = F.

(b} Ist T inkilusiv wnd voll, so gilt in (a} auch die Umkehrung.



3.14 BEISPIEL. Fiir alle p&lP setzen wir
f{p} = DI
und bilden

Nt o= LFy, {f).
XO

xo}p

Dann ist N' die kleinste gesittigte Formation F *N' (oder auch F 2 X )
und N' ist eine nicht S-abgeschlossene Fittingklasse.

Filr alle GEE gilt offenbar F'(G) % G -
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