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REFLEXIVIDAD Y AUTODUALIDAD EN ESPACIOS VALUADOS

José& M. Bayod y J. Martinez Maurica

En anteriores trabajos, [5], [1] , los autores han estudiado espacios

normados no arquimediancs sobre cuerpos dotados de la valuacién trivial

{también conocidos con el nombre de espacios valuades), cbteniendc carac-

terizacicnes de 1la reflexividad y la autodualidad para los V-espacios,
es decir, espacics del tipo anterior gue son completos y ademis tienen

los valores de la norma contenidos en algin conjunto de la forma
(o w " ne zZ) ' r>1.,

En este articulo, haciende uso de las bases ortogonales estudiadas
por los autores en [2] y [3] se obtienen nuevas caracterizaciones de la
reflexividad y la autcdualidad en espacios valuados cualesquiera, que se
recogen en los teoremas 4 y 8.

En lo que sigue, E serd un espacioc valuade, es decir, un espacio nor-
mado no arquimediano sobre un cuerpo K conmutativo dotado de la valuacidn
trivial. Un subconjunto X de E se dice gque es ortogonal cuando para cual-

quier combinacién lineal de elementos suyos con coeficientes no nulos,
||a1x1+ +anxn|| = max { ||xl|i s wee g Hxnu H

y se dice gue X es base ortogonal (o distinguida) de E ai es ortogonal

¥ la envoltura lineal cerrada de X es E. Diremos que E es de tipo contable
cuando contiene algin subespacio denso de dimensidn contable. Indicaremos

con {IE|| el conjunte {||x]l: x € E, x £ 0},

DEFINICION 1.- Una base ortogonal de E se dice lqcalmente finita

cuando para cada par de numercs reales r , s , el conjunto

x[r.sl = {xe X : |Ix|| € [r,s] }
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es finito. Y se dice que X es puntualmente finita cuando para cada nGmero

real positivo r, el conjunte X_ = X es finito.
r [r.r]

Conviene notar que en las referencias [5] y [6] se reserva el nombre

de "localmente finita" para le que aqui llamamos "puntualmente finita".

TEOREMA 2.~ Cualquier espacio valuade reflexivo tiene base ortogonal,

y todas sus bases ortogonales son localmente finitas,

Demostracién.~ Sea E un espacioc valuado, y X un subcenjunto suyo orto
genal maximal; supdngase que la envoltura lineal cerrada de X, 0, es dis-
tinta de E. Por el Teocrema de Ingleton, el anulader D*:{x'e Ef:x'{D}= 0O}
es no nulo, y D*L# E' = E, Pero D' es esféricamente completo por ser iso-
métrico al dual de E'/D*, y por tante hay un elemento en E ortogecnal a

tode D*L, en contra de la maximalidad de X.

Supdngase ahora que X es una base ortogonal de E y que r,s €(0,+=).
Llamando 0 a la envoltura lineal cerrada de X{r s]’ es fdecil ver que D
es complementado y por tanto reflexive [(Cf. [7], pg. 122). Ahora bien,
por ser D ademds discreto y acotado, debe ser de dimensidn finita (Cf.
' . 76), '

18], pg ). Por tanto X[r,s] es finito

COROLARIO 3.- 5i E es reflexivo,

{a} E es de tipo contable.
{b) ||E]| carece de puntos de acumulacién no nulos.
(c} E y E' tienen base ortogonal.

Demostracién: {a) y {b) se siguen del Teorema 2. Y{¢) es consecuencia

de {(b), gracias a las caracterizaciones cbtenidas en (3] scbre existencia

de bases en duales.

La reflexividad en espacios normados no arquimediancs presenta un
comportamiento muy distinto segin le wvaluacidn del cuerpe base. As{ como
los f{nicos espacios reflexives scbre cuerpos esféricamente completos y
no triviales son los de dimensidn finita, y para cada cuerpoe no esférica-
mente completo existen sobre €1 espacios reflexivos de dimensidén mayor
que cualquier cardinal no medible previamente fijado, la situacidn en cuer
pos ¢on valuacién trivial es en cierta forma intermedia, como ha quedado
probado en el Cerolaric 3(a) (es facil dar ejemplos de V-espacios reflexi-

vos de dimensidn infinita).
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TEQOREMA 4.- Las siguientes propiedades son equivalentes:
{i} E es reflexivo
{ii} E es completo y tiene base ortogonal localmente finita.

{iii} E es linealmente isométrico a un espacio de la forma
N {N,8) = {(xn)C K: lim Ixn] 8 = O}

dotado de la norma [i(xn}il = sup Ixn[sn, donde 8 = (Bn) es una sucesién

de nimeros reales positives sin limites de oscilacifn en (G, +=).

Demostracidn: Del Corolaric 3 se sigue que (i)} implica (ii) y (ii}
implica {iii). En cuanto a 1a demostracidn de que (iii} implica (i), puede

verse en [4) que bajo las condiciones impuestas & la sucesidn s,co(N,s)’=

= £Q(N,5”1), ¥ tm(N,sdl)‘ = ¢4 {N,s}.

En la referencia [4] aparecen también enunciadas la equivalencia en-
tre {i) y (iii} y la propiedad (a) del Corolario 3, asf{ comc otras propie-

dades de la reflexividad no relacionadas ¢on las bases cortogonales.

La sipuiente definicidn estd tomada de [L]:

DEFINICION S5.- Se dice que E es autodual cuando existe una isometria

lineal suprayactiva h: E— E' que cumple

donde j: E—a E" es la aplicacién canbnica, y h' es la aplicecidén conjuga

da de h.

Es evidente que cualquier espacio autodual es reflexivo.

LEMA 6.~ Si X es base ortogonal de E, la coleccidén X' C E' definida
por X' = [x' : x € X} , donde

x'(y)} =0 si x#&y; x"{x} =1,

€8 ortogonal.
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bDemostracidn: Como para cada f € E* no nula,

Helf = sup ?TiTT 1 x € X, f(x} £03,

. 1

&5 obvio dado X ' t * =
que x € X, ®' es acotado y |{x*|] TT=IT
Ademés, i R . -
emas, si xl, xn £ X, ¥ 01’ . un e K (G},
1

t ] = + ] ¥ —

||ulx1+...+anxn|| sup {TT;TT’ X €X, clxl(x)+...+unxn(x) £ 0} =

1 . . !
supf TT;:TT toi=l,...,n} = max iixlll,...,!ixnll}
LEMA 7.~ 81 X es base ortogenal de E e Y CE es un conjunto ortogonal

cuyos elementos tienen norma constantemente igual a t, card{Y) £ card(xt}.

Demostracién: Basta tener en cuenta gue en el espacio vectorial co-

ciente
E={=xekE: [Ixl] £t/ txe€: ||x|] < &1,

la coleccidn de clases Y es libre, y la coleccion X_ es una base; ¥ que

) t
a vectores ortogonales de norma t corresponden clases distintas.

TEOREMA 8.- Las sipguientes propiedades son equivalentes:

{i) E es autedual

(i1} [|E]| es discreto como espacic topolégico, y E es completo y tiene
unz base ortogonal X puntualmente finita de mode que para todo :
t>1, '

card(xt) = card(xllt).

Demecstracidn: Si E es autodual, por el Teorema 4, (lE|] es discreto
¥y hay en E una base ortogonal localmente finita, X. Entonces h{X) es base
ortogonal de E', y basta con demostrar gque si t » 0O, card h(Xt)=card h(let)

< .
¥y para ello que card(xt) < card h (xl/t)
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Ahora bien, cada x € Xt induce una forma lineal continua x' € E' como

se explica en el Lema 6, y xe es coordinable con xt y es una coleccidn
ortogonal de vectores de norma 1/%t, luego por el Lema 7,

card(xt) i card h(xllt)'

Reciprocamente, supdngase que E cumple todas las propiedades de la

parte (ii}. Para cada t > 1, sea gt:x—':- X una biyeccidn, y definase

i/t
g:X — X% mediante: para cada x € X,

glx) = x si lx{]'=1,
glx) = g (x) si |Ixl] =¢>1,
g(x) = €70 (x) si Jlxl] = 1/t < 1.

{Observar que g2 es la identidad sobre X.) Para cada x £ X sea h(x):

E— K dado por:
h{x) (¥} = 0 si gi{x) £ y; hix){y) = 1 si gi{x) = y.

Prolénguese h por linealidad y continuidad a todo E, miE——=E', Esta h

cumple las condiciones de la Befinicidn 5.

En efecto, es inmediato que se trata de una isometria lineal. Ademés,

st x,y € X,
{n'o 3) (x3(y) = R{yHx)

vale O si gly) # x, v 1 si gly) = x. ¥ hix}{y) vale 0 si gix}¢y, y 1 si
g{x) = yi por ser g2 la identidad, se sigue que ' o j = h.

En cuanto a la suprayectividad, como h{E} es completo, es cerrade
en E', luego si h(E) # B', existe algin z" € E¥ no nule y tal que z"(h{E})=
=0, ahora bien, por el Teorema 4 E es reflexivo, luego z" = jlz} para un
2z ¢ E no nulo, lo que es absurdo, pues para todo x de X,

0 = j{z) {h(x}) = hix){z) = hi{z){x),

luego h(z) = O, imposible por ser h isometria.
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Una represantacién an&loga a la expuesta en la pas .- {iii} del Teore-

ma 4 se tiene también para espacios autoduales, con modificaciones obvias.

Varias de las propiedades vistas en [ 1] solamente para V-espacios
autoduales pueden ahora gdemostrarse para espacios valuados cualesguiera.
Por ejemple, las demostraciones para V-espacios de las sigulentes propieda
des se trasladan al casc general (para notaciones y demostraciones, ver

f1}, Tecrema & y su Corolaric, y Teorema 10}:

CORCLARIC 9.- Si E es autodual,

(a) E es un {K)}-espacio

{b) S1 L es un subespacio lineal de E, L es {K}-espacio 8i y sélo sl e
es ortogonal nérmico a L.

{c} Si E contiene algin vector no nule de norma distinta de la unidad,

contiene necegariamente algin subespacio cerrado que no es ortocomplementa
do.
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