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ABSTRAC: In the first chapter we study the Banach algebra of functions
defined on a compact metric space with values in a Banach algebra and we
characterize its spectrum. The main result is: Let {K,d} be a compact metric
space, A a commutative unitary C*-algebra. If DX and f:D > A is a bounded
Tipschitzian function on D, then there exists a Lipschitz extension of f to
all K.

The second chapter is the studv of the algebra D{m} of M class
functions on a compact subset K of R" whose partial m-derivatives verify
a Lipschitz condition, It is shown that spectral synthesis is verified in
D{m) for closed ideals. For this we offer first a characterization of the
minimal closed ideal of a point and we also study the primary ideals of

B(m) and their relations with the derivations of order m on DB{m).



INTRODUCCTON
' La memoria qﬁe aqui se presenta trata de algunos problemas en &lge-
bras de funciones que cumplen una condicifn de Lipschitz,

Estd dividida en dos capitulos y cada uno de ellos trata de proble-
mas distintos.

En el capitulo primero se estudia un problema de extensién de fun-
ciones, conservando una condicifn de Lipschitz, para funciones a valores
en und C*-3lgebra.

En el capitulo segundc se hace una descripcidn completa del &lgebra
de funciones de clase " sobre un compactoe K de R" tales que sus derivadas
m-simas cumplan una condicidn de Lipschitz, Se caracteriza el ideal de nuli-
dades en un punto de K, se estudian los ideales primarios, las derivaciones
de orden.m.+ 1 y su relacidn con los ideales primarios asociados a un ideal
cerrade y finzlmente se demuestra un teorema de sintesis espectral y se apli-
ca @ caracterizar el ideal de nulidades de un cerrado de K.

Cada uno de Tos capftulos va precédido de una in;roducciéﬁ qgue plan-
tea con precisitn el problema que en &1 se trata, sus antecedentes y los
resultados que se obtienen. Los capitulos estdn divididos en secciones, to-
das ellas empiezan con un breve comentaric sobre los resultados de 1a misma;
asi pues para mds detalles, véanse_esos comentarios e introducciones.

581c me queda agradecer al Prof. Dr. Julid Cufi, Director de este
trabaje, la ayuda y apoyo prestado en todo momento para poder realizar esta
memoria. Ademds sus observaciones a la primera redaccién han permitido mejo-
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con otros, debo mi interés por algunos problamas del andlisis y haber podide

trabajar en ellos.
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[.0.- INTRODUCCION

Parece ser que, aprﬁximadamente en 1923, S. Banach descubrid que
una funcién real definida en conjunto de nilmeros reales, que sea acotada
y verifique una condicidn de Lipschitz en ese conjunto, se puede extender
a todos los nimeros realaes, manteniendo la cota y verificando Ta misma con-
dicién de Lipschitz. Nunca he encontrado la referencia exacta de este resul-
tado que se suele Tlamar Teorems de extension de Banéch para funciones de
Lipschitz, peroc s{ son conocidos resultados posteriores en esa misma 1inea.

NormazImente, cada resultade posterior utiliza en la demostracion
los mismps procedimientos que Banach para construir la extensidn o se apoya
en el resultade de Banach para cbtener resultados gue se pueden aplicar en
condiciones mas generales.

En principic hay dos posibilidades de generalizar el resultado. La

primera consiste en ampliar el espacio en que estd definida la funcidn. Esta
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zaba propiedades esenciales de los nimeros reales y era aplicable a todo
espacio métrico.

La segunda es generalizar el espacio en el que la funcidn tome valo-
res. Es inmediato hacerlo en el caso en que la funcién toma valores en un
espacio vectorial finito sobre R 4 C. E1 probiema es estudiar el caso en que
Ta funcién tome valores en un espacic de Banach en general, o por 1o menos
en algunos c¢asoes particulares.

Yoy a intentar hacer una breve relacidn cronolégica de los resultados

en este campo. Los trabajos que creo mds representatives son los siguientes:

1934, McShane {1)

Teorema 1: Sea f una funcidn real definida en un subconjunto E de un espacio

métrico (S,d), que satisface la condicién de Lipschitz:



if{xl) - f(x2}1 f_Md(xl,xz)

sobre E. Entonces f se puede extender a todo S conservando la misma condi-

cidn de Lipschitz.

Teorema 2: Sea f una funcidn real definida en un subconjunto £ de un espacio
métrico {$,d), tal que f admita un mddulo de continuidad w cdncavo para

t » D y que se acerca a cerp con t, entonces f se puede extender a todo §
conservando a w como médu1o de continuidad. {Recardamos que un médulo de
continuidad para una funcién f es una funcidn w:{-t,t) + R definida en un

entorno de cero de R tal que:
IF{x) - fly)l <wldix,y)) para dix,y)} < t)

Obsérvese que es una mera extensidn del resultado de Banach a un
espacio métrico cualquiera. Sin embargo se obtienen consecuencias como:
Una funcign continua en un conjunto cerrado de R" extiende 2 una funcién
continua en R". Este resultado para las funcicones continuas ya habia sido
obtenido por Whitney unes meses antes y con métodos semejantes. Para mas

detalles véase Whitney {1).

1943, Valentine (1)

Teorema 4: Sea 5 un subconjunto de R2 y sea f: S +—R2 una funcidn que verifi-

ca
70D - F ] < Kix - vl

cuando x e y son de S.

$1 T es un subconjunto de R2 gue contiene a S, f se puede extender
a T preservandose la condicidn de Lipschitz. La extensifn se puede hacer
de forma ta) gque el conjunto imagen de la funcidn extendida estd contenido
en un conjunto convexo fijado previamente, con la condicifin de que cantenga

a la imagen de .



Este es el primer intento, y el Gnico que yo conozca, en el que

se intenta decir algo sobre la extensién o sobre su imagen.

1955, Czipszer y Geher (1}

Teorema 1: Sea X un espacio métrico y 5 un subconjunto de X. Sea f una fun-
¢cion real definida en S gue satisface la condicidn de Lipschitz:
f{x} - fly}] < Kd{x,y)

para todo x,y de S, Entonces existe una funcidn F:X + R que coincide con
f sobre S y que verifica 1a misma condicifn de Lipschitz sobre todo X,
Teorema 2: Sea X un espacio métrico y S un subconjunto de X. 53 f:5 -+ R veri-
fica para cada x de S la condicidn:

[F{x} ~ fly)| < Kd{x,y) para d(x,y) < &
con K >0, y, §> 0, dependiendo K y & del punto x. Entonces existe una
funcidn F:X » R que coincide con f sobre S y que verifica esa misma condi-
cidn para todo x de X.

1966, Schonbeck (1)

Teorema 1: Sean E y F espacios de Banach reales o complejos. Si para todo
subconjunto D de £ y toda contraccidon T:D » F, existe una centraccidn

T':E - F que es una extensidon de T, entonces E y F son espacios de Hilbert.
Corclario: No existe ningiin espacio de Banach complejo F tal que para todo
espacio de Banach complejo E, dada una parte D de E y una contraccidn

T:0 + F, entonces T extienda a una contraccion T:E = F,

Los resultados de Schinbeck son los primeros en los que aparece un
intento de extender funciones a valores en un espacio de dimension no finita
y respetando una condicidn de Lipschitz, aunque sdlo estudia los casas de con-
tracciones. Un andlisis de sus resultados nos 1leva a que no es posible resol-
ver el problema completamente ya que hay que hacer restricciones sobre los

espacios en los que estd definida y toma valores la funcién.
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1970, Minty {13

Jeorema: Sea H un espacio de Hilbert, M un espacio métrico, D una parte de
M. Sea f:D » H tal que:

J£x) - Fly)] < {dlx,yN* 0 <q<l
Entonces existe una extensidn de f a todo M conservindose esa condicidn si
y s6lo si se cumple una de las dos condiciones siguientes:
to- o< 1/2 ' -
2.- M es un espacio vectorial dotado de un producto escalar con distancia
dada por kM %|x-yl|, en donde k > 0.

Ademds la extensidn se puede hacer en forma tal que la imagen de la
extensidn estd en el cierre convexo de la imagen de f.

Minty hace observar expresamente la falta de resultados acerca del
problema de extender funciones Tipschitzianas a valores en espacios de dimen-
sion infinita.

1874, Flett {1)
Teorema: Sean E y F espacios normados reales y sea D un subconjunto de E que
sea acotado, cerrado y convexo, con diametro p y que contenga una bolsa cerra-
da con didmetro § > O y centro X+ Sea f:0 » F una funcidn que verifica la
condicidén de Lipschitz:

IF(x) -y} < Klkeyll  en D.
En esas condicicnes, f se extiende a una funcidn g:E » F que verifica en todo
E la condicidn:

lNe{x} - aly}l] < (Kp/8) |Ix-¥|)

E1 resultadc y los métedos de Flett son distintos de los de los ante-
riores. En realtidad estudia las condiciones que ha de cumplir el subcenjunto
D de E para que una funcién lipschitziana f de D en F se extienda a una fun-
cidn g:t + F conservando la condicidn de Lipschitz. Reduce el problema a to-

mar exclusivamente subconjunto D de £ tales que exista unz aplicacidn




lipschitziana h:E + D tal que sea la identidad sobre D y que h2= h. £s decir,
Flett no aborda el problema de Tz extensién sino‘gl de buscar buenos subcon-
juntos para poder hacerla

Hay otros resultados sobre el problema que se pueden encontrar en
las referencias que se dan en los articules citados.

Dentro de estos resultados se plantez el siguiente problema:iEn que
condiciones es valido el teorema de extensidn para funciones a valores en
un &1gebra de Banach?, En esta situacidn, las funciones definidas en un es-
pacio métrice {X,d} a valores en un dlgebra de Banach A, forman una nueva
dlgebra de Banach. Denominaremos Lip{%,A) al &lgebra de Banach de las funcio-
nes definidas en el espacio métrico (X,d) a valores en el dlgebra de Banach
Ay que cumplan una condicibn de Lipschitz en X. Al estudiar la estructura
multiplicativa de ese dlgebra cbienemos resultados en el siguiente sentido.

En primer lugar, la representacién de Guelfand permite tratar a los
clementos de Lin{X,A) como funciones continuas en el espectro maximal y valo-
radas en los nimeros complejos. .

En sequndo Tugar, los resultados de Sherbert {2} permiten interpre-
tar a Yos elementos de Lip{X,A) como funciones de Lipschitz definidas en el
espectro maximal, dotade de una distancia conveniente, y a valores en los
nﬁmeros complejos.

Con estos precedeﬁtes y los resultados sobre extensidn de funcicnes
a valores en 105 ndmeros complejos probamos l¢ siguiente: Sea A una C*-dlge-
bra conmutativa y unitaria y sea {¥,d} un espacio métrico compacto con dislancia
d. Sea D un subconjunto de ¥ y f:D - A una funcifn acotada que varifique la
condicién de Lipschitz

| 1£06) - £ < Ad(x,y)
para toda pareja x,y de D. En esas condiciones existe una funcidn F del dlge-

bra Lip{X,A) tal que restringids a D coincide con f.
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E1 método utilizado es distinto de los anteriores, pues comc ya se
ha diche, nos basamos en 13 estructu}a multiplicativa de Lip{K,A}. En primer
lugar, describimos las propiedades esenciales de ese éfgebra de Banach y
caracterizamos y estudiamos su espectre maximal y la regularidad del d1gebra.
En sequndo lugar, interpretamos, mediante las representaciones de Guelfand
y Sherbert, sus elementos como funciones a valores compiejos que son lips-
chitzianas y en el caso de que A tenga suficientes propiedades construimos
ta extensidn.

En todo momente que haga falta, y sin citar expresamente su proceden-
cia, utilizaremos los resultados de Sherbert (1} y (2) scbre el dlgebra
Lip(X,C}, en particular que es reqular,

t

I.1.- El 3lgebra Lip (X.A).

1.1.0.- En este apartado damos las definiciones previas a todo el problema,
construimos el dlgebra de funciones con 1a que vamos a tratsr y deducimos
tas primeras propiedades de este dlgebra. Algunos de esos resultados se usa-
rin posteriormente, otros son generalizacidn de resultados ya conocidos en

el caso de funciones de Lipschitz a valores en 1os niimeros compliejos.

I1.1.1.- Definiciones
Sea A un 3lgebra de Banach conmutativa y con unidad, {X,d} un espacio
métrico con distancia d. Consideramos las funciones f:X » A, acotadas, tales

que para cada una de ellas existe un nimere real x>0 tal que:

1.1.2.- IF(x) - Fly}l < xd{x,y)

para toda pareja x, y de puntos de X.

13
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Para una de esas funciones f 1lamamos:

|¥fl'10 = sup {if{x}f:x e X}

l|f|h = sup {ufiE%Ti—§§3111;x,y e X, x ¥y}

e = ety = fily

1.1.3.- Proposicign

Sea Lip{X,A} el conjunto de tales funciones. Lip{X,A} con la suma y
el producto naturales y la norma | || es un d)gebra de Banach conmutativa
y con unidad. Lip(X,A} tiene involucidn si A Ta tiene.

La norma }jf|| =lff|k +{Iflly es equivalente a tomar 5upﬂlf|k. el
con lo que se puede tomar una u otra. Sherbert en {2) toma la segqunda y en
a2lgunos trabajos posteriores de sus discipulos también, aunque la usual es

Ta primera.

- Pasamos & describir algunas propiedades elementales de este &lgebra.
A partir de ahora supondremos siempre que A es un dlgebra de Banach conmu-

tativa con unidad e involucidn.

I.1.4.- Proposicidn
Lip{X,A) es cerrada por truncacidn: Dada f € Lip{X,A} y un ndmero

real x>0, la funcidn definida por o

f(x) , si JIf{x}f<a
(1,9)(x) =

IA: X~ st 0] > »

a la que llamaremos truncacién de f por A, es una funcidn del dlgebra y ve-

rifica que:

T, fll, < » 0T, f i < 2 Fll
14



Demos tracion
Por comodidad, Tlamaremos g a la funcidn T,f. Desde luego jlgfi <.

Veamos que g € Lip{X,A}.

Sean: U= {xeX;||fix)]] <

¥

(e X3 [E0l < 2

Si x,y € U, se tiene:

lalx) - glydll = fIf(x) - F{yil<liflly d0x,y}

Six,y e V2
lotx) - () = IfFady - MR-
- metyn MR 00 - s <

i“f(;fﬁlllf(x} - fydjl + IH%%)YH - UIEOO ) |=

= [T [ = i+ e - teeon |

< 2 f{x) - FND < Aty dix.y)

Sixel, yse¥:

llgtx) - st = IFtx) - FE 11«

AP0 - U+ ey - 2 e =

=M - SN+ - UFH <
< 2i[Fx} - flydii < 21l alxoy)

como queriamos demostrar.



I.1.5.- Proposicibn
Lip (X,A) separa Tos puntos de X: Si a,be X, a # b, existe una fun-

cidn f e Lip{X,A) tal que f{a) # f{b).

Demostracidn

Sea e el elemento unidad de A y sea f la funcidn definida por:

d{x,a}

£x) = 3 baT ©

desde luego f{a) = 0, f{b) = e # f(a}. Basta ver que f es del 3igebra,
Para elic es suficiente ver que 1a funcidn dada por: x + d{x,a)e es un
elemento del digebra. En efecto tenemps:
[d{x.a)e ~ d{y,a)e]| < d{x,y)jle]i
51 el espacio X no estd acotado, tomarfamos la truncacidén por la uni-

dad de esa funcidn.

1.1.6.- Proposicion
Sea f e Lip{X,A} tal que f(x) es invertible para todo x € X y existe
un nimero real ¢>0 tal que ||F(x}]| > ¢ para todo x € X. En tal caso f es

-un elemento invertible de Lip (X,ﬁ}.

Demastracidn

Siempre existe I/f{x)-en A, tenemops entonces:

ks - eoy 1= IR Nedzl #00 - FOI <
"

d{x,y)

Ademds la aplicacifn x - 1/f{x} estd acotada.
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1.1.7.- Proposicién
Si X es compacto, f e Lip{X,A) y f(x) es invertible en A para todo

x € X, entonces f es invertible.

Bemostracidn

Para poder aplicar la Proposicidn 1.1.6.- basta comprobar que existe
un nimero real & > 0 tal que ||f{x}|| > & para todo x € X. En efecto si no
fuera asi, para cada n natural existiria X, € % tal que]lf(xn)“ < 1/n. Sea
¥ yn punto de acumulacidn de 1a sucesidn {xn}, que existe por ser X compac-
to; una subsucesifn {x; } de {x,}) es convergente a x y por 1o tanto jlf{x)|=0

n
de donde f(x} no seria invertible en A.

1.1.8.- Proposicidn

Lip(X,A) es cerrada por composiciGn con endomorfismos continucs de A.

Demostracibn

Sea T: A+ A una aplicacion lineal y continua y sea f & Lip{X,A). Se

tiene:
li{Fo £} - {Te FYy)| = PTF(X) - F{yD]l <
<UTI - NFx) - Flyd)i <
<7l - (il dix,y)
Y hemos terminado, ya que astd claro que To f estd acotada si f lo
esta. -

17



I.2.- Estudic del espectro de Lip{K,A), K compacto.

1.2.0.- En esta seccidn caracterizamos el espectro de ideales maximales del
dlgebra descrita en el apertado anterior y describimos sus propiedades topo-
Tdgicas. El1 resultade fundamental es el teorema I1.2.1.-.

$1 A es un dlgebra de Banach, 1lamamos espectro de A, Sp A, al conjun-
to de ideales maximales de A, que coinciden con el conjunto de morfismos
lineales multiplicativos de A en el cuerpo compiejo,

Se utilizan resultados sobre el &lgebra Lip{K,C} que se puede ver en

Sherbert (1) o sobre el digebra C{K,A) que se puedenver en Naimark {1).

I.2.1.- Teorema
Sea {K,d) compacto. Se tiene que:

Sp Lip(K,A) = X x Sp A

Demostracign

Para probar el enunciado usaremos que el espectro maximal del élgebra
C{K,A}, las funciones continuas de ¥ en A con 1a norma del SUpremo, es
K x 5p A. La demostracion puede verse en Maimark {1).

Sea M un ideal maximal de A y sea x £ K. Entonces
M= (f & Lip(K,A) ; fix) & M}
es un ideal maximal de Lip{K,A} ya que:
Lip{K,A}/M" = A/M = C
Tenemos pues la aplicacion:

¢
KxSpA ——————+ Sp Lip{K,A}

(x,4) T

18



Obsérvese que Lip{K,A) estd contenida en C(K,A} y la inyeccién natural
es continua. La aplicacidn y es la inducida entre Tos espectros por esa in-
yeccidn natural. Entonces ¢ es simplemente cortar e} ideal maximal (x,M) de
C{K,A) con Lip{K,A}, esto as:

Si M e Sp A, Vamamos {x,M) al ideal maximal de C{K,A) formado por las

funcicnes que en x toman valores en M y tenemos:
p(x,M) = {x,M) 0 Lip{K,A}

Vamos & ver que ¢ es biyectiva.
a) Es inyectiva
al) p{x,M) # ly,M) six #y.

Basta témar f e Lip{K,A} con f(x} = 0, f{y} = e. Se tienes entonces que
e p(x,My . f £ gply.m).
a2} plx,M} # p{x,N} siM#MN

En efecto, sea a e M, 2 ¢ N y sea f ¢ Lip{K,A} Ta funcidn constante

f{y) = a, para todo y € K. £n ese caso f es de g(x,M) pero no es de p{x,N).
a3} ylx,M) # ply,N) sixfy, M£EN

Sea f ¢ Lip{K,A) con f(x) = @, f{y) = e, en ese caso f es de p{x,M)
pero ne es de gly,N}.
b} £s epivectiva

Sea 1 un ideal maximal de Lip{K,A). I no contiene elementos inverti-
bles en C{K,A), con To que I estd contenido en un ideal maximal T de C(X,A).
Consideremos el ideal o{T) = INLip{K,A}. E1 ideal ¢(T) contiene a I, v por

ser éste maximal es I.
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De ahora en adelante a2 Tos ideales maximales del dlgebra Lip{K,A)
los 1lamaremos (x,M) en donde x es un punto de K y M es un ideal maximal de

A. {x,M) estd formado por todas Tas funciones f de Lip(K,A) tales que f{x)
es de M.

1.2.2.- Proposicibn

La topologia producto en K x Sp A coincide con 1a topologia espectral
inducida por Lip{K,A}.

{Entendemos por topologia producto, la inicial en X por la espectral

en Sp A).

Demostracidn
Veamos que la topologia producto es mds fina que la espectral en
K x Sp A;
Sea M un ideal maximal de A. Liamaré ¥, al cardcter inducido por M.

Los entornos espectrales de K x Sp A son de 1a forma:
U((X,M), £, 911---n gn) =
={(Y’N),!*PN(91()’)) = ‘Pﬁfgi(!}}]“:, 'i=11--’n}

siendo 9, elementos de Lip{K,A).
Yeamos que contiene un entorno de (x,M}) en la topologia producto.

Sean:

=
u

1= Wekslady) - o0l <5 1= 1,..m

Uz fN e Sp A; i‘pN{g'l(x)) = \pM{g.l(x))I (gﬁ i=i,..,n}

U1 es un entorno abierto de x ya que las g9; € Lip(K,A) son funciones conti-

nuas. U2 es un antorno espectral de M en Sp Al
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le(a; (v - oyla; ()] < loylai(v)) - oy (g 0] +
len{9:(x)} - wyles(x))] <

< qu{ﬂ - g,][)()” + E/‘3 < 25)‘,3 < £

de donde U1 x U2 C .

Ahora bien, K x Sp A es compacto con ambas topologias, y por tanto al
ser upa mds fina que otra ambas coinciden. De ahi Jla identificacidn de

K x Sp A con Sp Lip(K,A) es topoldgica.

1.2.3.- Proposicién

Si A es regular, Lip(K,A) es regular,

Demostracién

Sea (x,M) ¢ Sp Lip(K,A} y U un entorno abierto espectral de (x,M).
Yamos a construir una funcién g € Lip(K,A) tal que g{{x,M}) = 1 y que g se
anule en el complementario de L.

Sean Uy CK y U, CSp A, abiertos tales que U1 X U2 < U, ademas

xel,, Me U2'

1
Sea f e Lip(K,C} con f{x) = 1y f nula en K - Ul' La funcidn f existe
por ser Lip(K,A) un dlgebra regular (véase Sherbert 1 y 2).
Sea a € A con wM{a) =1y anula sobre Sp A - U,. También a existe
por ser A un &lgebra regular.
Sea g = af. Esto es g(x) = af{x). La funcién g es de Lip(K,A}, pues
estd acotada y ademids:

lla(x) - gly)|| = |la]|. jf{x) - Fy¥)|
Y gueda:

g{{x,M}} = eylalx)} = pylafix)) = gy{a) = 1
g es nula en Sp Lip{K,A) - U1 X U2, luego nula en el complementario de U

en Sp Lip{K,A).
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[.3.- Teorema de representacién y consecuencias.

1.3.0.- En este pérrafo se interpretan los elementos del dlgebra Lip(K,A)
como funciones a valores complejos definidas en un cierto espacio métrico.
Ademds se comprueba que cumplen una condicién de Lipschitz en ese espacio.
Tode esto es el teorema 1.3.1.-. '

Este resultado nos permite atacar y resolver el problema de extension
de una funcidn que cumpla una condicién de Lipschitz y estando valorada en
un dlgebra de Banach. Fste estudio se hace en el Teorema 1.3.2.-.

Se utiliza el teorema de extensidn de Banach para funciones a valores
complejos cuya demostracifn se puede ver en cualquiera de les articulos co-
mentados en la introduccidn general a este Capitulo 1. También se puede ver

en Sherbert (1).

1.3.1.- Teorema
Lip{K,A) se representa como unaz sub&lgebra de Lip(K x Sp A, C), dotan-
do a K x Sp A de Ta topologia méirica derﬁnida por:

s{{x,M), (y,N)) = sup {d(x.¥), [ley -yl

Entendiendo Yy ¥ ¥y cOmo elementos de la esfera unidad de A' dotado

de la topologia fuerte.

Demostracién
Sea f e Lip{K,A}. S (x.M) € K x Sp A, f define una funcidn f en
K x Sp A de 1a siguiente forma:
UM = oy (F(x))
a valores en los nimercs complejos.

Basta ver que T ¢ Lip{K x Sp A, C)} dotado K x Sp A de la distancia

8. Se tiene:

Sean y ¢ Ul’ N e U2. Se tiene:
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[FxM)) - TN = oglflx)) - gy{fly))] <

g (FL0) - ay(FON] + loyF0)) = o {FyD] <
<loylHIF) = Flyall +Hley - ol i FnIl <
<|Iflly dixs9) +1IFL, lloy - wopll <

<A F] s({x,M),(y,N))

con lo que hemos terminada.

Asi tenemos la siguiente representacitn:

n: Lip(K,A) ——————— Lipi{K x Sp A,C)

foo— F o (x,M) —— gy (f(x))

1.3.2.- Corelario
La aplicacidn definida en el teorema anterior es continua y, si A es

semisimpie, es inyectiva.
Demostracion

InCE = nlE), + lInCE iy < (1€ + 11 = 2]IF)
de donde n es continua.

ST A es semisimple, la inyectividad es clara pues n es la representa-
cidn espectral de Lip(X,A). O de otra forma, n{f} = 0, implica que para cada
x e K, f(x} es nula en todo punto de Sp A, esto es que f(x) es del radical
de A.

1.3.3.- Comentario 1. La representacifn dada en el teorema anterior es la
misma que la gue da Sherbert en (2). En ese articulo, la distancia que uti-

liza Sherbert en Sp Lip{K,A) es:
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SUOM)L (M) = sup Lo (FxD) - o (FLy))
1141 <1

f e Lip{K,A)

£sta distancia ¥y la que usamos nosotros son acotadamente equivalentes (la
nomenclatura es de Sherbert (2)), y por lo tantc las funciones de Lipshitz

con ambas distancias son las mismas. Se verifica gue:
25(("3”):[}(9”)] * E((X’M)’(Ya"}) 3_m1n {Ll/diam K} 6((%”)-(}‘:””

En efecto: La sequnda desigualdad se comprueba de la siguiente forma:

Temando f(z) = (d{z,x)/diam K)e, f e Lip{K,A}, ||fil < 1, de ahi:

d{x,y)/diam K

SC0OGMYL(yuNY) 2 oy ({d(x,y)/diam Kle) |
Y tomando las funciones constantes:

TxM), (M) 2 sup [oyla) - w(ad] =livy - ol
[lali<1
aeh

de ahi la segunda desigualdad.

Para la primera desigualdad tenemos:

8({x,M),(y,N}} = sup log(flx)} - vy (F¥))]
IHfll<1
f e Lip(K,A)

| A

sup [oy(F(x)) - oy(F(y))] + suploy(Fly)) - oy(Fly)]]

in

dix,y} + [ley - oyl < 28((x,M).(y.N)).
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1.3.4.- Comentario 2: La representacidn estudiada no es sino la represen-
tacisn de Guelfand de Lip({K,A) en C{X x Sp A, C) pero interpretando ias imad-
genes como funciones de Lipschitz sobre K x 5p A con una métrica § convenien-
te. Obsérvese gue los elementos de la imigen de n son 6¥1ipschitzianos 50-
bre K x Sp A y son continuos sobre K x Sp A tomando la topologia injcial en

K por la espectral en Sp A {cuando hablamos de continuidad en K x Sp A, nos
referimos siempre, y salvo aclaracitn, a esa topolegia). Esta topologia pro-
ducto es mds débil gque la inducida por 6. Asi pués tenemos una representa-

cidn:
Lip{K,A) ———— Lip{K x Sp A, C} nC(K x Sp A, C)

en donde la condicién de Lipchitz y la continuidad estdn tomadas con topoio-
gias distintas.
Por razones que se verdn seguidamente necesitamos el siguiente Tema

que nos permite averiguar con facilidad si un elemento es de 12 imdgen de n.
1.3.5.- Lema

Sea f: K x Sp A —— C, &-lipschitziana y separadamente continua

en K x 3p A, Entonces f es continua en el producto K x Sp A,

Demostracidn
S1 f es &-Lipschitz, sea |f(x,M} - f{y,N}| < H&{{x,M},{y,N}},
(x,:M ) e Kx SpAye>0.
Por ser f separadamente continua, existe un entorno espectral U(Mo)

de Mo tal que si M e U(Mo) se tiene:
]f(xo,M) - f(xo,MO)| < g

Por otra parte si x e K y d(x.xo) < gfH, se tiene que:
FF{x,M) - f(xo,M)i < Hd (x,xo) < e
para todc ¥ e Sp A.
25



De ahi si d(x,xo) < efH, Me U(Ho) se tiene:

IFOGHY - FOMT < JFOGMY - Flx M+ 1F(x M) - Flx M) < 2¢
y por 1o tanto f es continua en el producto K x Sp A.

[.3.5.- Sea ahora F un espacio topoldgico compacto y sea A = C(F,C}, el &l-

gebra de Banach de todas las funciones continuas de F en ¢ con la norma de

la convergencia uniforme. En ese caso Sp A = F y ademds A = C{Sp A,C).
Consideramos el dlgebra Lip(K,A}. Vamos a ver que, en este caso, la

representacidn p es exhaustiva sobre Lip{K x Sp A, C) N C{K x Sp A, C).

En efecto, sea f: K x Sp A — € una funcidn s-lipschitziana y continua.

Consideremos la funcidn:
K —t A= ClFL0)

X ——— f{x, }: B ——— f(x,M}

Por ser f continua en XK x Sp A, f{x, } es continua sobre Sp A, esto es
f(x, ) e A, luego f estd bien definida,

Por otra parte fe Lip{K,A), en efecto:
F(x) - Fiydl = sup tlf{x,M) - F{y,M00|5 M e Sp A) <

< Hifilg s(lx.M)y.M)) = ilflly dix,y)

en donde || ||, es Ta seminorma i||ld en K x Sp A.

Veamos ahora que n{?} = f. En efecto:

a{F){x,M)

oy(F(x)) = £(x,M)
de donde n es epivectiva.

Por ser A un algebra sin radical, @ es un isomorfismo.
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Mas ain: n es un homeomorfismo. Para comprobarlo, basta ver que nhl es

continua. En efecto:

'1( sup{"n'l(g)(x)ﬂ; x e K} =

lin" (g},

sup{sup{ |g{x.M)| ;M e Sp A} ,x e K} =

sup {[g(x,M)] s x € K, M e Sp A} = |{g]l,

("M@ x) - n (e)(y)] = sup (1g(x.M)[- gly,M)[:M e Sp A} <
< llslly (M) (M) = llgil g dx.y)

de aht ||n M) lly < liglty

De todo éllo}|n'l(g}ﬂ <|lgll ¥y por To tanto n'l es continua.

Asi pués Lip{K,A) es homeomorfa por la representacidn espectral a
Lip{K x Sp A, €} n C{K x Sp A, C). Todo To dicho es vdlido siempre que A
sea completamente isométrica al dlgebra ¢{Sp A, C}, esto es cuando exista
una isometria de &lgebra simétrica entre A y C(Sp A, C}. Tenemos pués el

sigquiente tecrema:

1.3.6.- Teorema

Sea A una C*-31gebra conmutativa, con unidad y sea (¥,d} un compacto
métrico con distancia d. El dlgebra Lip{X,A) es homeomorfa por la represen-
tacién espectral al dlgebra Lip{K x Spec A, (} NC{K x Spec A, C} tomando
en ¥ ¥ Spec A la distancia & definida en 1.3.1.- para la condicidn de 11bs-
chitz y la topologia producto de la inicial en K por la topologia débil en
Spec A para la continuidad.

Condiciones equivalentes a que A sea una {*-&lgebra conmutativé ¥y con
unidad pueden verse en MNaimark (1).

Como consecuencia de este teorema, cbtenemos el siguiente tecrema de

extension:
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i1.3.7.- Teorema
£n las mismas condiciones para A y K que en el teorema 1.3.4.-, sea
D un subconjunto cerrado de K y sea f: D —— A una funcidn acotada tal que

exista un nimero real » > § tal que:

HE(x) « Fly}(| = ad{x,y)
para toda pareja de puntos x,y de K. Entonces existe una funcidn F ¢ Lip(K,A)
que coincide con f en D, es decir existe una extensidn de f a K.
Demostracidn
Sea || Fix)Il < ws [If{x} - fly}li < Adlx,y} . x, y e B.
. f*
A.- Consideremos la funcién: D x Sp A ——— C
{x,M) *(x M} = wM(f(x))

f* es continua en D x Sp Ay es 4-lipschitziana verificande que

Bl M < o, HER0e,M) - £5(v ) < {0+ w)a{{x,M),(y,N)}

Ademas, f* es continua sobre Sp A uniformemente sobre D. En efecto,
dadoe >0y P e SpA, para cada x & D, existe Vx entorno abierto de
Xy Ux entorno espectral de P tales que: [f*{y,M} - £*(x,P}| < ¢/2, para

todo v € VX yMe Ux. Los abiertos {Vx; x & D} son unrecubrimiento abierto

del compacto D, sea UI . Vu un Sibrecubrimianto finito, correspondientes
CIESURE W siendo UI e Un 1os correspondientes antornos de P. Sea
u-= Ulﬁ -—-fﬁun.

Sean y e D, M €U, sea y e V;- Se tiene:

|f*{y’M) - f*(y’P)I i if*(.Y!n) = f*(x-i'lp}l + If*(xisp)l" f*(y’P)l <E

puesto que M e U C Ui' Vamos a utilizar posteriormente esta propiedad.

£x
B.~ Sea M & Sp A y considérese la funcitn D _" C

X s F4(x) = F*00N)
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f es Lipschitz en D y ademds 5] < us

|fr(x) - Fh(¥)| < Adlx.y)
Tenemps asi una familia {fﬁ: D——— C; M e Sp A} acotadas por M y con
constante de Lipschitz a.
C.- Cada miembro de l1a familia extiende a X de la forma clasica:
fﬁ = ayt 1bM, partes real e imagiparia, siendo aM,bM: b —— R, con

L) < uy |2lx) - gyl < adix,y)

[
|~

ad(x,y)

=
—
A

<, [bylx) - byly)|

|~

Obsérvese que, de acuerdo con las propiedades de f* estudiadas en A.-, dado

PesSphAye>0, existe un entorno espectral U de P tal que:
]an(i) -8 (X)) <« siMel y x €D
|by(x) - bp(x)] < e

Las extensiones de a“ ¥ bM vienen dadas por:

Bysfy: ¥ — R, Aylz) = supfay(x) - ad(x,z}; x € D}
By(z) = supiby(y) - xd(y,z); y € D)
verificando que  |Ay{z}] < u, [Ay(z) - Bu(t}] < ad(x.y)
1By(z)| < v, [Bylz) - Bylt}] < ad{x.y)

Y de las propiedades ya probadas de ay ¥ bM obtenemos que dados

e >Ny P e SpA, existe un entorno espectral U de P tal que

|Ay(z) - Bplz}] < ¢

IBylz} - Bplz}| < ¢ para todo M e U, z € X.

Sea ahora Fi = Ay + iBy: X —— C, se tiene:
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[FAtz) ] < v 72
IFi(z) - FR(t)] <1 v2 dix,y)

teniendo en cuenta las cotas de AM ¥ BM'
Asi tenemos una familia {Fﬁ: ¥ — C; M e Sp Al de funciones acotadas

por uy/2 y lipschitzianas de constante A \%2

D.- Consideremos la funcion F*: X x Sp A —— C

*
(X, M) - PR
que tiene las siguiéntes propiedades:

1.- F* es continua sobre X para cada M e Sp A fijo.

En efecto pués F*{ M= Fig aque es continua y ademds lipschitziana sobre
X con constante x /2.
2.- F* es continua sobre Sp A para z e X fijo.

En efecto, sea e > 0. y P e Sp A. Sabemos existe un entorno espectral
Ude P tal que siMel, ]AM(Z} - gP{z}|.< g,'1BM{z) - BP(z)[ < g, para
todo z € X. De ahf -

[F*(z,M) - F*(z,P)] < e, paratodo M e U y z € X.
3.- F* es &-1ipschitziana, Ep efecto:

[F*{x,M) - F¥{y,N)| < [F*(x,M) - F*(y,M)] + [F*(y,M} - F*(y,N)]

| A

AV dixy) +ilyy - yNH i F;H <

| A

A2 dlxay) + llyyg - vyllov2 < (3 M) V2 8((xM), (y M)

De 1.-2.- ¥ 3.- obtenemos que F* es continua en el producto X x Sp A, ¥
por ser &-lipschitziana, F* pertenece a la imagen de 1a representacidn
{Jema I1.3.5.-)

n i Lip(X,A}) —— Lip{X x Sp A, C) NnC(X x Sp A, C}
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De ahi, existe F e Lip{X,A} con nlF} = F*.

Veamos que F es una extension de f: 51 X € D se tiepe:

g (F(x)) = FHOGH) = F4(x.M) = p,(F(x))
para todo M € Sp A, y ahi F(x) = f(x},

VYamos a calcular la norma de F:

IFGON = sup Eloy(F(x)] ; Me Sp Al =
= sup {|F*(x,M}] s M e Sp A} < v 2
1F ) - Fin!ll = sup (o, (F(x) - F(v))| s ne Sp A =

sup {[F*{x,M} - F*{(y ,M}| : M e Sp A} <

[

{x + u)/2 dixy)
De ahi:

|W”=””k+“ﬂhi”ﬂbV2+U“"¢+Hf%%/2=Vﬁmf%*nfM)
1.3.8.- Corolario -

En las mismas condiciones para X y A que en el teorema anterior, si

D no es cerrado, es valido el resultado.
Bemostracidn

Sea D la adherencia de B. D es compacto y f extiende por continuidad

a D conservande la cota y la constante de Lipschitz.
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11.0.- Introduccién.

El estudic de las funciones que cumplen una condicifn de Lipschitz
fuyd iniciado esencialmente por Sherbert, (i) y {2}. En estos articulos se
dota al 3lgebra de las funciones definidas en un espacio métrico {X,d} a
valores complejos y aue cumplan una condicidn de Lipschitz de una norma que
ta hace dlgebra de Banach y se estudian sus propiedades. En el primer arti-
culo se estudian los ideales de nul%dades de un punto y de un cerrado de X
y los jdeales primarics, conjeturando que se verifica la sintesis espectral
para ideales cerrados; se estudian ademds las derivaciones de ese &lgebra y
su relacién con los ideales primarics asociados a un ideal. La conjetura
enunciada fué resuelta en un caso particular por Glaeser (1} y er casos mds
generales por Waelbroek {1}.

En el articule segundo se comparan las topologias inicial en X y la
inducida por &1 §lgebra y se estudia la reguliaridad de ese dlgebra, que 1la-
maremos Lip (X.d}.

£1 estudio de Sherbert se continfa en Jhonson {1}, (2) y (3] para
funciones a valores en un espacio de Banach £ y que cumplan una condicitn
de Lipschitz. Si E es R 0 C, se estudian Tos puntos extremales de la esfera
unidad de Lip{X,d%), siendo O < ¢ < 1, y se caracterizan los subconjuntos
relativamente compactes de 1ip{X,d) para % compacto {1ip(X,d) son las fun-
ciones de Lip{X,d) tales que
[£(x) - fly}|/d({x,y) + 0 cuandc d{x,y] » O y constituye una subélgebra cerra-
da de Lip{X,d)). Ademds se caracteriza a Lip(X,d) a valores en E como un es-

pacio de Banach dual si E lo es.
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En 1976, Daly y Downum {1) estudian el &lgebra de las funciones de
clase ¢” en [G,1] a valores complejos tales gue Ta derivada n-sima cumpla
una condicidn de Lipschitz. Dan varias caracterizaciones de ese dlgebra vy
estudian los ideales primarios. Enuncian un teorema de sintesis espectral
pero la demostracids que dan no es correcta.

Con estos presupusstos se pueden plantear generalizaciones varias
de estos problemas, que interesa conocer.

Nosotros hemos pretendido estudiar en este capitulo I1 el &lgebra
de las funciones de clase " en un compacto K de R", a valores complejos,
tales gque todas sus derivadas parciales m-simas cumplan una condicifn de
Lipschitz. E1 capitulo estd dividido en cuatro secciones que pasamos a
comentar.

ta seccibn I1.1.- es de notaciones.

Le seccidn 11.2.- da las definiciones precisas del &lgebra a estu-
diar, y después de algunas proposiciones descriptivas de propiedades ele-
mentales de este dlgebra y de propiedades de la norma, pasa a caracterizar
el ideal de nulidades de un punto. E1 resultado principal es el teorema
I1.2.2.4.- Este resultado s una generalizacién del obtenido por Sherbert
en {1} y del obtenide por Daly-Downum en {1), pero el método utilizado para
demostrarlo es distinto. El método es semejante al usado por Whitney en (1)
para probar los teoremas de extensidn de funciones diferenciables.

La seccidn 1I.3.- estudia los ideales primarios en un punto de K.
E1 esquema previc es todo lo que ocurre en el caso c” y Tos resultados son
semejantes, aungue menos precisos. Los resultados cbtenidos generalizan el
trabajo de Daly-Downum (1) que estd hecho para el caso n=1, Los métodos
son semejantes aungue la descripcifin es mds incompleta por la complicacidn

de 1a dimensign.
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La seccidn 11.4.~ introduce las derivaciones de orden m+1 en un
punto de K y estudia sus relaciones con lo; ideales primarios. Esas deriva-
cicnes se definen como funcionales continuos que se anulan sobre un cierto
subconjunto del dlgebra. E1 precedente es el estudio de Sherbert {1} para
2] caso m=0, aungue Tos resultados no son exactamente iguales.

Despues pasamos a estudiar los ideales primarios asociados a un
ideal y la relacidn entre las derivaciones y algunos de ellos. Los resulta-
dos principales son las proposiciones 171.4.3.3.- y 11.4.4.1.- y se pueden
enunciar asi: Si I es un jdeal cerrado y a € K es un cero de todas las fun-
ctones de I y de todas sus derivadas hasta el orden m inclusive, el ideal
primario asociado a2 I en ese punto esté formado por todas las funcignes
del &lgebra sobre las que se anulan todas las derivaciones nulas sobre I,
esto es, todas Tas funciones gue "aparecen como constantes para todas las
derivaciones que ven & las funciones_de I como finciones constantes".

Fe Jma 2mamdi. T [ =
E.

7 FVadan Am mpda mged nm ompbndia Ta
noia seccion I1.5.-, ditima de esle Ca :td]O, s estudia l1a
P

tesis espectral en ese dlgebra y el ideal de nulidades de un cerrado F da

K.

I1.1.- Notaciones,.

A los puntos de A" los denotaremos x = (xl,xz,...,xn). Los vectores

de 1a base usual de R" serén €:€p,. .8 .

Un multiindice es una coleccibn o = (ul,az,...,an) de n ndmeros na-
turales ordenados. Llamaremos laf = apt..ota. Si oy 8 son multiindice

diremos que o < B $1 ay

; £ By para i=1,2,...,n. Llamaremos oi= als...anl.

Por D% entendemos e) operador:

el
a [+1
11 P

n
-2
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a_{f

1%

Sia€R', heMNyf es una funcidn definida en R", PONEMOS !

agf(x)
aallf(x}

aPe(x)

St o=

F(x}
= f{x+a) - Fi{x}
= Al arf())

(al,..‘,un) es un multiindice, escribimos:

a, [+3

a 1 n
ATFEx) = & L. B

a aje; aaenf(x)
Yerificandose:

B
£000 = 2 f 000 00 Fix) JF {xsa). L f (x2)

i=1

Si f es una funcidn definida en R” y AC R pPOREmOs :

g =
NeIg =

sup {1f(x}] ; x € A}

sup { f 3};Ty i Xy EAL X E )

Si f es, al menos, de clase Cm, ponemos: {si existen)

it =

||D%¢]
2 *a—@ e TN L
fa} <m ) ) |al=m
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11.2.- Definiciones. Funciones planas en un punto.

11.2.0,- Introduccién.

En el apartado I1.2.1.- de esta seccibn introducimos todos los da-
tos del problema 'y el dlgebra con la que vamos a trabajar. Describimos,ade-
mis, sus propiedades elementzles que vamos & necesitar posteriormente.

En el apartade 11.2.2.- estudiamos el ideal de nulidades cerrado
de un punto. Ese ideal queda caracierizado en funcién de propiedades de las
funciones y de sus derivadas en el punto.

Todos los resultados de esta seccidn son generalizacidn de las pro-
piedades del dlgebra Lip{K,C) descrita por Sherbert en {1} con las adapta-
ciones necesarias. E1 estudioc del ideal de nulidades en el caso n=1 estd
hecho en Daly-Downum (1} aunque sélo para el compacto [0,1]. En este caso
el métode a utilizar es mucho mds sencillo debido a que para funcicnes de
ina variable real es posible reconstruir la funcién si se conoce la deriva-
da m-sima y ademds los valores que toman las m-1 primeras derivadas en un
punto. Al no ocurrir éste, en general, es imposible hacer una demostracién

directa.

11.2.1.- El &lgebra D{m).

Sea K un compacto, adherencia de un abierto, de R", 0K} es e}
dlgebra de todas las funciones f:X -+ € de clase ¢™ en K y tales que sus
derivadas parciales de orden m sean lipschitzianas.

De acuerdo con la definicidn, si f es de D™(K), entoncesllf|ﬁ es
finita y 12 1lamamos simplemente ||£].}| || es una norma que dota a D™(X)
de estructura de dlgebra de Banach conmutativa y con unidad, semisimple

y con involucidn simétrica.
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Si K cumple la condicién P de Whitney {Dados dos puntos x e y de
K, existe una poligonal finita P C K que una x con y tal que Ta longitud
de sus lados sea menor o igual éue dfx.y)})} entonces las funciones de clase
™1 ap K son de p™K) y por tanto ésta es reguiar. Para mas detalles véa-
se Kufner-John-Fu¥ik (1), pagina 24 y siguientes. Es suficiente que K sea
convexg para que verifique la propiedad P y eso es 1o que vamos a suponer
de ahora en adelante, gue K es convexo.

Con las notaciones ya sefialadas, una funcitn f:K » C es de Dm(K) si

y sdlo &% verifica:

1.- ¥ es de clase ™ en K.

2.- Existe un nimero real mayor que cerg, X%, tal que

|8, D%F(x}] < allall ,  si [a} =m.

Por simplicidad en ia notacién y teniendo en cuenta que X es fijo,
pondremos D(m} en lugar de o"(x).
Se tiene que Spec D{m} = K, entendiendo por Spec el espectra de

ideales maximales, y ademds la siguiente:

11.2.1.1.~ Proposicién

La topelogia inducida por D{m} en K coincide con la topologfa

inicial de K.
Demostracion
Dado un abierto espectral entorno de a € XK,
U= U(a,fl,...,fh;s) = {x € K;]fi{x) - fi(a}l < gy i=1,...,h}
U es un abierto de la topologia inicial puesto que las funciones de D(m)
son funciones continuas.
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Por otra parte, K es compacto con ambas topologias y acabamos de
prebar que una es mds fina que la otra, de ahi que ambas coinciden.
En 1a siguiente proposicidn obtenemos una forma de construir fun-

¢ciones de R{m),

11.2.1.2.- Proposicidn

Sea {fn} una sucesibn de funciones de Cm+1(K,C} acotada en norma
por unaz constante, Si fn converge a T en Cm(K,C), entonces f es de

D(m).

Demostraciﬁn

La funcign f es de clase C", basta puds ver que si la| = m entonces
D*f es Tipschitziana,

Si x €5 un punto de K, se tiene gue D“fn(x) > DUF(x). Sea a € R"

con x+a € K, tenemos que aaD“fn(x} -+ aaD“f(x).

Anora bien:
[8,0%F ()] = |D% (x+a)-D%f (x)| =1IaTleaﬁ¥n(56)a6|_31nHa[
Y de ahi:

|naD“f(x}| < naflaj|

con 1o gque D¥f es lipschitziana.

La siguiente proposicidn es una generalizacidon de 1z obtenida por
Glaeser en {1) y nos da un método de hallar ia norma sub d de Jas derivadas
m-simas-de un producto.
IT.2.1.3.-Proposicidn

Sea A C K, A convexo, y a un multiindice con |u|=m .

Se tiene:

oe(ealls < A1 [o%allB + io%epan? +
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fiove) A

+ (m-1)1 { =

L

ly[<m Y 8] <m

para toda f,g B(m).
Demostracion

|D%(fg)}{x} - D*(fg}{y}]| =

| = (@) 0PrD™ Pg(x) - DPF(yI0"Paly)l | <

B<a

(@1 2% x)0*Fg(x) - PPl <

8<a

|~

B<a

y separando Tos casos B =0, 0<8<e , B =, nos queda:

(gl < ¢ ?__Ilia“ﬁlﬁyllo“gllﬁ + RS ol +

ST s RO i 0 Dt TR i

0<B<a [v]=1
' A
+ 0%l i + iln“fllﬁ(i P oGy < (xx)
u:
A o nfy A a B+v Ay na-B i A
p% + Jlp%f + L £ o Al gl +
Iigio®glg + ol + = (@ (& 107l 0
s ST Ty a-B+p A
+ ¢ (e f"o{| r 0™ dlg) <
Qcfea
< Mi0%dlh + nosei gl +
0P 0Pl
+ {m-1}! E . +
{ } 0<B<a {B+v}! {a-B)!
(T TR T | T
+ {m-1)t o, luf= ° .
0<gsa ® {a-Btu]! = . -
ljo¥+ll ol
o] 0
< Dellghoalg + Nosslglally + (w1, p —m M E )
Yl s =
.. at _ oal 1 1 : - =1
P8 Ty T at c (RTIET S (T S Mol ol = 1.

A
il

B!

s (100 - 0Pl 07 Bgtal + 10%(n) l 0FPg(x) - D" ey

o (l0* AT
nl=1
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11.2.2.- Funciones pianas en un punto.

11.2.2.1.- Lema
Sea z un punto de K y f una funcidn de D{m) tal que ella y todas
sus derivadas parciales hasta el orden m, inclusive, se anulen en
z.
Supongamos que:

aal}f(x)
B o °
X o2
para todo |al=m.
Entonces, para cada nimero natural h existe un ndmero real a{h)
tal que:
1.- % (x)} < nfhi/h, si x €U{z,i/8), bola de centro z y radio
1/h.

2.- ofh} = 0 sih + =

Demostracidn

Sea x € W{z,1/h), se tiene: Si |el=m

D% (x}| = [0%F(x) - D(2)| ={a ,_ 0% (z)|

Sea: | o
s 0%(z2)|
n*(h) = sup (—2XE—— ; x e U(z,1/h), x # 2}
[Ix-z]|

que existe por ser D*f una funcién Tipschitziana.
Se tiene: [D%(x)|<a™h}d{x.z} < n(h}/h (x)
$i x pertenece a U{z,1/h}.
Veamos que 7”(h) tiende a cerc si h tiende a infinito. En efecto,

dado >0, existe &> 0 tal que:
|8,0%F (2}

_W"_(Efz .Si ||a|l<6.



Sea r, natural, tal que 1/r < &; si h > r se tiene que

]aan“f(z)i

T < ¢ si [ja]l < 1/h y de ahi %(h) < ¢

ya que:
|a {23}

sup {—ﬂ—ﬂ—Tr——~ llajl < 1/hY < e/2 < ¢
Ahora bien si n*(h} tiende & cero también 1o hace n{h),

OBSERVACION: Lo que se ha probado es que existe n{h} cumpliendo las condi-

ciones 1.- y 2.- para toda funcibn f de D{m} tal que D°f(z}=0 si {a| < m

y que IaaDBf(z){ e si gl = m. Evidentemente las condicicnes del
“a[l a —0

enunciado del lema son mas fuertes que éstas y por tantec el lema estd probado.

Las razones para enunciar el lema con esas condiciones se verdn en
las proposiciones siguientes.
I1.2.2.2.- Corplario

Sea & un multiindice con |g|< m. Se tiene:

1096 (x)| < alh)/H™ BT oi s e bz, 1/m)

para unag funcidn en las condiciones del Vema 11.2.2.1.-.

Demostracitn
1 . B8
(D%€(x)| < 7 £ 107086 () |ilx-z|| <
@TEDY [y [+ s on
MU LIPEREAC R n(h)

|~

sy n R EeTEl
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{m- |81}

En donde n es una cota superior del nimero de sumandos, cota supe-
rior que puedo cambiar por nm, y en donde se han integradc en nfh) todas

Tas constantes gue intervienen.

" 11.2.2.3.- Lema
Sea z un punto de K y sea Hz el conjunto de las funciones de B{m)
tales que: |
1.- D%{z) = 0, para todo |a| <m.
2= 5 0%(x)
BN - 0 para todo i8] = m

a—0

X — 2

H es un cerrado de D(m).

Bemostracidn

Las funciones de B{m} gue cumplen la condicidn 1.- forman un cerra-
do de D{m), basta pués ver que también lo son las que cumplen la condicidn
2.-

Sea:

S={{x,e); x€K ach", 2a#0, xttaeck, t & [C,1]}

¥ sea CI{S) el &lgebra de las funciones centinuas y acotadas sobre S, dotada

de l1a norma del supremo.

Si Ja} = m, consideremos la aplicacidn:

I
Dim}y —2 (5}

_ 8 DF{x)
f ———— ¢G{f):(x,a) ———— *—aﬂ‘am—-——

Desde luego ¢a(f} es continua y estd acotada, en efecto:

a) wu(f) es producto de {x,a} — aaD“f(x) que es continua por serlo
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D*f, con (x,a) -+ 1/||a]| qgue también To es.

b} Por otra parte:
fa_D*(x} |

- a -
sgp [y (F){x,8}] = Sgp—m—

= sup

[0 (x+a)-0%(x}| _ gopX <
s T < 11o%llg < Il

con 1o que hemos probade ademds que b, €5 una aplicacidn continua.

Sea N; el conjunto de funciones de C{S) tales que g{x,a} + 0 cuando
X >z, a~=0. Hg es un cerrado de C{S), de ahi ¢u'1(wz) es un cerrado de
D(m} y por tanto
-1
Ho= N g "(W)
zZ L =pe 2
también lo es.
11.2.2.4.- Teorema
Sea z un punto de K y sea Jz el jdeal de nulidades cerrado de z
en D(m) (adherencia del ideal de las funciones de D{m) que son nulas
en un entorno de 2). Se verifica que Jz = Hz'
Demostracidn
Si f es nula en un entorno de z € K, f cumple las condiciones 1.-
y 2.- del Jema 11.2.2.3.-, por Jo que f es de Hz‘ Por ser HZ un cerrado se
tiene que Jz C Hz'
Vedmoslo al revés. Sea f € Hz’ vamos a ver que f es limite de una

sucesién de funciones nulas en un entorno de z. Por ser T de HZ verifica

las condiciones delt lema 11.2.2.1.-, por lo tanto existe n(h) tal que:

[0PF(x)| < ‘mj%)ﬁ » st ez, el <a
h
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y ademis n(h) tiende a cero cuando h tiende a infinita.

Sea ¢ :R" + R una funcidn que verifique:
1.- ¢ es de clase C*, ¢{x) € [0,1] para todo x de R"
2.- w(x)=0, 51 d{z.x} < 1/2, esto es si x € U(z.1/2)
3.- w{x) =0, si d{z,x} > 1, esto es si x & U{z,1)

La existencia de ¢ es conocida. Para mds detalles véase Narasimhan

(). |
Sea = 0% = [lo% U2

M = max Mu;|ulim+ﬂ

Para cada nimero natural h, sea ¢h(x) = ¢(hx).

Se tiene:

H“M, 5i la] <m+1

| A

n n
e, tR_ el R
%, 1K= nle o

y ademds oy, es nula en U{z.1/2h)

Se; fh = f@h. esto es fh{x) = f(x}wh(x}. Desde luego fh es nula en
U(z,1/2h) ¥ ademis f es de D{m), ya que ambas f y 2 lo son. Se tiene que
f y fy, coinciden en K-U(z,1/h).

Vamos a ver que Hf—fh” + 0 cuande h tiende a infinito y habremos
terminado.

Sea 8 un multiindice con |B] < m, se tiene:

B

T oRB
P ee-, ), = sup 1955(x) - 0%, ()1 = sup [07F(x) - D7, (x)]
' ° xex h

xet{z,1/h}
< |oPelfE/m o fofe otz /)

Pero:

0Pl g2/ < agny 18141

[ | |
h—-.-—)-m
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U(z,1/h
0Pyl ="

ba

8 Y, (U2, 1/M 08 veyd{z,1/h
PR Ut L i

By, | ¥
L (*r}h M Yi+1

b

nth
hm-B+

n

[ Malh
oy - 181+ T+ [y ;"“"‘"’0

o

RI’I

De ahi {0B(f-f, )i}

—— G,

Por otra parte, sea ghora « con }e} = m y vamos a calcular
ID*(f-f,)ily> se tiene:
- |0 (x) - D“fh(x) - DOf(y) - D“fh(y}|

GF - el =
i h“d iL:SEK L TERD)
XFy
. u{z,1/h u{z,1/h
- ey 2 ) o sy, gt 1/m)
Ahora bien:
[+
agU{z.1/h) _ l‘sx-yD (v o
i1D f"d = sup (X, y7 0
X,y €U{z,1/h) 24 fo—
Xty
|D%f, {x} - D%F, {y}}
0% g ") = sup e
%,y €U{z,1/h) ¥
Xty

B Uiz,1/h
< T (Nofey .o Ea e/
Bza

Pero: ||Dﬁ'ph.0°‘ Bfﬂg(z’l‘(h) =

0P, (x)0%BE(x) - bevh(y)ﬂa‘af(y)l

up
x,y€U{z,1/h)} d{x,y)
X#y

<
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D% Br(x) - 0% Pr(y)|
< sup 08, (x) .
XLYEU(z,1/0} 1% d{x.y)
Xy
B 8
+ sup iDa'Bf(yH o ‘oh(") -D Wh(Y)I
x,y€U{z,1/h} d{x,y}
X#y

En todas estas expresicnes, g va variando con la condicién de ser

g < a. Para calcularlas tenemos dos casos distintos:

Casc 1: g = 0. En este caso los dos sumandos quedan:

DYf{x) - D%f 0% (x) - 0%
|‘Ph{x)| ! {X)d(x,y}(y” < | (xgl(x,y) | o

h—r ~

o te (x) - ¢, (¥}
D% (y) | d(x,yi)] < n(hh)

z 0% (e) <

ls]=1

< mMa(h) —— 0
»> W

ya que X,y € Ulz,1/h).

Caso 2: 8 # 0. En este caso los dos sumandos quedan:

o*Br(x) - p*P¢
0%, (x)| 1—Fpls B Fl

I8} a-g+é 8 n{h) - N

-

108, (0) - D ()|
d{xay} -

n{h 8+6 nih 8+l .
2 FTal+ (8T 26?=1 (0" Pep {e)] < ;[{;T%nﬁh’ "1 -

= mMp{h} ——— 0 con 1o que hemos terminado.
ha+w

0%y



11.3.- Ideales primarios en O{m).

11.3.8.- Introduccién.

Se estudian en esta seccidn Jos ideales primarios en un punto
a de K.

El punto de partida es el conocimiento de los ideales primarios
en un punto a de K en el &lgebra Cm(K) de las funciones m veces derivabies
sobre K. En eSte caso, sea Ma el ideal maximal de las funciones nulas en a.

. . " . . .
Las sucesivas potencias cerradas de Ma’ esto es Ma son ideales primarios

de ese dlgebra en el punto a€X. En Cm(K} se tiene gue M2+1 = Ja, ideal de

nulidades cerrado del punto a. Ademas, si 52 es el ideal cerrado de las fun-
ciones nulas en & ellas y sus derivadas hasta €] orden h inclusive, 5e veri-
fica que QEIT-= S: para h=1,2,...,m. Los demds ideales primarios cerrados
en & son los subespacios lineales cerrados comprendidos entre dos adyacentes
de entre los 52.
Partiendo de esa base se intenta ver los parecidos y las diferen-
cias <on ese esquema. En nuestro caso, Ja esta contenido estrictamente en

m - - - . N .
Sa’ 1o que afiade un eslabdn mas a esa cadena de ideales primarios, quedando

en la forma:

1
a

J,cshc s’:‘lc sr:‘zc .csles?em

a

. < s +
Conjeturamos que también en nuestro caso se verifica que Mg 1

= 52, para h = 1,2,...m, pero s6lo lo hemps probado en el caso h=m. Ademas

probamos que Ja= M2+2. Al igual que en caso Cm(K) los subespacios cerrados
i+1

comprendidos entre S; ¥ Sa

son ideales primarios en a.
E1 estudio en el caso n=1 estd hecho en Daly-Downun {1). En ese
caso si que es cierto que S;'l = M; pero sus métodos no son aplicables a

nuestro caso.
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[1.3.1.- Ideales primarios.

Sea acK y sean Ma ¥ ‘]a los ideales cerrados maximal y minimal,
respectivamente, correspondientes al punto a'.

Pretendemos estudiar los sigquientes ideales asociados al punto a:
.a) M_;: Cierre de Ja potencia i-ésima de M, TeN.
b) S = (Fed(m) |D°F(a) = 0, el <i), i €N, i<m.

Los dos tipos ﬁz_ ¥ S; son ideates cerrados y tenemos 10s siguien-
tes resultados:
I1.3.1.1.- Proposicién.

a) MI;C S:-l

m+e

b} Ma J

d

Demostracitn

a} Por ser S:-l cerrade, basta ver que 51 f es de M: entonces f

“es de sK°1.
a "
K ok i
Sea f de Ma, f = ifl fi‘ con f1 = 9995, - 9 ¥ giEHa' Basta ver

que fie S:'l. Se tiene: _

¥ v,
D°f1.= T _..;_“.'“__‘ Dlgl...Dkgk

Yiia,hiw Yty

Ahora bien, si |a| <k se tiene que ]Yll +...+|Ykl <k, Tuege algin
Ty €s nulo, asi en cada sumando de esa expresidn hay alguna 9,
sin estar afectada de ningin operador D, pero gi(a) =0, y por 1o tanto:

0%f.(a) =0, si |a| <k, de donde f.€ !
m+2

b) Al igual que antes, por ser ‘)a cerrado basta ver que Ma

CJa y en ese
casc, por ser Ja minimal coinciden.

Sea pues fEM"aHz, f = f

11

g T

i

fi = 9195 IS men siendi 9; de I‘-‘Ia.
. 2 —utl S om PR, | _ .

En primer lugar, M’; CM, "CS, ydeahiD fa) =0 si |e| <m.

basta pues probar la condicidn 2 del Lema 11.2.2.3.- para cada fi'
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Sea entonces |g|= m y calculemos DBfi, tenemos:

Ym+2

Y
B! 1
D gD " G

g g
f. = een =, L
Doy = D9y ) P ylee | FTE
v i
La condicidn 2 del referido lema es lineal, de ahi basta probarla
para cada sumando. Obsérvese que al ser |y1|+...+]ym+2]= m, al menos dos

de las ¥ de cada sumando son nulas, se tiene entonces:

Yt 2

.
1
ap[0 "ay (x)...0 gy (0]
bl
2 D g, (x)
mtZ v Yi_ & g. X i+l Yo+ 2
- I tg .0 gy L) J’-—-bi-— g (x#b).. .0 ™o (xeb)

De ahi obtenemos:

Y Y
1800 gy (). .0 M

[l bl

9.4o(x)]|

L=

m+2 Y42

Y ¥ 5
< 2llglp tg (). 1D Tg (x). .0 Mg o (xeb)]
1= .

que tiende a cero si x tiende a a y b tiende a cero, ya que al menos dos
de las vy, son nulas y gj(a) = 0 para todo j.

De esta proposicién cbtenemos el siguiente esquema de los ideales
primarios cerrados en el punteo a:

Jo= u2ey™loyn o cmdcmicm
a a a a 5] d a
] N M m {/
mo -1 2 1
Sa [ Sa C.. CSa CSa

Pasamos ahora a enunciar y demostrar algunos resultados técnicos
que se usaran posteriormente y algunas consecuencias inmediatas de esos re-
sultados.

I1.3.1.2.- Proposicidn.

m
C
SaMa Ja
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Demostracidn

Sea hESra”Ma, h = fg, fEMa, gESE. Basta probar gue h es de 'Ja
pués los elementos de SEMa son sumas finitas de elementos como h.

Sea iglim, se tiene que D*h{a) = 0 va que s’;‘Mac S':.

Sea ahora |a|= m, tenemos:

| 0%h{x)-D"n{y)l _

d(x,y)

g QL GO TET il {0 it (R 1
Dey<a | d{x,y]} -
< it Tl gy HO=fl)
- d{x,y) : d{x,y}

o (ove el 0T Tely)
O<y<a Y d(x,y)

- Y - -Y 13
+ 07 Ygly) E%Mﬂ b ifeotlgl + 10l i+
\X.¥!

oo O)1oeg r RG] + 0% Yaly) | A
D<y<a [s]=1 '

En donde he aplicado el teorema del valor medio a Da_"g ya que lo
que estamos haciendo es estudiar el comportamiento en una bola de centro a,
puede pues suponer que X e y estdn en esa bola asi como también £ y ademds
que £ estd en el segmento que una x con y. Cuando x,y + a, también ¢ » a
y por 1o tanto obtenemos:

JFix) jglj —— 0 , ya que ‘FEI‘-‘Ia
X + 4

D% {y)| J{fj| —— 0 . ya que gesr: .
¥ -2

D% (x)| £ |09V 8g(g)] ——— 0, pues gES]
|§]=1 X,y » a

0¥ Yg(y}|.||f|| —— O . pues g€ Sra”_
y->2a ’
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De ahi

D*h{x)-D*h{y) . 0
dix.y) X,¥ + a

y por Jo tanto heJa.

11.3.1.3.- Corolario

my?
(shy?cy,

11.3.1.4.-Proposicidn
Los subespacios cerrados comprendidos entre Ja ¥ Sz son ideales

primarios en a.

Demostracién
Sea L un subespacio cerrado y Ja(ZLCZSE. Yeamos que L es un ideal.

Sea fEL y heD{m). Se tiene que h-h{a) es de M, de ahi
(h—h(a))fesg?’lacdac L, Tueqo hf-h{a}feL, pero h{a)f es de L, por ser éste
un subespacio, de ah hf es de L y hemos terminado. ’

11.3.1.5.-Proposicidgn
j i+l
SaMaCSa
Demostracidn
) ~ Sea h = fg, f& S;, geEM, . i |a] < i, se tiene que D°h{a) = O pues
sim_cs!.
aa “a

Sea ahora |o]|= i+l, tenemos:

Ih(a) = ¢ (;)D'F(a)0* Ygla)
D<y<a

si y<o, D'f(a) = O pues entonces fy| <i. Si y = a entonces g{a) = O puss
g es de Ma y por tanto todos los sumandos son nulos.

11.3.1.6.-Corolaric

_ _ . -
Los subespacios cerrados comprendidos entre S; ¥ 5! 1

a  Son ideales

primarios en a.

Demostracidn
Igual que la de la Proposicién I1,3.1.4.- perc en Tugar de aplicar

Ja proposicién 11.3.1.2.- se aplica la proposicion I1.3.1.5.-. 5




I1.4.- Derivaciones e ideales primarios asociados.

11.4.0.- Introduccidn

En esta seccidn se estudian dos problemas distintos.

En primer lugar, en el parrafo I11.4.1.- Se definen las deriva-
ciones puntuales de orden m + 1 sobre le dlgebra D{m), por analogia con el
caso m=0 qua es el tratade por Sherbert (1). En el caso m=0, las deriva-
ciones puntuales en a K guedan caracterizadas como funcionales definidas
por parejas de sucesiones de elementos de K, ambas con 1imite a. En nuestro
€aso veremos que esa caracterizacidn no es vdlida, Igualmente, en ese pirra-
fo, se estudian algunas propiedades de esas derivaciones.

Algunas de estas derivaciones cumplen la regla de Leibniz. La
existencia y la construccidn de derivaciones de ese tipo se estudia en el
parrafo 11.4.2.-.

En segundo lugar, en el pirrafo II.4.3.—‘ se estudian los idea-
les primarios contenidos en SE. Recuérdese que en la seccidn I1.3.- se han

estudiado los ideales primarios comprendidos entre S;+1

¥ S; para-Og_iim~1
¥y los ideales primarios comprendidos entre Ja ¥ Sﬁ. Esos ideales primarios
eran alli los subespaéios cerrados comprendidos entre esas dos parejas. Va-
mos a estudiar aqui las relaciones que existen entre las derivaciones que
hemos caracterizado previamente y los ideales primarios contenidos en Sg.
Los ideales primarios contenidos en 52 guedardn caracterizados como los
conjuntos de funciones sobre los que se anulan ciertos conjuntos de deriva-
cionés. En particular, se caracteriza en términos de las derivacignes, el
ideal primario Ia en el puntc @ K asociado a un ideal cerrado I, al menos
para algunos puntos a de K: aquellos en los que se anulan todas las funcio-
nes de I asf comg todas sus derivadas hasta el orden m inclusive.

En el pdrrafo 11.4.4.- se comprueba que las derivaciones que

hemes 1lamado de Leibniz son suficientes para caracterizar esos ideales pri-
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marios asociados a un ideal cerrado 1.

11.4.1.- Derivaciones de orden m + 1.

11.4.1.0.- Definiciones y planteo del problema.

Sea a un punte no aislado de K. Una derivacién de orden m + 1
en el punto & sobre el 3lgebra D{m} es un funcional lineal y continuo ¢
sobre D{m) que se anule sobre Ja ¥ sobre las funciones constantes.

ia existencia de funcicnales de ese tipo viene asequrada por
el Teorema de Hahn-Banach: mds adelante encontraremos algunas que cumplen
condicionas especiales.

Llamaremos Da al conjunto de tales elementos y a ellos simple-
mente derivaciones.

Se tiene que Da = (Ja © C)L con 1o que Da es un subespacip cé-
rrado de D(m}*.

Sea a un multiindice con |a| = m. Consideremos las sucesiones

(x> y,} = (a,a) con {x .y, #(a,2), x #y,. Para cada sucesitn de

n
ese tipo consideremos los siguientes funcionales sobre al dlgebra D{m):

D*(x.) - D%fly,)

&, f .
Ti
d{x..¥,)

X7 es lineal y ademss X2 < [10%[l; < {fll, de donde Xg es continua para

cada neN. Se tiene ademds:

ay a A
I = sup (IXF] N Fl<tr el

con 1¢ que Xn esti en la bola unidad de D{m}', llamemos S a esa bola unidad.
Sea X: el conjunto de los puntos de acumulacion débiles de las
. o N -
sucesiones {Xn} con (xn,yn} + {a,a), X ? Yy xa es no vacio y estd conte-

nido en S, ya que &sta es debilmente compacta en D{m)'.
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I1.4.1.1.~ Proposicion

Xa es ung parte de Da'

Demostracifn
m+
Basta ver que los elementos de X: se anulen sobre Ja =Ma Z

Yy
sobre las funciones constantes.

Estd clarc que se anulan sobre las constantes y por ser funcio-

- - +

nales continuos es suficiente ver gue se anulan scbre M? 2‘

Sea pues f un elemento de Mm+2 f=f f con . de M

P a ? 10 Tme2e i a

Sea X un elemento de X:. X es un punto de acumulacidn débil de

una sucesidn {Xz}. Sea {Xz.} una subsucesidn convergente a X y sea

(xn,,yn.) » {a,a} la subsucesidn correspondiente. Tenemos:

DUf{x .} - B {y_,)
X(F) = lim “n 7n

d{xnt )ynl)

Por comodidad, a partir de ahora pondremos n en lugar de n'.
Pero tenemos.que:
*1 “m+2

e _ al
03t § 10 fl...D fm+2

Ahora bien, o *...%a  ,=a ¥ |a| = m, de ahi en cade sumando hay al menos
dos de las a; que son nultas. Por tanto cada sumando da esa expresién es de
la forma ghu, en dorde ¢ ¥ h son funciones de D{m), ademis g,he Ma’ ¥ou
es de ia forma

- m -
1 .hm =D 9y .0 "g_ con 61+...+6m-a

m

Yy 9;¢ Ma.
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£l calculo de %f se reduce pues al de Tos Timites:

(ghu)(x)) - (ghu){y,)

Tim
d{x ¥}
Tenemos:
(ghu)(xp) - (ghudly,) a(x_ h(x.) ulx ) - uly)
d(x_.y,) T dlxyy)
h{x.) - hiy_) ) - gly,)
+qlx) Pty - M) uly,) + ) - 900 h(y, July,)
d(x,y,) _d(xn‘yn)

Vames a ver que el limite de estos tres sumandos es cero y por
1o tanto que X(f)=0.
Primer sumando:

) {v.) A

u ho(y }
X -y, n n

T h(y) (v} ] h o {x) (x )
= ¢ hdy ). .h, {y ) ——————h; (x )...h (x
d(xnryn) _i= 1 i-1 Ti d(anyn) i+1 n m' n

¥ aplicando el teorema del valor medio, lo que puede hacer pues puedo supo-

ner que estoy en una bola de centro a, nos queda:

()
[Prva ™l alall-- g i
dix.y,) "

¥ de ahi obtenemos:

ulx ) - uly,)

glx Ih(x,) < ale) 1 in0x) ney 11 eyl

d{x.¥,)

gue tiende a cerop si X, > @ ya que g ¥ h son de Ma.
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alx,) - sly,)

Segundo sumando:
hix;) = hiy,) |
9lxy) ————" uy,}| < 19(x i Iillsy i gl
dix»y,)
Que también tiende a cero si X, a ya que g EMa'

Tercer sumando:

d(Xn’yn)n hy July ) <llaliidy, Xllgqll g,

que también tiende & cero si y, + 2 pués h & Ha.

De ahi que X se anula sobre Ja ¥ por tanto X es de Da'

11.4.1.2.- Proposicidn

Sea w un multiindice con |u|= m+1 y sea o un multifndice con

[¢] =My as<w . Existen derivaciones en X: tales que se anulan sobre todos

Tos polipemics {x-2)Y con vl «my el fnico nolinomio de grado m+1 sobre

el qgue no se anulan es {x-a)“.

Demostracidn
Sea § = w- o. Por simplicidad pondremos & = (1,0,..,0).

Tomemos las sucesiones:

1 2 n 1 1
=X, -y . -
X5 { j» @ a’) con x5 + a
= a
Y
siendo a = (al,..,an) ¥y x; # al.

. ea
JJ ys

X un punto de acumulacién de {Xg}, sea {X?} una subsucesidn convergente a

Sea {X3} Ta sucesidn de funcionales asociada a (xj,y
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X as un elemento de X: que se anula sobre todo polinomic (x-a)6 con

8] < m puesto que D“(x-a}B = kaas' keR.
Ahora bien:
o ) (Du(x-a)m)(xi)-(Da(x-a)w)(y,-)
x{{x-a}") = lim Ty)

pero D*{x-a)® = A(x—a)a, con » € R, » # 0.

De ahj:

A(x:-a )
xl —=2f1) ¢t o

( a }

X (x-a)®) = 1im

en donde el signo mis o menos depende de la subsucesidn elegida.
Sea ahora [y| =m+1 y y 7 w, facilmente se obtiene que X((x-a}¥)=0
)70

pues entonces D%(x-a)’ = u(x-a que se anula en {xi} yen (y}.

11.4.1.3.- Comentario: Sea Xa IaTme ¥ sea V el cierre débil del subespacio
engendrado por Xa en D{m}'. Obsérvese que en nuestra dlgebra D(m}, se verifi-
ca que V, c D, pero no es cierto que Va: Da’ como sucede en el caso D(0)
{Véase Sherbert (1)}. En efecto, considérese ¥ = {a/axl)a. Claramente

¥ € Da pero v £ va, ya gue todo elemento de Va se anula sobre las funciones
feD(m) tales que D"f=0 para todo |al=my ¢ no 1o hace (basta tomar

fix)= (xl-al} que es de D{m), todo Va se anula sobre f y sin embargo

p(f)=1).

§1.4.2.- Derjvaciones de leibniz

11.4.2.0.; Definiciones

En la proposicidn 11.4.1.2.- hemos probado 1a existencia de derivacio-
nes especiales enDa para cada w escogida con la condicidn |w|= m+1. Al
conjunto de esas especiales, dada w, le 1lamaremos D:' Los elementos de Dg
son pues derivaciones de arden m+1 que se anulan sobre todo los pelinomios

(x-a)* con |af <m y el Gnico polinomio de ese tipo de grado m+ 1 sobre el
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que no se anulan es (x-a)¥.
Vamos & ver gue los elementos de Da verifican 1a regla de Leibniz
salvo una constante.

A los elementos de Da les Ylamaremos derivaciones de tipo w.

11.4.2.1.- Proposicidn

Sea w un multiindice con |w|=m+1 y sez X un elemento de D:. Sea

X((x-a)¥) = Aw # 0. Sea Xw= %i X. Xw es una derivacion en & de tipo w ¥
1]
que verifica:
_ wynfe nw-8
X (fg) = <§<w(5maf 0y "9
en donde:
Dof = f(a), DIf = D'f(a) si Osv=zuw
We o
Daf = xwf
Demostracidn

Sean f, geD(m}, se tiene

oy - xR gy R

la| <m =4

T2(F) + R3(F)

olx) = xRl (a)® 4 R2(g) - T2(g) + R(9)

En donde DY(RD(f)}(a) = DY(RD(9))(a) = 0, si |v|<m.

Ademds, por ser X de Dg, se verifica que:
X(F) = X(R2()) x{(g) = X(R3{g))

va que X anula sobre {x-a)¥ con |v| <m.
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Se tiene ademés:

flxdglx) = THFTA(g) + TH(FIRG(G) ¥ QIR () + RI(FIR (g).

Veamos cuanto vale X sobre fg. Ya que X es lineal veamos lo que vale
sobre cada sumando:

a) X(RI(FIR2()) = O

Ya que tanto R;(f] como R;(g} son de SE, luego su producto es de 62)2
que, por el corolario 11.3.1.3., estd contenido en Ja, de ahi X se anula

sabre ese producto por ser una derivacion.
b) X(T3(FIR3(9)) = f(a)X(RA(g)) = f(a)X(g)

En efecto, se tiene:

RiRde) = r EHa) (xa)mRig)

fllim al
En donde (x-a}aR;(g) € MaSE, que por la proposicidn [1.3.1.2.- esté
contenido en J, si fa]>1, con lo que en estos casos X se anula sobre esos

sumandos, y por tanto queda:

X(TE(FIRT(9)) = X(f(a)R3(g)} = f(a)X(R}(g)) = f(a)X(q)

©) X(TH(GRT(F)) = gla)X(RR(F)) = gla)x(f)
Por los mismos argumentos que b).

d) Yeamos como queda el G1time sumando:

RO - k(¢ DAl gy p D) g

el <m 8| <m ®!

x( T mE)D_Bg_(i). (x_a}u-i—s) =

1
fa] <m,lgl<m  ®B

0%f{a)0%g(a) X((xa )8y -

ulp!

n

lotg|=m+l
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T folélggﬁiil x((x-a)“) =

atB=w alfl

D*f(a)0"g(a) \

alB! w

atf=w

D*f{a)D“ %g(a}
L al{w-o)! hn

O<a<w

Por 1o tanto tenemos:

D(.L!'Ct

X(fa) = fa)x(a) + ¢ DDAl by g ys)

Oea<cw

1

Sea ahora X = %i X, se tiene:
t

X (Fo)= Fla)x (9) + & i %F(a)0%g(a) +

Dea<w
+ g{a)x_(f)

que g5 Jo gue queriamos demostrar.

3

IT.4.3.- Ideales primarios contenides en S

-
i |

11.4.3.0.- Definiciones (a es un puntc de K)

Sea I un ideal cerrado de D(m), 1lamaremos:

_ L
Da(I) =1 fﬁDa

Da(l) es un subespacio debilmente cerrade de D{m)'.
Si'H es ur’ subconjunto de D{m)', 1lamaremos:

=yl
Ia(H] = H r‘*Sa

Ia(H) es un subespacio cerrado contenido en Sg.
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$i I es un ideal cerrado de B{m}, 1lamaremos:
HP(1) = {x e K30%F(x) =0, |a}] <p, fel}

parz p=9,1,...m. 5i be Hp(l) entonces I<25g.

11.4.3.1.- Proposicidn

_nl mo_
Ja . Da n Sa - Ia(ga)
Demostracidn
Sea J = DX 0" | se tiene que J, C DS y también J, CS" , de ahi
a a’ 2 a a a’

Ja CJgcC Sg , de donde J es un subespacic cerradg compren dido entre Ja ¥

m
S, o

de ahi J es un ideal cerrado y primario en a ¢ K, de acuerdo con la
proposicion 11.3.1.4.-.

Para ver la contencién al revés, vamos a ver que si f no estd en Ja’
tampoco estd en J. Sea pues T ¢ Ja' Por el tecrema de Hahn-Banach existe
un funcional lineal y continuo sobre D{m} tal que se anula en Ja y en los
polinomios de grado menor o igual gue m en {x-a), pero gque no se anula en
f. Sea X tal funcional. Por existir X, tenemos que f no es de Di, Tuege no
es de J.

Obsérvese que X no existirfa si f fuera un polinomio de grado menor

o igual que m en {x-a), pero en tal caso f no estd en 52 de donde T no estd

en J y ya habriamos terminadc.

11.4.3.2.- Proposicién

Sea H un subconjunto de Da' I{H} es un ideal primario en a € K.

Demostracion
Sabemos que Ia(H} = Hlﬁ Sﬁ. Pero Ja C Ia(H), ya que H C Da’ de ahi

D; C Hl y por tanto:
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1 o m
oL 0ST =0, C}fLﬁSa 1,(4)

Por lo tanto, Ia{H) es un subespacioc de D{m), debilmente cerrado y
comprendide entre J, ¥ SE. Por la proposicidéa 11.3.1.4.-, Ia(H) es un ideal

primario en a & K.

I1.4.3.3.- Proposicidn

Sea I un ideal cerrado de D{m) y sea a ¢ Hm(I)‘ Se tiene que

Ia = Ia(Da(I)}’ siendo Ia el ideal primario asociado a I en a.

Demostracion

_ _ Mmool 1 _-.m
sea J = 1,(D,(1}) = naml nst =t np )ty

&} J es un ideal primario y cerrado en a, de acuerdo con Ta proposicion
11.4.3.2.-.
. oM m <
b} 1C€J, pues TC'S. ya que a € H{I} y adends 1 C D‘(If
c} Falta ver que J es minimo entre )os que cumplen las condiciones a) y b).

Sea N un ideal cerrado y primario en a tal que I C N C J, veamos que

Para ello basta ver que si f no estd en N, tampoco estd en J.

Sea T ¢ N, entonces f no es de I ni es de Ja, pues N es primario y
Ja es el minimo de los primarios.

Por el teorema de Hahn-Banach, existe un funcional lineal y continuo
X, nufa sobre Ja, nuio sobre [ y sobre los polinomios en (x-a) de grado
menor © igual gque m, pero no nulo sobre f, de ahi f no estd en Dé’y por
tanto f no estad en J.

Obsérvese que X no existiria si f fuera un polinomio en (x-a) de grado
menor o igral que m, pero en tal casc f no es de S?, luego f no estd en J

¥ habriamos terminado.
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Comentarig: Mediante estas proposiciones quedan determinados los ideales

primarios asociados a un ideal cerrvado I, en los puntos de H'(I). La inter-
pretacidn es clara: 57 a € Hm(I), Ia son todas las funciones de D{m) sobre
las que se anulan todas Jas derivaciones que se anulan sobre los elementos

de I.

I1.4.4.- ldeales primarios contenidos en S! y derivaciones de Leibniz.

B

I1.4.4.0.- Definiciones.
Sea | un ideal cerrado de D{m) y sea a ¢ Hm(l). Medijante el espacio
Da de las derivaciones de orden m+1 en el punto ae K ha quedado determinado
el ideal primario asociado @ I en el punto a. Yamos a ver que no es necesa-
rio tomar todo el espacic Da sino solamente las derivaciones de tipo w cuan-
do w va recorriendo todos los multiindices tales que |w| = m+ 1,
Sea asi Ca = o] g - ]Dw, 11amaremos D; al cierre débil del subespa-
cio de D(m) engendrado por Ca. C]argmente se tiene que DZ C Da‘

Si I es un ideal cerrado, 1lamaremos:
Toeoy _ L AT
Da(I} =1 n Da

Tenemos as? las siguientes proposiciones:

11.4.4.1.~ Proposicifn

IT.4.4.1.- Proposicién
Si I es un ideal cerrado de D{m) y a ¢ Hm(I), se tiene que

_ T
1, = 1,(00(T)

Demostracion

La demostracidn de estas dos proposiciones se hace exactamente igual

63




que Ta demostracidn de las proposiciones 11.4,3.1.- y 11.4.3.3.- salvo

que el funcional allj construido ha de ser de DZ ¥ no sblo de Da' Para ello
basta imponer a X que no se anule sobre (x-a)™ para un cierto w con

[} = m+1, cosa que siempre podemos hacer. En el caso en que la funcidn

f de que se habla alli sea de la forma f(x) = (x-a)¥ con |y]| = m+1, hay

gue tomar precisamente w = vy y todo sigue igual.

11.4.4.2.- Proposicidn

Oemostracidn

m+ . . .
Tanto 82 comg Ma 1 son primarios en a, de ahi:

mtl _ o T mtl m _ T;cm
My T = L0, (M) g = 1,(0,(5,))

T, M+l
Pero Da(Ma )

= {0}, pues s7 una derivacidn es de un tipo w , O una
combinacidn 1ineal de esos tipos y se anula sobre todo los polinomios en
(x-a) de grado m+ 1 es que es la derivacién nula. Ahara bien si una de esas
derivaciones se anula sobre ME:T gs que se anufa sobre todos esos polinomios.

De ahi obtenemos:
mtl Ty y Coondom _om
My~ = L0 (M7 7)) = T {{0}) = (0¥ NS = 5.

como gueriamos probar.

64



I1.5.- Un teorema de sintesis espectral y consecuencias.

11.5.0.- Introduccidn

E1 propdsito de esta seccidn es demostrar que en el dlgebra D{m)} se
verifica la sintesis espectral en e) siguiente sentido: Sea I un ideal ce-
rrado de D(m) y para cada a de K sea I,=1+4, el jdeal primario asociado
a I en el punto a de K.

Entonces:

[= N 1
ackK

a

E1 antecedente de este resultado es, al igual que en otros de nues-
tros problemas, que eso es 10 gue ocurre en el dlgebra Cm(K}. En este caso
hay otros precedentes: Este resultado estd enunciade para el dlgebra D{m)
cuando K=010,1} en Daly-Downun, pero la demostracién que dan creemos que no
es correcta. E1 resultads también es cierto en el caso m=0; Ya conjetura
Sherbert (1} y 1o pfueban Glaeser {1} y Waelbroeck (1) por métodos distin-
tos. Las referencias a Daly-Downun pueden verse también en la bibiiografia
final.

E1 método que usamos para probar este resuitado es distinto del que
usan ambos. Seguiremps el utilizado por Malgrange (1) para demostrar la sin-
tesis espectral en el §lgebra Cm(K), aunque ligeramente modificado.

La demostracion exige tres lemas previos: Dos de ellos permiten acotar
uniformemente las normas de ciertas funciones de O{m} ¥ en el tercero semejan-
te al utilizado por Malgrénge pero adecuado al dlgebra D(m).

Como aplicacidn del resultado caracterizamos el ideal de nulidades
de un cerrado F de K. Eso es el apartado I[1.5.2.-. La caracterijzacidn es
muy semejante a la hecha en 11.2.2.- para el ideal de nulidades de un punto

de K.
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En toda esta seccidn, si I es un ideal cerrado de D{m), pondremos:
h(I) = (x €EK; f{x) =0, fel)

I1.5.1.- Sintesis espectral en B{m)

- 11.5.1.1.- Lema
SeaaSK y sea feD(m) tal que D™f(a} = D para todo jaf < m. Sea
r un niimerc real positivo. Si x estd en B{a,r) nK y B es un multi-

indice con |g] < m, se verifica:

|DBf(X) i"m-leltl(x,ajm_ls|+lmax ”Daf"g(a,r‘)
|

o[ =M

Demostracion
Por comodidad pondremos B=B{a,r).
Por induccitn sobre {g| tenemos:

a) Sea |g|= m, se tiene:

n

0BF(x)| = {DBF(x) - DBF(a))| < liDPrfd(x,a) < dlx.a) max I0%AIS

{a|=m

b) Sea cierto hasta |g|=h < my sea |y|= h-1, se tiene:

IDYF(x)| = |DYF(x) - DYf(a)| = |z F®f(e)(x-a)| <
al =1

S

Mm—m—|a|d(x,a}m-l~ri-lal+1ma>|< [LRIFEIERY
o | =m

|
- nf“"”d(x,a)“"'"'“lma’f Ligi¥
|

o =m

Como queriamos demostrar.
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11.5.1.2.- Lema

Sea f de J_, para todo [gj<m se verifica:

Daf{x)/d{x,a)m'lsi+l + 0

Esto es: Dado ¢ > 0, existe un nimero real positive r, tal que si

% € Br,a) entonces:
IDBf(x)I/d(x,a)m-|B|+1 <e

Demostracion

Para todo ndmero real positive r, se verifica que:

|DBf(x)lfd(x,a)m-lB|+1 5_nm-|B|max HD“ng{a’r)
n =m

pero:

HocelB2TY < supt[p®ix) - D%F(y) [/d(x.y)s x.y EB{i‘a,r}}
X¥Ey

Y por ser f de Ja se verifica que:

[D%(x) - D% (y)l/d(x,y) ———— 0

X,y — a

esto es ||D“f||3{a’r) —_—
r——20

Con lo que hemos terminado el lema.

11.5.1.3.- Lema

Sea 1 un ideal cerrado de D(m), T = N (I +J 1.
z€K z

Sea f de ?, esto es, para cada z de K; existe fZ del ideal I tal

f-fz esta en Jz'

67



Sea Hp = {x € K; Hf—fxﬂ < pl, pE€N.

Ul
—

Dado e > 0, existen funciones ¢ € D(m) y g € I tales que ¢
en un entorno abierto de Hp ylle f-qff < ¢
Demostracidn
Consideremos R" dividido en cubos de Tado d y tomemos los cubos
abiertos de lado 2d y con el mismo centro. Sea p ese recubrimiento abierto

de R". Sea {¢:5 1 € P} wuna particidn de la unidad de clase € subordinada
i

a py tal que para |a| < m+1 se verifique:

ERLINOIRE I
1P

en donde C es una constante gue depende sdlo de m y de n.
Sea ¢ la familia de los cubos de P que cortan a Hp. Claramente @ es
finita pues Hp estd contenido en K.

Sea j € 4, a; € j F\Hp, jc B(aj,Zdvﬁ}. Sea ¢ = £ ¢ 9= I ¢if,

_ jegd  jeg Y
Par comodidad pondremos £, = £ . Sea ademis: h = 4f - g =xn¢.(Ff - f.}.
j a. J J
] o
Desde Juege ¢ = 1 en un entorno de Hp, g €1 pues fj €l vy

¢j € C{K) < D(m}.
Vamos a calcular la norma de h = ¢f - g. Por comodidad pondremos

h, = f - fj’ de ahi h =

he.
i PSRN

Y
Sea X un punto de K y sea |g| < m, se tiene:

|D8h{x) 1ne(é¢jhj}(x)l=

lz 2 (B)0% (x)DP™%h (x)| <
Qajﬁ“ R o4

|~

g a B- -
> (u}gﬂ ${x)0° % (x)| (")

a<f
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Si x & blj, ¢j{x) = Q0 y sus derivadas, basta pues considerar los

puntos x de WU j. Para esos j €9, sabemos que j € B(aj,Zd/n) = Bj, de donde:
&
nm_1B]+!°ld()<,a-)m"BIHC‘-!Hmax |]DYh-.|l3j <
’ Iyl=m®

e

]DB'uhj(x)|

< o Bl lalgey a -8l lal¥ip

nm'|_31+|“]p(2d V,’-,)'T"ISI+IH|+1 -

fa

= Apdm- I B|+1G|+1

en donde * s6)o depende de n y m.

De ahi,la expresién marcada con ("} se continda en:

< I 4B | m-18 |+ e+l _  m-|8l+1
acgle) (C7d171)nd ud

Puesto que |B| < m, el exponente es siempre positivo, por tanto tomando d

suficientemente pequefic obtengo: : ¢

r {I0PHI/8! < €
|8t <m

Sea ahora |gl = m y calculemos '|[DE‘h||d. Se tiene:

I0Bn{x) - 0Bn(y)|

!DB(mjhj)(x) - 0P(ze; M) (¥} =

(=) |2 (E)(n (0%, ()0 %h; (x) - D% ;(y)0" s (y))]

o<

Caso 1: Ni x ni y pertenencen a U j.

g
{y} = 0 asi como sus derivadas, de ahi DBh{x} = Dsh(y]i].

En este caso ¢j(x} = ¢J

Casp 2: xg&Y j, y €V,
o q
Se tiene que D°‘¢j{y} - 0, para todo « , de ahi nos queda |DPn(x)]|.
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E1 punto x pertenece como maximo & un nimero finito de cubos, nimero
que slo depende de n. Todos 1os sumandos son nulos menos los de ese niimero
finito. Para cada uno de los sumandos se tiene, de acuerdo con los Temas an-

teriores:

o B~ o [o] [+l v, 1Bs
0%, (x)D %j(x” [0%;(x) [n1%ld(x.a5) max [0 g5 <

y =m

| A

| A

(Cfdiui)n|“|(2dv"n}|°‘I+1max (] hj||3j =
ly[=m

= u d max ]|DYh‘||§‘j =)
j=m

|y

En dende v es une constante que s61o depende de m y n.
Ahora bien, si x e y no pertenecen al mismo cubo del recubrimiento,
come ocurre en este case, existe un nimere real v » 0 tal que d{x,y} » .

El nimerc v s§lo depende de n. De aqui la expresién marcada por (*~7) queda:

< ud{d(x,y)/vd) max HDthIlEJ’ = {u/v) max ||D""hj||gj d{x,y)
{¥]=m by [=m :

De acuerdo con el Lema I1.5.1.2.-, existe d > 0 tal que
Yy, 1B
max {0 hj||d,] < {vwfu) ¢
|y|=m
con To que: |DBh(x) - Deh{y)| < ed{x,y)

Case 3: x,yE U]

. q
a} x e y pertenecen ambos al mismo cubo i de Q.

En este caso la suma estd extendida a lo sumo a todos los cubos

que cortan & . Para cada uno de ellos, que son en tatal un nimero finito
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gue sélo depende de n, tenemos los casos l.- y 2.- anteriores, o el casco
de los cubos que cortan al cubo i que contengan a x y a y. Los dos primeross

casos estdn resueitos anteriormente y para el tercero se tiene:

Byyna B- _ a g B-a <
| (%5000 00 - 0 (0 hy (D)1 <

8 g- B-uo
z (a){ID“ebj{x}(D “hj(X) -D hj(y))i +

a<f

+ (0% {x) - D%;(yN0F%h ()}
Consideremos por separado los dos sumandos. Para el primerc tenemos:

z (B)10%,(x)(0F %h(x) - DF7%h () -

x<8

= Jo; 00008 (x) - DBty i+ 1 (BYin%e 00 (0P (x) - 0870 (n)) I

0<0._18

; —at
SRS ooy = s (ot 0BT OR(0) (xey)? <
Ococg ® J &|=1

Mo nds atoy + oz Biealehalel g umlel T na 1om 55 dix.y)
J O<a<s |1'|=m

< {1+q) max i|Dth“2j d{x,y)
|v[=m
En donde n es una constante que sH1o depende de n y de m.
Existe d tal que max “Dthﬂgj < ¢f2(1+n} con 1o que este primer
sumando nos queda menor que {e/2) dix,y).

Para el segundo sumando tenemos:

BIH0%5(x) - D%, (y))D* hyiy)} <

L
a<h J

"




| A

2 () 5 0B (edx-y)®] 1057 )] <
o< B |(§| =1 J

I a
P

8 o+l al+l B.
2, el e allata ) e 1o

2 (¢)nc/al® P hate,y) nlelaavm) ¥ aa jovn 1B
e B ) fy|=m

| A
{a

< pmax |io¥h IIdJ d{x,¥)
|¥|=m

En donde p es una constante gue $610 depende de n y de m.

Existe d tal que maxHDth"gj < ¢/f2p, de acuerdo con el tema I1.5.1.2.-,

con 1o que ese seguado sumando nos queda menor que {e/23d(x,y).
Be acuerdo con todo esto, para un d suficientemente pequeio se
tiena:

0%n(x} - DPh{y)] < ed(x.y)
para el caso en gque ambos, X e y, pertenezcan al mismo cubo i de g.
b) x e ¥y no pertenecen ambos al mismo cubo de 4.
En este caso tenemos:
|08n¢x) - 0Pn(y)| < [0°h(x)| + [0%h(y)|

Y calculemos ahora cada sumando. Obsérvese que BBh(x} = § salvo, a 1o més,
en los cubos a 1os que pertenecen x, que son un nimerg finito que sdlo de-

pende de n. Para uno de esos cubos tenemos:

0Pn0xd 1= | £ (B)0% 000" %h 00 <
e<B

B o B-u <
2 0% 001 1075001 <



| A

£ (8}(C/dlai)ni“]d(x,a.}I“]+Imax 07h, Bj
0 1o

| &
| A

z (%)(cratelnlel (e vy 1=l max jj0¥n 18
«<g ® fyj=m

< ad max_J|0h, %
fyi=m

en donde i sblo depende de m y de n.
La misma acotacidn obtengo para IDBh(y)|. De ahi, tendriamos que

sumar un nimero finito que sélo depende de n, nos queda:

198h(x) - DPh(y)| < 2ad max [0V {155 <
ly|=m 7

< 2ad(d{x,y)/vd) max i|ﬂ*nj|]3j -
fy|=m
= {2x/v) max “Dthﬁgj dix,y)
by |=n

De acuerdo con lo¢s resultados antericres, existe d tal que

max DYh-[Bj < vef2a
con 1o que
1DBn(x} - DBR(y}} < ed{x.y)
De las desigqualdades obtenidas en los casos 1,2 y 3 tenemos:
Pl < e+ fsi=m

¥ por lo tanto:
1% - gll <e

para 1o cual basta tomar unag d suficientemente pequefia.
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11.5.1.4.- Teorema {Sintesis espectral en D{m}}

Sea 1 un ideal cerrado de Di{m). Se verifica que: 1= n (I + JZ)

Demostracidn

Claramente el ideal I estd contenido en esa interseccidn de ideales,
de ahi que basta probar la contencidn al revés.

Por ser I un ideal cerrado, es suficiente probar gue dado
e >0y fe€n{I* ), existe una funcidn g del ideal I tal que [|f-g| <=

Para ello consideremos el siguiente enunciado: Pgra cada nimero
natural p, existen funciones ¢p € Bim), gp <1 tales que“pp = 1 en un entor-

no abierto U de H_ siendo U cu tales que f - < g,
5 de Hy oo Uy tales que llof - g i< e

Supongamos probado este enunciado, en ese caso 10s Up, con p natu-
ral, son un recubrimiento de K, de ahi K C Uh para un cierto nimerc natural

h. De ahi, ¢, =1 en Ky tendré:
UF - oyl = lloyf - gyll < ¢

con 1o que habriamos terminado.
¥amos a probar ese enunciado por induccién. Para p = 1 es el lema
anterior.

Supongamoslo cierto hasta p-1, esto es:Existen ¢p-l’ gp_1 siendo

bpo €l e =lent ) DU ooy ey 4f -9, 0l <e ¢, €Dmg ;€T
Veamoslo para p. La funcién {1 - ¢p_1)f pertenece a ﬁ(lé—dz) ya

que {1 - ¢p_1)fz € I y ademis

(1-¢ . if-{1-¢

p )fZ = JZ.

p-1
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Ademds se verifica que:

L = oy T = o DI <L = oy ] 11~ 1,

as? puéds, los puntos de Hp para la funcidn f, son puntos de H para

pll1-6, |
la funcidn (1 - ?p-l)f’ de ahi aplicando el Tema anterior, tengo:

Existen yD{m), g € I tales que ¢ = 1 en un abierta U, entorno

de Hp, y ademds | {1 - ¢p_1}f -g)l<e -

Sea ahora:

)

=
1

$op ol -0

P p-1

gp = g +gp_1

Se tiene:

51 x € Up-]’ bp-1 = 1, de donde ¢p(x) =1
Sixel, alx) =1, de donde ¢p(x) =1

Asi pués, ¢, = 1 en un entorno abierto U_ = U UU de H_ y ademds Up_1 cu

p Tp-1 p P’

La funcién gp estd en el ideal I pués ambas g ¥y gp_1 son de I,

Por otra parte:
llopf = gplt= Nlep g + oll - oy 3 0)f -9 -9, 41 <

<lopg = Gpoy e et -4 )7 -9li < 2
con 10 que hemos terminado.
11.5.1.5.- Corolario
En las mismas condiciones del teorema. anterior y por ser Di{m} un

dlgebra regular, se tiene:

I-= n I+J
Xeh{]) { X}
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11.5.2.- Funciones planas en un compacto.

11.5.2.0.- Definiciones

Sea H un cerrado de K, E] minimo idela cerrado J, tal que h(JH) = H
es el cierre del ideal de las funciones nulas en un entorno de H.

Sean:

I,= N

xeH X

Ky = (feD{m) ; 1.- D*f(x) =0, xeH, |afcm

2.- DPF(x)-0%fF(y)
di{x,y)

¥,y + HxH
x#y

para todo |B|z m 1

I1.5.2.1.- Lema

KH es un cerrado de D{m).

Demestracion

La condicidn 1.- que define a KH obliéa 4 que Sea un cerrado, veamos
la condicidn 2._-.

Sea C{K x K - A) el dlgebra de las funciones continuas y acotadas en
Kx K- 4, siendo A la diagenal de K x K, a valores complejos. Sea g un
multiindice con |&| = m, consideremos la siguiente aplicacién:

@
D(m) g r C(K x K - &)
c 0w - pPe(y)
dix,y]

Tomando en C{K x K - A} Ta norma del supremo, si f es de D{m), tenemos:

pfr(x) - DBf
z(x,y) {v) EJ]f“

lo €l = sup
X,y € KxK-a
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de donde @B es una aplicacidn continva.

Sea:

F = ¢'1{ge C{K x X - a);, glx,y}) ————— 0}
8 8 X,¥ + HxXH

F8 es un cerrado de D{m} ya que es }a antiimagen de un cerrade de
C{X x K - a) por una aplicacidn continua.

Tenemos ademds que:

de donde KH es un cerrado de D{m).

11.5.2.2.- Teorema

Demostracidn
a) dy = 1y
Se tiene que h{JH) = H, de ahi que JH es un ideal cerrado y por lo

tanto:

Jy= 0 (3

+J}
H x€H X

H

" Ahora bien, JH C 3x’ si xeH, ya que ambos son cerrados y si f sea

anula en un entorno de H, se anula en un entorno de cualgquier xe H. De ahf:

Jy= N =1

A xeH ™ A

b) Jy © KH

Las funciones nulas en un entorno de H verifican las condiciones que

definen & Ky ¥ ya que éste es cerrado tenemos que contiene a JH'
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Por otra parte, KH estd contenido en Jx para todo x de H, de ahi:

K, ¢ nJd, =43, =1
H weR X H H

de acuerdo con to que hemos probado en a), y hemos terminado.

REFERENCIAS
CZIPSZER,J. & GEHER,L.

{1) Extension of functions satisfying a Lipschitz condition.
Acta Math. Acad. Sci. Hungar., 6, {19558), 213-220.

DALY,J.T. & DOWNUM,P.B.

{1} A Banach algebra of functions with bounded n-th differences. Transac.
Amer. Math. Soc., 223, {1976}, 279-294,

FLETT,T.M.
{1} Extensions of Lipschitz functions. J. London Math. Soc.
(23, 7, {1974), 604-608. '

GLAESER,C.

{1} Synthese spcetrale des idéaux des fonctions lipschitziennes. C.R.Acad.
Sc. Paris, 260, {8-11-1965}, 1539-1542.

JOHNSON,J . A.

(1} Banach spaces os Lipschitz functions and vector valued Lipschitz func-
tions. Trans. Amer. Math. Soc., 148, {1970), 147-189.

(2) Lipschitz functions spaces for arbitrary metrics. Bull. Amer. Math.Soc.,
78,5,(1972),702-705.

{3) A note on Banrach spaces of Lipschitz functions. Pacific. J. of Math.,
58,2,(197%),475-482.

KUFNER,A., OLRICH,J., SVATOPLUK,F.

{1) Functions spaces, Noordhoff International Publishing, (1877}

MALGRANGE ,B.

{1) Ideals of differentiable functions. Oxford University Press, (1966}.

78



MCSHANE ,E.J.

{1) Extension of the range of functions. Bull. Amer. Math. Soc., 40, (1934},
B37-B42.

MINTY,G.J.

{1} On the extension of Lipschitz, Lipschitz-Holder continuous and monotaone
functions. Bull. Amer. Math. Soc., 76, {1970}, 334-339,

NATMARK,M. A,
{1} Normed algebra. Wolters-Noardhoff Publishing Groningen, The Netherlands.
NARASIMHAN ,R.

{1) Analysis on real and complex manifolds. North-Holland, Amsterdam (1968).

SCHONBECK,S.0.

{1) Extensions of nonlinear contractions. Bull. Amer. Math. Soc., 72,{1966),
99-101.

SHERBERT,D.

{1) The structure of ideals and point derivations in Banach algebras of
Lipschitz functions: Trans. Amer. Math. Soc., 111, (1964), 240-272.

(2) Bamach algebras of Lipschitz functions. Pacific J. Math., 13,{1963],
1387-1399.

TOUGERCN,J.C.

(1) Ideaux des fonctions differentiables. Springer-Verlag, {1972).

YALENTINE,F A,

(1) On the extension of a vector function so as to preserve a Lipschitz
condition. Bull. Amer. Math. Soc., 49, (143}, 100-109.

WAELBROECK, L.

{1} Closed ideals of Lipschitz functions. Functions Algebras. {Proc.lnternat.

Sympos. Function Algebras Tulane Univ. {1965) Scott-Foresman. Chicaga III,
{1966) 322-325.

WHITNEY,H.

{1} Analytic extensions of differentiable functions defined in closed sets.
Trans. Amer. Math. Soc., 36, (1934}, 63-89,

(2) On ideals of differentiable functions. Amer.J. Math., 70, {1948}, 635-658.

79





