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Abstract - We consider spline functions of generalized polynomials, 8 g{x);
which are an extension of spline polynomials functioms. We proove
the existence and the unicity of an interpolate qu(x} of order
two, for a real-valued function f, known at =n given real points.
An extension of the Lagrange interpolate is given on the limear

space of the S (x) functions of order two.
Finally we present an approximation of histograms by Spg(x) fun-
ction of order three.

1 - A generalizacao do conceito de polinomios levou a considerar combinagoes
lineares de dadas fungoes {g (x)} . Suporemos gue estas fungSes formam um
sistema de Chebyshev em [a, ﬁ]a:.m As combinagoes lineares Elc g; (x) serao

designadas por polinomios generalizados.

Poderemos considerar diferentes tipos de aproximagoes por meio des-
tes polinomios generalizados —aproximagao de Chebyshev, aproximagao em
.izp[é,ﬁl » etc. Existem resultados muito importantss sobre o assunto.

Ver ]:2:] . Recentemente, G.Muhlbach, ver ]:3:] e I:éj e F.0liveira ES] apresen—
taram resultados sobre interpolagac por polinomios generalizados, Muhlbach
generaliza os resultados conhecidos para poiinomios ordinariocs apresentando
o algoritmo de Weville-Aitken e o de Newton-das-Diferengas-Divididas para po
lindmios generalizados. F.Oliveira desenvolve um interpolador nao linear obti
do a partir d: fungoes {gi(x)}2=1 dadaqs.

Estes resultados sobre polindémios generalizados sugerem naturalmente

novas generalizagoes,
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2 - Lembremos que podemos definir fungao spline polinomial de grau

w{m=0,1,2,...} e continuidade ¥k (k>0 , inteire) como a fungao
S (x} e Ck?;,b] que se reduz a um polinomio de grau m (ou inferior) em cada
n -

subintervalo E(i"l’xij da particao A de |a,b] -

Um tipo semelhante de fungoes spline utilizando polinomios generali-

zados, pode ser definido:

Splines de Polindmios Generalizados - diremos que s(x) & um spline de poli
nomios generalizados de ordem n em [a,b}CR e nodos {xi}N € a,b] se
i=1

i=
n

a) s(x} e da forma 151 e gi(x) em cada intervalo [}i-l’x;] da

partiggo A de |:a,b:I;
b)) s(x) kaE,b] com k>0 .

Desigpnaremos por Spg{m,k) o conjunte dos splines de polindémios generaliza-

dos de ordem m e continuidade k em Ea,lﬂ R

Teorema 1 - Dada uma funcao £: A+B , com A,BC R , existe um unico elemen
to s{x) £5__{(2,k) que aproxima f em cada intervalo Ei’ri-'-l] de

- n . -~
A = [é,ﬁl e gue e interpolador para £ nos pontos {Ti}_ . de partigao
i=

(2

Para x € r?l’TZ ] teremos s(x} E Spg(z,k) dado por

s(x) = €1 gl{x) * e, sz(x)

DB&’TZ DEl,x]

) + £(7,)
1 2
p{7,.7, 1 (T,,7,1

I
r
~
—.‘

g, T 8,0
com DE1J2] = 0,
8,73 8,07
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De mode anﬁlogo s (x) =ciy gl(x) +ci2 gz(x) para x € Ei’TiH: yL=1,,,.,n1.

£ evidente que s(Ti} = f(Ti.) si=1,...,n e em cada T—Ti’Ti'l-l: & intervalador
inico, Ver [27], pg.78.
| 2 - —
Se {gi(x)}_ lE‘. CkE.,i:H teremos s (x) ECk-ra,b! .
1=

-

0 erro da aproximagao s{x) para f pode exprimir-se poT

EGO = £60) =50 = [£98) - s" (6] (T (T, )

—

para x E ETi’Tiﬂj com £ € ]Ti’Tiﬂ,E . 1=1,...,0-1,

3 - Designando por A o espago linear de todas as fungoes spline de polina-
mios generalizados de ordem 2 e continuas em ET1’T¥] , com possiveis des-

continuidades para as derivadas nos pontos T2""’Tn—l s construiremos uma

base para A:

Seja TO: =Tl . Tn+1 ¢ = Tn . Tomemos
p[T;_1.4]
= Tl
p{T; 473
H, (x) =
DE"Ti+1]
e e XL
{0750 ] .
i=1,,..ym
ay B (T) =6, ={ 1=
it ij 0 1#j3
b) Hi(x) E A 3 i“l,-..,l‘l
T
c) L x{(T.) H,(x) €4 e coincide com r{x) nos pontos Tl""'T .
i=1 ot Soom

Teorema §, - Se f & um elemento de A entac o seu interpolador s{x) !:Spg(Z,k)
coincide com f, s{x) =f{x) €A .

Entac de c¢) vem que f£(x) €A se pode exprimir na forma

dy f(x) = f(Ti) Hi(x)

n e A

i=1
Chamaremos a ¢) interpoladora de Lagrange em A, para uma fungac t(x)
n

conhecida nos {T.}
11

-1 pontos,
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4 - Aproximacao de histogramas por splines de polindmios generalizados de or-

dem rrés.

Supomos dados
. 3 -
1l - Um conjunto de {gi(x)}, 1 fungoes formande um sistema de
i=
Chebyshev em Ea,b] .
2 - Uma sucessac estritamente crescente de pontos
n+l
{Ti}i=1 ¢ [a,5]

3 - 0 histograma de uma fungao f,

Pretende-se aproximar f, a partir do histograma dado, por meio de um
spline de polinomiecs generalizades de ordem 3, que designaremos por
5{x) ESpg(B,k).

A particao A de [E,ﬁ], obtida pelos pontos {Ti}?+1 , origina n in-
tervalos em I__a_i,bj .

7] necessitamos de determinar 3mn

Para conhecermes s{x) em [:Tl’Tn+1~

incognitas <45 i=1l,...,n, j=1,2,3.

Iremcs obter essas incognitas pela resolugac de um sistema de 3n e-
quagces lineares conjuntas.

Essas equagoes obtém—se impondo condigoes de interpolagao e de homo-
geneidade, naturalmente sugeridas pelo histograma dado.

a) Coundigoes de interpolagao

1-s(T) =s(_,)=0

n+l

7.
+1 :
2-47" sx) dx=n 8T, , com AT, =T, . =T,
1

b) Condigoes de homogeneidade nos modes interiores

Ti s L=2,...,0 3

2
G
7

1- S(Ti) +ﬁ'Tis'(Ti) + s”(Ti) = S(Ti+l)

- ] " =a!
2 -3 (Ti) +4 Tis (Ti) s (Ti+1)
1=2,,..,00 ,
Temos no total n+2 condigoes de interpolagac e 2 (n-1)} condigoes de
homogeneidade que nos permitemobter s(x) pela resolugac do sistema farmado

POI essas equagoes.
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