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ABSTRAC. -

Given a semi-infinite Programming Problem, if we can f£ind
a finite representation of the feasible set, the problem is re-
duced to a flinite one, with all the subsequent cemptutational
advantages. We study more in detail the linear case, giving me-
thods which allow us to cbtain a finite linear representation,

when it is possible.

INTRODUCCION

Dado el problema de Programacibn Matemitica:

Min ¥{x}, x ¢ 8§ C R
cuando S viene definido a través de infinitas restricciones,
s=1{x ¢ C/ft{x) < 0, £t € T}, T infinite,

recibe el nombre de Problema de Programacién Semiinfinita (PSI),
frente al problema tipico de Programacidn Finita {lineal o no
lineal} qgue corresponde a T finito.

El conjunto C, scbre el que estén definidas tcdas las
restricciones, se llama conjunto soporte, Para el caso de restric-
ciones lineales, se tomaré C==Rn, representindose ft(x)EEa

1 —
tX Bt.

En lo que sigue excluiremos el caso trivial S=o.
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RELACIONES CONSECUENTES DE UN SISTEMA LINEAL

Una relacidn lineal a'x <g es consecuente del sistema
{aéxf_ﬁt, t e T, cuando toda solucidn de este Qltimo satisface
aguella desigualdad.

La caracterizacidn de las relaciones consecuentes permite
la elimipacidn de restricciones redundantes. En el caso finito,
tal caracterizacidn constituye el conocido Teorema de Farkas.

En el caso infinito hemos leograde dicha caracterizacifn a través
de una condicidén geométrica referida al cono convexo K. generado
por

t1

n
=
{{a Y _"B[f tET} R

t:Yt) ’

Con mayor precisidn, hemos demostrado ({3) y (6)} que:

t
{a,B8} pertenece a la clausura KC de KC.

a'x < B es consecuente de {a X8, teT, si y sdlo si

Por construccidn, es evidente que Kc depende de la repre-
sentacidén de S. Sin embargo, cualguier otra representacidn de
S tiene asociado el mismo Rc‘ Se prueba asi mismo ((3) y (6})
gue la consistencia del sistema viene determinada-por K.. En
efecto:

S#06 si y sdlo sf (6,-1) ¢ R,-

También el cono Kc nos ha permitido caracterizar los sis-
temas de Farkas-Minkowski de singular relevancia en la T2 de 1a
Dualidad en PSI((4)).

REPRESENTACION FINITA LINEAL EQUIVALENTE

Mientras que R2 todo sistema lineal homogénec admite una
representacidn finita equivalente, se puede demostrar, por con-
traejemplo, la imposibilidad de efectuar tal reduccidn en gene-
ral si el sistema es no homogéneo o, alin siéndcle, si se consi-
dera un espacio de dimensidn superior. Es m&s, incluso en el
caso mencionado en primer lugar, la obtencién de un método que
permita encontrar la representacidn finita equivalente no es
nada facil ({5) y {6}}.

A través del cono de relaciones consecuentes podemos asi
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misme caracterizar aguellos sistemas lineales gue admiten una

representacidn finita:

El sistema {aéxg_st, t £ T admite una representacidn fini-

ta s1 y s8lo si Rc es un cono poliédrico ((5) y (6)).

El resultado anterior es existencial y procede buscar méto-
dos operativos para la determinacién de la representacidn fini-
ta, cuando existe. Una condicidén suficiente que aportamos, en

esta direccibn, es la siguiente:

5i el conjunto {(at,st), t e T}, o su envoltura cerrado-

convexa, P, es un politopo, entonces S admite representa-

cidn finita.

La condicién anterior es ficilmente verificable en muchos
casos, como por ejemplo cuando T es un politopo de Rm'y apr By
son lineales {en muchos problemas reales de PSI, T es un inter-
vale cerrado).

Proponemos el siquiente método de reduccidn:

Se determinan (di,aij, i=1,...,,r, vértices y direccicnes
de las artistas infinitas de P. Entonces, el sistema finito

dix isi, i=1i,...,r, es equivalente al dado.

En el caso particular de que T, o su envoltura cerrado-
convexa, venga dado a través de un sistema finito de desigual-
dades lineales, puede efectuarse la reduccién en las sigquientes
dos etapas:

l.- Aplicando un método de descripcidn completa se obten-
dran los vértices y direcciones extremas de T (o de su
envoltura cerrado-convexa), que dencotaremos ti' i=
1,...,p.

2.- El sistema original ser& equivalente al:

g

i=1,...p.

15

5Py

El método de reduccisn filtimo, no supone la consistencia
del sistema original, por lo que puede emplearse como test de
consistencia para este tipo de sistema infinitos (métodos para
decidir la consistencia de un sistema lineal finito pueden en-
contrarse en (1)).

267



APORTACIONES AL CAS0 NO-LINEAL

Si la familias de funciones ft' t¢T, es acotada superior-

mente en todos los puntos de C, se puede escribir, en teoria:

S={xeC/sup.f (x) <0}
teT :

Si ademis, el supremc es accesible en todos los puntos,
se puede expresar S= {xe C/m(x) <0}, donde m(x) representa la
funcidén maximo de la familia sobre C.

Este sugestivo tratamiento cdnlleva diferentes dificulta-

des:

1.- 5i bien es ciertoc gue m(x) conserva, bajo ciertas condicio-
nes, la cuasiconvexidad, la convexidad y la continuidad, no
lo es menos que no se preserverd la cuasiconvexidad explicita
ni la diferenciabilidad, siendo esta Gltima propiedad espe-
cialmente relevante en Programacidn Matemdtica. En (2) y (53}
se precisan todas estas cuestiones, aporténdcse ejemplos en

los que se calibra el alcance de.este tratamiento.

1a

123

2. - BEn cualouier caso

2.- En zual a hrencidn de mix) es computacionalmen-

te muy compleja (equivale a resolver infinitos problemas de
optimizacifdn, sobre T).

Ctra aproximacidn posible al problema nos permite afirmar,
bajec condicicnes muy generales, la existencia de una representa-
cién finita de S mediante una funcién convexa en R (y por lo
tanto continua) y un nGmero finito de lineales. Con exXactitud:
sGlo se requiere de las funciones ft que sean cuasiconvexas y
semicontinuas infericrmente.

Finalmente, para el caso particular de gque T sea un polie-
dro de Rm, y las funciones ft sean cuasiconvexas en T, S admite
tambi&én una representacidn finita que involucra exclusivamente
a las restricciones correspondientes a los vértices de T. Los
dos Gltimos resultados se encuentran tambi&n demostrados en (2)
y (5).
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