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Abstract.- 4 system of two vigid bodies S,, S, atteawcting each other
aceording to Newton's law, where § 18 a spherical body awd S q triaxial
body, is considered. The motion of the body § relative to the body S, is
studied in canonical variables of Delaunay and Andoyer. After straightfor-
wards eliminations and changes of variables, the problem is integrated up
to the second order of perturbatton by means of the Deprii’s method,

1.- INTRODUCCION.

A 1a extensa bibliografifa existente sobre el movimiento de un s&lide
alrededor de un punte fijo, comienzan a sumarse, durante el presente sigle,
algunos trabajos sobre el movimiento conjunto de dos s6lidos, que, en cier-
tos casos particulares fue tratado por Kondurar {1936-1954} y en el caso ge-
neral de n sdlidos ha sido investigado por Duboshin {1958).

La encorme dificultad del problema, aun cuando se trate solamente de dos
sélidos, coincide con la escasez de resultados obtenidos. Deben citarse, sin
embargo, algunas investigaciones de Johson y Kane (1969} v Brower (1946] en
su ap1icaci6n al problema de estrellas dobles y las de Kondurar (1962-64),
Ossipov (1969-1973), Eroshkin {1974}, etec., en el estudioc de la rotacion lu-
nar. Son, nc obstante, numerosos |os trabajos dedicados a obtener diversas
expresiones de! potencial de dos sélidos, comc los de Kondurar {1958-76),
Vidyakin (1972), Duboshin (1976), etc., si bien no han side seguidos de
otros en los que se intente la integracidn del problema en casos ggnerales.

Recientemente, debido al desarrollo de teorias de perturbaciones basa-
das en la existencia de un pequedc pardmetro (Von Zeipel 1916, Hori 1966,
Deprit 1969, etc.), es posible conseguir integraciones aproximadas en deter-
minados problemas, como sucede en el caso de casi-esfericidad, rotaciones

rdpidas, etc., sobre las cuales puede consultarse Ferrdndiz {1979, tesis).
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Especial atencidn es dedicada actualmente a diverses problemas particu-
lares y mas concretamente a dos: Estudio del movimiente rotatorio de un sa-
télite artificial y del movimiento de dos sélidos, cuando uno de ellos es
una esfera. Refiriéndonos a este dltimo, debemos sedalar los trabajos de Du-
boshin {1958-3), quien investigd la existencia y clasificacidn de soluciones
particulares de equilibric {1lamadas por &} regulares) y la estabilidad en

determinados casos.

Estos trabajos han sido continuados por Kondurar (1960}, Hamill y Blit-
zer (1974), Barkin (1976}, Weiner {1963), Mohan y otros {1972), etc.

La presente comunicacidn se ocupa de la integracidn de ias ecuaciones
del movimiente relative (roto®trasiatorie) de un s&lido triaxial, atraido
por una esfera, en el supuesto de que aguel tenga una distribucidn de masas

préxima a la esférica. '

2.- FORMULACION HAMILTONIANA DEL PROBLEMA.

Se considera una esfera S, , de masa m, ¥ centro 0 , y un s8lido
triaxial S , de masa m .y centro de gravedad C , cuyos ejes principales
de inercia definen un sistema mdvil Ox;xyx3 , y su referencia a un sistema
inercial o fijo OXYZ wviene dada por medio de una matriz A gque se expresa
en funcién de los dngulos de Euler {¢,8,¢) en la forma habitual, como pro-

ucts de tres giros, A = P3(¢5R1(9}R3(¢) , donde RK(Q)I denota unz rotacién
de amplitud 7 alrededor del eje «(= 1,2,3). Se designardn por {1,1,,1,)
los momentos principales de inercia del s8lido S , segln los ejes 0x X5X3
per | el momento de inercia en la direccidn del vector T = 63 , por 3
(”1*“2’”3) e! vector velocidad angular del sflido § , por J la matriz
diagonal de inercia (referida a los ejes principales), por n = mm{m + m)
un factor constante y por f 1a constante de gravitacién universal. Se su-
pone, finalmente, que la mutua atraccidn obedece a la ley de Newton y el s&-
lido $§ tiene una distribucién de masas proxima a la esférica (1i- e = 0] .

En estas condiciones, el problema del movimiento relativo de sélido S
can resbecto a S5, tieme la energia cinética T (salvo un sumando constan-

te) y el potencial ¥ , dados por las igualdades [x = Fn(m°+m)1

K 1
2T = nF2 + gedus Vo= -—[1 +~—-(|1+|2+|3-3|)] {1}
r mr2

Si (ml,uz,a3) son los cosenos directores de la recta OC con respecto
al sistema mdvil, el problema puede ser planteado en forma canénica de ha-

miltoniano
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2 2 Z 2
Ll l_(Hz_Nz)[sen v, gos u] + Ne
2Lz 2 I 1, I3 (2)

- S503-12) 1-3c05%,) ¢ {1515)(1-3c0s%a,))

en el conjunte de variables (L,G,H,t,g,h;A M, N,A, v, v}, siendo (1,g,h) las
variables angulares de Delaunay, {),u,v} las variables angulares de Andoyer,
(L,6,H) los habituales momentos conjugados de (F,g,h) muitiplicados por n vy
{#A,M,N} Vos momentos conjugados de las variables (i,u,v).

E1 sistema diferencial asi planteado, de orden 12, posee cuatro integra-

les (Leimanis, 1965) representadas por las ecuaciones

ES 3
nMTAF) + Ado = ¢ nrd 4 pedu o= - 2V + g

donde ¢ = {c.¢,c4) ¥ g son constantes de integracidn.

Eligiendo e! sistema fijo de modo que 0Z lleve la direccidn del vec-
tor E', o lo que es igual €)= €y = o, t; = ¢ = lg| , se comprueban las
relaciones A~ h=1, 2 = ¢ + (62-M2)/¢c , 28 = ¢ + (M2-G2)/c , que pue-

den ser utilizadas para ta simplificacidn del problema,

3.- DESARROLLO DEL HAMILTONIAND.

Poniendo b = 180° - g - v , donde v es la anomalia verdadera del mo
vimiento orbital de 5 con respecto a S, , y teniendo en cuenta las rela-
ciones H = Gecosi , A = Mcese , N = Mcosg , entre los angules 1 , ¢ , ¢,
y los momentos A , M , N , la referencia del vector ot al sistema mévil

vienen dada por la matriz producto Ra(b)Rl(i+5)R3(u}Rl(o)R3[v] , lo que

siendo a, = 0% , a; =n, a, = 2y, ag = p-2b , ag = u+2Zb ,

a, = 2u-2b , a, = 2u+2b vy dependiendo los coeficientes de (G.H,A,M,N},

6 7
De forma andloga, si ponemos B = 2uta, L v = 2y-a, , se obtiene
kY
- 2 = - = -
1-3cos?q, Xu( R cosa, + Bcos, + L cosyd = -Usl
nT
con B C. , funciones de 1os mismos momentos.,

K ! K
Ahora bien, si I;-l puede ser considerade como un pequefio pardmetro
y hacemos k, = (2/1,=1/1,-1/1,) , k; = (213-13-13)/2 , la funcién hamil-
toniana puede separarse en dos términos F_ , F,; , de érdenes cero y uno,

o

respectivamente, cuyas expresiones son

Fo = ~k2/2L2 + M2(1/1 41/1,) /b

L

F

1z, _ K -
NZk, + E{H N2 (1/1,-171 ) cos2y + ;;g[klu + 00, '1)”]
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Entonces, si en el sistema diferencial a que hemos llegado, hacemos
uso de las férmulas de Hansen y promediamos sobre la anomalia media 1 vy
el dngulo u , siguiendo el método de Deprit, todas las variables angulares
con excepcidén de v desaparecen del hamiltoniano y obtenemos uno nuevo,
cuyo término de orden cero coincide con el anterior y cuya perturbacién o

término de orden uno se puede escribir asi
Fio= N2, + (<"/mL36%) (k] + kjcos2v)
siendo k{ s ké . coeficientes que dependen de los momentos de inercia s

de los momentos constantes G , H , A , M, y de momento variable N
Finalmente, una nueva transformacién candnica, definida por las rela-
ciones

¥ = YMe-N<senv x = YM“-Ncosv ds/dt = HNw
con w = cte., permite la integracion del sistema en la forma
X = C,sen(s-s,) x = £ Ocos(s-s,)

siendoc Q wuna nueva constante.
Evidentemente, cuando se quiere obtener la relacidn que liga a las va-
riables independientes s , t , es necesario recurrir a la introduccidn de

algunas funciones elipticas y las formulas antericres se escriben
X = Cosnjple-t,)] x = € Qenfplt-t,}]
donde p = YMZ-CZ/w .
Aun cuando el formulario completo no puede reproducirse agui, por fal-

ta de espacico, podemos asegurar que la mencionada resolucidon es mucho mas

sencilla que )a dada por Kinoshita {1972) para este mismg caso.
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