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ABSTRACT. The main result of this paper is the following: Let
{2,0,J) be a probabilistic space finitely additive, P a biyective applica
tion of @ on &% such that: 1) P{Ele © iff E e & i1} JIP{E)YY = J{E) , Ee9
and the family of linear operators TN defined in Vl(ﬁ,e,J) by (TOF}{E} =
F(PN(E}J). Then, for every F e Vli{g,8,])

1 n . .
- { mEl TmF i + E(F/e) in norm , & being the subal

gebra of @ formed by P-invariants sets. This coavergence is almost su-
rely for uniforms limits of step functions, in a certain sense,it is the
best possible.

INTROBUCCION. En lo que sigue {2,8,J} ¢s un cspacio probabilisti
co finitamente aditive formado por un conjunto f , un algebra de subcon-
Jjuntos @ y una probabilidad finitamente aditiva J sobre 2.

VP(Q,B,J) i £pg = son subespacios del de las funciones aditivas dE
finidas en @ , acotadas y absolutamente continuas respecto de J gue tienen
norma p finita . Para ella son rebticulos completos de Banach y si p <g
entonces Vo 2 v3 veasc (2] vy [3] para otras propiedades.

Finalmente P es una aplicacidn biunivoca de fen R 0-medible y J-in
variante. Si definimos (TnF)(E} = F(Pn(E)},V Ec® y cualguier elemento de
vP , es clare que T'F ¢s una funcién aditiva definida en 8y absolutamente

. 1
continua respecto de J, luego de V (6} Como f ) = IFy tenemos que
p

1}
T es un operador lineal,de norma unc, de vp(e) en Vo (0)

1.~ CONVERGENCIA EN NORMA. Por ser de norma uno la familia de ope

n . . .
radores T , n=1,2,... es equicontinua en el sentido de [4] {pag. 213}.
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51 ademds tenemos en cuenta que V2(0] es reflexive ({2]) y de Banach por
tanto localmente sccuenciaimente compacto por la topolopia débil de V2(61
(teorema de Eberlein-Smuiian, [4] pig 141 } estamos cn condiciones de
aplicar el teorema ergddico de (4) { pag. 214) que a continuacidn enuncia
mos, en €l Ty = (mgl T} /n. Si en un espacio X, de Banach,localmente secuen
cialments compacto por la topelogia débil tenemos definido un operador T,
lineal y ceontinuo de modo que la familia Tn, es equicontinua, se cumple

que Y xeX , lim. T (x} = x  existe y el operador T {x} = x es lineal
n 1 [ o o

continuo y verifica T =72 = T To = T T . En nuestro caso:
o o
n
1.1 PROPOSICION .- Sean Py T , n+v1,2,,... definidos como en la introduc
‘s 2 . . :
eion . Entonces para todo F de V (©) existe lim., T F=F y T{F }=F .
_ n n o : o«
1.2 PROPOSICION .- Con las mismas hipélesis sobre P y T se cumple que
. 1 .
lim, T F=F para todo F de Vv (0), ademas T(F ) = F ,
noon o o o
.. , . 1 .
Demostracion :  Para las funciones simples de V (8) el resultado es cierto

. 2 1
porque pertenecen también a V {8} y la norma como elemento de V' e&s menor
2 1
que la norma como clcmento de ¥V . Por obro lade, dada F de ¥ lus simples

‘de 1a farma F tiehden a F =zl aofinar A § A—
A

a F a2l afinar { Y Ev|es una particién cualquig
ra de @ formada con conjuntos de @), 1o que unido a la desigualdad:
tF -TFF < tFr-T1Fl _ 4+ iTF - TFY + QTF -TF} <
ﬂ n m t i-= “ n na 1 na ma 1 i ma m Iil =
< Z2J]F - F +yT F - TF roporciona la imera parte del -
£ 2] 2y TR maﬂ 2 PTOP pramera p e

sultade. La segunda es inmediata por ser T continuo e isométrico.

1.3 COROLARID .- Con las mismas hipdtesis sobre Py T , Fo = E{F/¢),

dénde 2 es la subalgebra de @ formada por los conjuntos P-invariantes.

- . . . 1 .
Demostracidn : El criteric de convergencia en V. de [2] (pag. 538) ga -
rantiza gue FO(E) = lim. T F (E} wuniformemente en Ec@ . 51 E es P-inva

n o n -
riante FG(E) = F{E) = TnF{E), n=1,2,... , es decir F0 = E(F/L) ya que

esta condicién caracteriza a la esperanza condicionada [3] (prop. 4.10)

1 . .
1.4 COROLARIO .- Con ¢ como en 1.3 , sea V (L} el subespacio vectorial
1 . . . o
de vV {0} cerrado, generado por limites de simples asociadas a particiones

. 1 1
de ©t formadas con conjuntes de & . Entonces V (1) :{ Fev {@}) / TF = F‘
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Demostracidn: Si  Ac? entonces JoAlE} = J{ANE) = T(Joa)}(E) ¥Eed , luego
JeA es invariante. Reciprocamente si JoA es invariante y P{A} £ A tendre-

mos J{AaP{A}) = 0 es decir I, - es J-nula [1} (pag. 103) lo que

IP(A}
implica que JeA y T{Jea) son el mismo elemento de Vl(m}. Es decir JeA es
invariante si y solamente si A es casi segurc invariante.

Como las F invariantes son el ndcleo del operador tineal continuo
T - I , forman un subespacio vecterial cerrado de Vlie) y las escalonadas

1
son densas , después de le anterior V {8) C { F/ TF = F& . La otra conten

¢cidén es inmediata & partir del corelario 1.3.

2.- CONVERGENCIA CASI SEGURA. En [3] se demuestra que existe una

aplicacidén biunivoca que mantiene el orden y las normas entre cada Vp(e}
¥ cada Lp(ﬂ,e,J} i< p< =. Siendo los P 1os completados de los construidos
en [1] (pag. 119) cuando 1% p< » y en [3] para p== . Por tanto todo lo di-
cho en 1a seccidn anterior es transcribible para funciones integrables res
pecto de una probabilidad finitamente aditiva, entendiendo come integrable
las que son limite en probabilidad de una sucesidn de Cauchy de simples

0- medibles y sus integrales tienen limite. En este contexto diremos que
una sucesidn fn de funciones integrables converge casi seguro a f si tiende

er probabilidad a cero la sucesién sup.n)k(fn-fl,

2.1 PROPOSICION .- Sea f limite uniforme de simples O-medibles, F la fun
s i1 Y . . " .
cibn de Vv {0} que le esti asocviada, entonces con las mismas hipdtesis so-

bre Py T que en la introduccidn lim.n TnF = B{F/%} casi sepuro.

1 .
2.2 LEMA .- Con las hipotesis de 2.1 lim. sup. TnF es de ¥V (&), asi co-

mo el limite inferior.

Demostracidén: Dado e>0 existe 6 = I oay JoEy de modo que \F - Gl<ed con
A =| Ev} de @ , en consecuencia {min.6 ay —e}J £ TF < {max. av -€}J

¥ vlie) es reticulo completo, luego los limites superior e inferior de TnF
existen en Vl(B). #or otro lado es inmediato comprobar gue son f-medibles

a partir de 1.4, y la convergencia en norma.

Demostracidn de la proposicidn: La linealidad de las Tn y la E(F/%} nos
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permite considerar Unicamente ¢l caso en que F 20. Se cumple que E(F/2) <

< lim. sup. T F . 81 la desipualdad fuera estricta , en particualar pa
2 n i
ras y cualguier M entero positive existirén n z m,, £ .5 m indices
. C i . . n
posteriores y una particion £ ,...,E de # cumpliendo E T F(E.) >
1 n i=1 my 1

E{F/e}(a) = F{a) Ahora bien dado cualguier >0 existe 6 ,simple,de modo
que |F - G« g J , sea 4 la particidén mias fina que la que define a G y la
formada por los E. . Es sencille comprobar que %:: L, (FEEy}/J{EY)) JeEy
cumple iFA - Gl((s/E) J y por tanto {FA - Fl<ed De ello se sigue que
igl TmiF(Ei) < e Jip} « F{a) + R , dénde R es un resto que tiende a cero
al crecer M. Como ¢ es arbitraric tenemos que {lim. sup.nTnF}{ﬂ) = F{R) =
= E{F/2){g) . EIl mismo razonamiento es valido si en vez de 2 hubiéramos
considerade un conjunte B invariante por P, ya gque entonces dada la par-
ticidn Ei de B la P(Ei) también lo es, e¢n consecuencia Y Bgr F{B) =
= (lim. sup.n TnF) (B) , después del lema 2.2 vy la caracterlizacidn de la
esperanza condicionada E{(F/2) = lim. sup- TnF y con ello 0 < TnF-E(F/g)
< sup TmF - E{F/1) ; 4] cpando m » =, es decir TnF tiende casi se-—

Mm>n
guro a E{F/t} como queriamos demostrar.

En cierto sentido este resultado no es mejorabls, puss &3 sencilles
dar contraejemplos para el caso en que la funcidn f sea integrable, inclu-

so casl seguro finita y sin embargo no se de la convergencia casi segura

en el sentido que hemos utilizado agui.
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