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Abstract ;

In this paper we study the stationary stochastic
processes on discrete locally compact abelian groups .

41e obtiain necessary and sufficient conditions for
the regularity and singularity of a process with respect
to the complement of finite subsets of the gruup, by
using the integrability of the spectral density .To find
these results , stronger than those obtained by L.Bruck-
ner

	

j:41 , we use a generalization of the method set up
by Yu .A . Rozanov i3.1 for the-case Zn .

PRELIMINARS :
Sigui G un grup L .C .A .(localment compacte i abeliá)

i r el grup dual de G.r és tambá un grup L.C .A . amb la to-
pología de la convergéncia uniforme sobre els cómpactes .
Representem els caracters de G per < g,x >, gEG, xEr , i
anomenem

	

la a -álgebra dels borelians de r .
Sigui ( 2,(i,P) un espai de probabilitats . Considerem

el procés (Xg ) gEG a valors reals o complexos .Suposarem que
el procés ás centrat E(X9) = 0 VgcG, i que ás de quadrat
integrable Xg EL2 (2 ,Ü,,P) .

Definició I : (Xg ) gEG és un procés estacionar¡ en sentit ampli
si, i nomás si, la funció de covarianga del procés K és in-
variant per traslacions ; es a dir, si, i nomás si,

K(g,g')= K(g+h,g'+h)

	

bg,g',h EG .
Anomenem p a la mesura espectral del procés, que existeix pel
teorema de Bochner i és tal que

K(g)

	

=

	

Jr

	

<

	

g,x

	

>u(dx)

	

Vg

	

E: G .
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L'aplicació T : L 2 ( r,,u)

	

-H(X) = L 2 { Xg ; geG} tal

que T ( <g, .> )= Xg és una isometría lineal que dóna la

representació espectral del procés Xg per a una mesura or-

togonal Z en la 0-álgebrat- d'intensitat u ; és a dir

x
9 = j r <g,x>d Zx .

Sigui I una familia de borelians no buits de G, in-

variant per traslació ; is a dir , si A El aleshores A+gEI

dg EG .

Definició II : Un procés (X9) EG és I-singular o determinista

respecte I si,i només si, 0 H(X;A) = H(X) ._

	

AEI
On H(X ;A) = LI {X9 ;gcA} , VA EI .

Definició III : Un procés (Xg ) gcG és I-regular o purament no

determinista respecte I si i nomás si, n H(X ;A) = {0}
A El

REGULARITAT I SINGULARITAT RESPECTE Ice, .

Suposem que G és discret i numerable .

Considerem la familia I,,={ A/G-A~={go, . . .,gn}}deis

complementaria deis subconjunts finits de G .

. Anomenem

	

T =1.n

	

90 5 . . . 5 gn '

	

"T

	

al cOmpiéüieiltari Or-

togonal de H( {g05 . . .,gn}c) en H(X)n és a dir ,

H(X)= H( {go, . . .)gn}c)e AT .
n

Teorema : Xg is I �, -regular si, i només si, la mesura es-

pectral u de Xg és absolutament continua respecte la mesu-

ra de Hyar h amb densitat f(x) i existeix un polinomi tri-

gonometric d(x) diferent de zero sobre I' de la forma
n

d(x) = E ck <gk,x>

k=0
tal que

	

f F16(XI 2 dx< o-

Demostració :

Sigui

	

X
9

F-H(

	

{g05-59 nf)i Y EAT

	

,

	

En virtud de la isome-

tría `~ , les variables Xg i Y tenen associades les funciona

<g, .> i f de L2 (P 5~ ,u ) respectivament .



De l'ortogonalitat entre Xg i Y, dedu .im que j(x) u(dx) is
absolutament contínua respecte h i ti per densitat

Suposem que Xg és I. -regular ; és a dir,

	

lijn ¿~ T =H(X) .
Utilitzant aquesta condició i l'esmentada isometría Wn

	

po-
dem aproximar tota funció I de L 2 ( P ,~ . ,u ) per funcions

,t n de L 2 (P

	

u)

	

tals que fn(x) u(dx)

	

són absolutament
contínues respecte h i tenen per densitat un polinomi 6 n(x)
en<<;k ,x>

D'ací que si per un AcÍ

	

fix suposem h(A)=0, aleshores
tenim

u(A)=f 1 .u(dx)=1im J

	

(x) u(dx) = limf d (x)dx = 0 ,
A

	

A n

	

� ., A n
i per tant pis absolutament continua respecte la mesura de
Haar h i ti uaa densitat f(x) .

Tornem' a suposar ara que Xg és I_- regular(nomis ens
caldria que fós I- -no singular), aleShores existeix
gol{go` -'gny

	

tal que

	

Xg 1 H( {go, . . .,gnY)¡ per tant
0podem escriure

Xg = Xg+ Y, on Yc¿T , Y ~ 0 i Xg eH( {g0 . . .gn~ ) .o

	

n
Siguin q'

	

i f les funcions de L 2 (

	

r,5

	

u)

	

associades
respectivament a Xg i Y per la isometría Y' , i sigui

n
d(x) =

	

E ck<gk,x>) la densitat corresponent a f(x)u(dx) .
A:o

El polinomi trigonométric d(x) sobre P és diferent de zero
(ja que c0 = ~~ (x)~~`3~ 2) ~ 0 perqué Y ~ 0 ) i satisfá

r

Jr~(x), 2

	

f'x)

	

dx

	

=

	

Jr y(x)

	

2f(x) dx

	

=

	

II1(x)jj

	

2 <

6(x)
Reciprocament . Definim la funció

	

J(x)=f x

	

. Trivialment

~e L2
Sigui YcH(x) la variable associada a t per T . Aleshores

Vg

	

1

	

{g0, . . .,gn}

	

,

	

<Y,Xg>

	

<g, .»

	

=0,

	

i

	

per tant
Y sAT , d'on deduim que H(X) # H( {g0, . . .,gn} c ) i consegüent
ment

nX9
es I .-no singular .

Suposem que Xg admet una descomposició de Wold Xg=Xg + Xg en
una part singular Xg 1 una part regular Xg .



Considerem la descomposició Y =Y 1 + y2

recta H(X)=H(X1 ) (D H(X 2 ) .

Aleshores Y =Y1+y2 =f, ~(x)dZX ~

	

+ Jrj(x)dZXi

Com que H(X ;A)=H(X1 ;A)@ H(X 2 ;A)

	

'',A r.G, A- finit, tenim per

1'associativitat de la suma directa que H(X ;A)1=H(X1 ;A)L®H(X2 ;A)'.

i per tant

	

AT = ~ T

	

® ~ T

	

.n n n
Es veu, dones, per últim que Y1 EA T

	

i
n

i Y2 E H(X 2 ) i

	

~~ 0), i per .tantY

plica"que Xg és ]~.-no singular .

gueix que

	

Xg is T~ regular .

Corol .lar¡

mesura espectral

ponent a la part

Aleshores Xg és ]¡,-singular si, i

trigonométric6 (x) diferent de zero

16(x)~ 2 /

	

f (x) q

	

L'(P) .
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y2 EA 2

	

i y1~ 0(ja que
n

A 1
T

	

9 {0 }. Aixb

Contradicció de la qual

Sigui (Xg ) g- G un procés estacionar¡, i sigui u la

de Xg . Anomenem f la densitat espectral corres

absolutament contínua deu
si, per tot polinomi

sobre F tenim que
nomes

de Y EA T

	

en la suma di
n

ens ¡m-
es se-




