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Abstract,

In this paper we study the stationary stochastic
processes on discrete locally compact abelian groups.

We obtain necessary and sufficient conditions for.
the regularity and singularity of a process with respect
to the complement of finite subsets of the graup, by
using the integrability of the spectral density.To find
these results , stronger than those obtained by L.Bruck-
ner {4} , we use a generalization of the method set up
by Yu.A. Rozanov 13l for the -case 2n,

PRELIMINARS:
Sigui G un grup L.C.A.(localment compacte i abelid)
i T el grup dual de G.T &s també& un grup L.C.A. amb la to-
pologia de la convergeéncia uniforme sobre els compactes.
Representem els caracters de G per < g,x >, geB, xel' , 1
anomenem %, la o -algebra dels borelians de T
Sigui ( 9,0, P) un espai de probabilitats. Considerem

el proces (Xg) a valors reals o complexos.Suposarem que

geG
el procés &s centrat E(¥X ) = 0 V¥ge6, 1 que &s de quadrat

integrable Xg eL2(Q i ,P).

Definicid I: (X ) e s un procés estacicnari en sentit ampli
L , . &8 . . , -
i, 1 només si, la funcid de covarianga del procés K é&s in-

variant per traslacions; es a dir, si, i només si,
Kl{g,g')= Ki{g+h,g'+h} Vg,g',h ¢G.
Anomenem p a la mesura espectral del procés, que existeix pel

teorema de Bochner i &s tal que

X(g) = IF < g,x >uldx) Yg eaG.
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L7aplicacid vy : LZ( Tyt sud ~H{X) = Lz{ Xg; Z2eG} tal

que ¥ ( <«g,.> )= Xg s una isometria lineal que ddna la

representacid espectral del procés Xg per a unha mesura or-
togonal Z en la g-algebra i, d intensitat y ; &s a dir
J

Xg = !T <gsx>d 2

Sigui I una familia de borelians no buits de G, in-
variant per traslacid ; €s a dir , si A &I aleshores A+gtl
dg eq.

Definicid II: Un procés (Xg) cQ és I-singular o determinista

respecte I si,i només si, H{X;A)Y = H(X).
AET
On HGGA) = L2 (X 3gea) , Va el

Definicidé IIT: Un procés (Xg)gaG &s I-regular o purament no

determinista respecte I si ,i només si, {) H{X;a) = {0}
A ET

REGULARITAT I SINGULARITAT RESPECTE I, .

Supesem que G é&s discret 1 numerable.
Considerem la familia T, ={ A/G~A:{g0,...,gn}}dels
complementaris dels subconjunts finits de G, )
. Anomernem Tn:{go,...,gn} 1 éTn ail complementari or-
togonal de H( {go,...,gn}c) en H(¥); &s a dir ,
— C .
H(X3= HC {g ,-..,8,} )QEATn‘

Tecrema: Xg és I, -regular si, i només si, la mesura es-
pectral i de Xg 4s absolutament continua respecte la mesu-
ra de H:zar h amb densitat f(x) i emisteix un polinomi tri-
gonometric 6{(x) diferent de zero sobre I' de la forma
n
6({xY = ¢ Q) <Gy r¥>

k=0

; 2 1
tal que frﬁ(x] ) dxe 20

Demos tracid:

Sigui Xg el {go""’gn?)l Y Tn En virtud de la isome-

tria ¥ , les variables ¥X_ 1 Y tenen associades les funcions

<8, .» 1 ¥ de L2(rp ,3,,u } respectivament.
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De 1l ortogonalitat entre Xg i Y, deduim que yj(x) u{dx) és
absolutament continua respecte h 1 té per densitat
§(x) = 2 K <8 ¥ .
k=0

Suposem que X_ &s I, -regular; és a dir, lim ﬂT =H(X).
Utilitzant aquesta condicid i 1”esmentada isometria ¥ po-
dem aproximar tota funci6~fde L%¢ T,%_,p } pér funecions
y , de L2¢(r ,% , B} tals que fn(X) L{dx) sén abscluatment
continues respecte h 1 tenen per densitat un polinomi 8 (x)
en<yy x>

D7aci que si per un Aeg fix supasem h(A})=0, aleshores
tenim

u(A)=IA 1-U(XmF}f$ & ¥, (%) uldx) =f}}2£\6n(x)dx =0,

i per tant pés absolutament continua respecte la mesura de
Haar h i t& uws densitat f{x).

Tornem' a suposar ara que X_ &s I_- regular(només ens
caldria que fés I_ -no singular}, alehores existeix
go¢{go,...,gn? tal que Xg ¢ HC {g
podem escriure °©

= ¥'4
Xgo g Y, on YEQT

O,...,gn?)i per tant

o Y £ 04 x! el lgy---g.F ).

Siguin q' i¢ les funcions de L2( I'.% ,1u) associades

respectivament a Xé i Y per la isometria ¥ , i sigui

§(x) = ﬁ Ckcgk,x>) la densitat corresponent a Y{(x)u(dx).
Q2

El polinomi trigonomdtric §(x) sobre I' &s diferent de zero

(ja que c_= ff(x)] 2 s perqué Y # 0 ) i satisfa
o] Lz{r}
2 1 _ . 2 _ . 2
f G Ty 9% = [p P00 TEGxdx = el “< e
gl
Reciprocament. Definim la funcid *(X):TTQT . Trivialment

ge L2, G0,

Siguil YeH(x) la variable associada a¥y per ¥ . Aleshores

Neg ¢ fggs-vvng )l > <Y,X.> = <4, <g,.>> =0, i per tant

Y ebn , d'on deduim gque H(X) # H( {g_,...,g} ©) i consegient

n

ment "X _ és I_-no singular.
g oo

Suposem gue Xg admet una descomposicid de Wold Xg=Xé + Xé en

una part singular Xé i una part regular X;
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Considerem la descomposicid Y =Y1 + Y2 de ¥ EAT

recta HOX)=H(XD) 8 H(XP). n
_1 2_ . i 1
Aleshores Y =Y +¥° = [p 4(x)dzyi + [p $(x)dZy2

en la suma di

Com que H(X;A)=H(X1;A)8 H(XQ;A) “A CG, Afinit, tenim per
1'associativitat de la suma directa que H(X;A)L=H(X1;A)L@H(X2;A)i

, 1 2
A = &

i per tant & BT L

n n n

Es veu, doncs, per altim que v Eﬂ% i v? Eﬂ% i vls 0{ja que
n n

Y E%\ i Y2eH(RY) i § # 0} i per tant ﬁ% # {0} Aixo ens im-

plicanque Xé &s I, -no singular. Contradiecié de la qual es se-

gueix que Xg és T, ~regular.

Corol.lari.: Sigui (Xg) un procés estacionari, i siguid la

mesura espectral de X .giiomenem f la densitat espectral corres -
ponent a la part absolutament continua de ¥

Aleshores Xg &s I, -singular si, i només si, per tot polinomi
trigonometric § (x) diferent de zero sobre I tenim que

16Go) 27 £ ¢ Lam.
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