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Abstract.=- The paper contains a characterization of a Banach
space of type p,l«pgl, expresed in terms of a sequence of
random variables in LP(R) which is conditionally indepen-
dent. When p=2, we alsoc obtain a well known result of

Kwapien and its reciprocal.

Sea (,¥,P) un espacio probabilfstico, (B,||-/bun espacio
de Banach separable real y B* el dual topolégice de B.
S1 (xn) es base de B y (m ) una sucesifn creciente de en-
teros positivos , m0=0, denotemos
mn
e
donde (an) es una sucesidn de nlmeros reales. En estas con-

diciones se demuestra gue {yn] es necesariamente una sucesidn

bdsica llamada sucesidn bfsica de blogue respecto a la base
considerada {xn).

Definicién 1l.- Sean By vy B2 dos espacios de Banach; dos
—_— =

sucesiones {xn]cBl @ {yn)CBz se llaman equivalentes si para
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cualquier sucesifn de nlimeros reales({a ) se verifica
- oo n
> a_x_ convergecy)  a y _converge.
n™n n‘n
n=1 n=1
Como punto de partida para llegar a obtener una condicifn
necesaria y suficiente para gue el espacic B sea de tipo p.
ge utiliza el siguiente resultado cuya demostracién puede ha-
llarse en Singer[4] 6 en Marti[3 ] .
Proposici6n 2.-(Bessaga, Pelezynski) . Sea (xn) base de un

*
espacio de Banach B (f }¢B la sucesifn asociada de funcio-
¥ iy ]

nales coordenados. 8i una sucesifdn {yn)CB verifica

il y |l = ¢>0
(1) n
1;m fi(yn) =0 (i=1,2,...),

existen sucesiones de entercs positivos crecientes (pn) ¥ (qn)
de modo que la subsucesién (yp +1) de (y,) es una sucesidn
bisica equivalente a una sucesi6n (zn} bé&sica de blogue res-

pecto a {xn) definida mediante

9n+1
{2y - z =2 f.(y yx. (n=1,2,...)
n i=qnfl i pn+1 i
y ademds
e .
(3} “ zn_ypn_'_lIi( 2n+3 {n=1,2,...). .

aplicaremos esta proposicifn considerando el espacico de
Banach Lptnu, donde p cumple l<p<2. Sea pues &sn]una sucesidn
de variables aleatorias reales gue constituyén una base incon-
dicional de un subespacio H de Lp(ﬂz) y designemos mediante
IEn*) a la sucesibn asociada de funcionales coordenados. Sea
(En} una sucesifn de variables aleatorias independientes de
Bernoulli, es decir, P(En=—l)= P(en=l)= i/2, n=1,2,..., tales
gue el subespacio vectorial cerrado[en] esté contenido en H,

Claramente se verifica

(4) lgfikn||p = 1,

Lema 3.- Cualquiera que sea la base considerads (g,) del
subespacio Hch(Eii, l<p<2, se tiene

(5) lim ¢, (e ) = 0 (i=1,2,...).
n 1 I

Demostracién.- Para cada i, sea ni el elemento de Lq{H{),
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P l+q =1, correspondlente a E de modo que
(6) (E) g (w)i(w)P(dw) (i=1,2,...}
para todo EﬁLp(Bl). Puesto gque n cL {BQJ, i=1,2,..., puede
descomponerse de un modo tGnico de la forma siguiente
ni=ni +nf
donde ni€[sn] y nie[en]{ complemento ortogonal de[en]en L2(IR I,
Ahora bien, el producto escalar en L{IR)

“ngr € > =n, e dP (i=1,2,...)
cualquiera gque sea n verifica
(ﬂ ) (h £ >
y como (e ) &s una suce516n bdsica ortonormal de L (IR),pue-

de escriblrse

llm(ﬂ ;0 e =0
n
y por tanto
limInl. e ,dP=0 (i=1,2,...}.
nq

Basta finalmente considerar (6} para deducir la validez
del lema 3. I

Por aplicaci6n de la proposicifn 2 se deduce gque existe

'(epn+1}, subsucesibén de (¢ ), y (0) definida por’ )
dns1
(7N B, = .4 Eiley a8
n i=g +1 "1 -1
de modo que
, -n-3
(8)  ls, °p 1 Iy < 2 (n=1,2,...)

¥y ademis (en) @s una sucesidn bfisica incondicional de Hch{Kll,

si (g,) es base incondicional.
Proposicién 4.- Sea B un espacio de Banach , (in] una base

incondicional de HCLP(Ei),,1<p§2, Y {En) los funcionales coor-

denados ascciados a la base. Si existe una constante A*>0 tal

que kj+1—l s
(9) sup I |, fe )| Pen
. m,
3 k=k, J
y existe C>0 tal que J
(10) EI|Z £Jx||p<CZ:||xllp
j=1 j=1
para todo n y cualesquiera gue sean X sXgre o1 X EB, entonces

B es un espacic de tipo p.

Demostracidn.- Supongamos gque existe C>0 tal que se cumple

la desigualdad (10). Para tode n y cualesquiera KysXgs- oo X EB,

g1



existe una 5uce516n creciente de enteros (m )} tal que

BIIZ £.x 0P = BlIL £ xIP,
EINERE =1 75
por (7}, tamblﬁn existe una sucesidn de enteros(k ] tal gue
-1
. j+l \
= 5= pil/p _
an ey (zk_:;. EMCNSIES L
Y. por (8}, ]
- P _j =
(12) E!Bj Emj] < 2 (§=1,2,...).
51 pd1+q_l=l, por aplicacifn de la desigualdad de HOlder se
obtiene
(13) Blj (o5-e )% P < “_* NS
i=1 3 3-
Por otra parte, si se tiene en cuenta (9),
n n k. ;-1 n
D ] ®
an el 2 elPosil (2 o, s 0 22 Iy P
=1 j=1*k=k., ] j=1
con D=AC. 3

Finalmente, la desigualdad triangular, juntozcon (13} y (14),
permite escribir:
n p1/p - :
{15) (En_:z:am_xjn ) < M@H lelp]”p
donde M=115$b ? Por tanto ei_éspacio de Banach B es un espacio
de tipo p. B

Proposicifn 5.- Sea (gn) una sucesion condicionalmente inde-—

pendiente de wvariables aleatorias centradas que es base del
subespacio HeLP(R), l<px<2.Supongamos que existe A>0 tal que
K. §+1 -1
supz_ | -skt )Ep< A.
Un espacio de Banagh B es de tipo p si y sé6lo si existe una
constante C»0 ta% que

n
—
(16) E[7_egx; [Pec T iIP
i=1 i=1
para todo n y cualesguiera gue sean xl,xz,...,xneB.

La demostracidn se basa en la proposicifn 4 para concluir
que B es de tipo p. La validez del reciproco se sigue de{d].

La siguiente caracterizaciSn es un corolaric de la proposi-
citn 4 cuando se considera el caso p=2.

Proposicidn 6.- Sea (E } un sistema ortonormal completo de

(H{) ¥y B un espacioc de Banach. Una condicién necesaria y su-

ficiente para gue B sea de tipo 2 es gue exista una constante
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M0 tal gue

{17) E:||Z_£ x, |17 < MZ”X

para todo n y cualesqulera ® ,xz,.”,x € B. B

La condicidn suficiente es un resultado de Kwapien[&] y la

condicidn necesaria puede cbtenerse a partir deLd].

[17].
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