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Abstract, The paper contains a characterization of a Bartacñ

space of type p,1<p<2, expresed in terms of a sequence of

random variables in Lp (D2) which is conditionally indepen-

dent . When p=2, we also obtain a well known result of

Kwapien and its reciprocal .

Sea (2,F,P) un espacio probabilístico, (B,H .10un espacio
de Banach separable real y B el dual topol6gico de B .

Si

	

(xn)

	

es base de B y

	

(mn)

	

una sucesión creciente de en-
teros positivos , m0=0, denotemos

mn
yn= 1

	

ajxj,yn^ (n=1,2, . . .)
j=mn-1+1

donde (a n ) es una sucesión de números reales . En estas con-
diciones se demuestra que (yn ) es necesariamente una sucesión
básica llamada sucesión básica de bloque respecto a la base
considerada

	

(xn) .
Definición 1 .- Sean B1 y B2 dos espacios de Banach ; dos

sucesiones (xn )c B1 e (yn)cB2 se llaman equivalentes si para



cualquier sucesi6n de nCmeros reales(an ) se verifica

y además
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E anxn convergec,~z: any nconverge .
n=1

	

n=1
Como punto de partida para llegar a obtener una condici6n

necesaria y suficiente para que el espacio B sea de tipo p,
se utiliza el siguiente resultado cuya demostraci6n puede ha-
llarse en Singer[4] 6 en Marti[3 j .

Proposici6n 2 .-(Bessaga, Pelczynslci) . Sea (x n ) base de un
espacio de Banach B y (fn )CB la sucesi6n asociada de funcio-
nales coordenados . Si una sucesi6n (yn )C B verifica

infil Yn 11 = E >o

(1)

	

n

existen sucesiones de enteros positivos crecientes (pn) Y (qn )
de modo que la subsucesi6n

(ypn+l) de (yn) es una sucesi6n
básica equivalente a una sucesi6n (zn ) básica de bloque res-
pecto a (xn ) definida mediante

(3)

	

11 zn-Yp +l 11<n

lim f i (yn ) = 0

	

(i=1,2, . . .)~
n

qn+l
( 2 )	zn ==

	

f i ( y

	

+l)xi

	

(n=1,2, . . .)
_ .

	

i=qn±1

	

. n

E

2n+3

(5)

	

lim ~ i* ( En) = 0

	

(i=1,2, . . .) .
n

Aplicaremos esta proposici6n considerando el espacio de
Banach Lp(IR),donde p cumple 1<p<2 . Sea pues (.1n )una sucesi6n
de variables aleatorias reales que constituyen una base incon
dicional de un subespacio H de LP(IR) y designemos mediante

(En ) a la sucesi6n asociada de funcionales coordenados . Sea
(En ) una sucesi6n de variables aleatorias independientes de
Bernoulli, es decir, P(En=-1)= P(En=1)= 1/2, n=1,2, . . ., tales
que el subespacio vectorial cerrado [En] esté contenido en H .

Claramente se verifica
(4)

	

inf IIEJ p = 1 .

n
Lema 3 .- Cualquiera que sea la base considerada, (En) del

subespacio HeLP(IR), 1<p<2, se tiene

Demostraci6n .- Para cada i, sea n i el elemento de Lq (IR),



p-1+q-1=1, correspondiente a
Ji,

de modo que
(6)

	

(w)P(dw)
2para todo

	

IcLP (IR) . Puesto que n iE L (IR) , i=1, 2, . . . . puede
descomponerse de un modo único de la forma siguiente

ni=ni +n i
1

	

2donde n ÍE(E n] Y n

	

[e n7,

	

complemento ortogonal de[e n] en L

	

(IR) .
Ahora bien, el producto escalar en L2 (IR)

<n i . E n> fn i E ndP

	

(i=1,2, . . .)
n

cualquiera que sea n verifica

<n i , E n> =<ni, E n>
y como (e n ) es una sucesión básica ortonormal de L2 (IR),pue-
de escribirse

lim<r,i,

	

EJ=O
n

y por tanto
limnn i E ndP=O

	

(i=1,2, . . .) .
n

Basta finalmente considerar (6) para deducir la validez
del lema 3 .

Por aplicación de la proposición 2 se deduce que existe

(E p
n+l ) ,

	

subsucesión de

	

(en), y

	

( en) definida por-

qn+
en

	

i=qn+l

	

i

	

pn
( e

	

+_9 )	i

de modo que
(8)

	

!lon-e pn+1 H p

	

<

	

2-n-3

y además

	

(en ) es una sucesión básica incondicional de HCLP (IR),
si (C n ) es base incondicional .

Proposición 4 .- Sea B un espacio de Banach , (fin) una base
incondicional de HCLp(IR),,1<p<2, y (Cn) los funcionales coor-
denados asociados a la base . Si existe una constante A>0 tal
que

	

kj+l-1
(9)

	

sup=

	

ICk p< A
j k=k

jy existe C>0 tal que

(10)
n

	

n
~ . x .EJIE

	

lip < C r lix H pj=1 J 7

	

j=l J
para todo n y cualesquiera que sean xl ,x 2- .,xnsB, entonces
B es un espacio de tipo p .

Demostración .- Supongamos que existe C>0 tal que se cumple
la desigualdad

	

(10) . Para todo n y cualesquiera x1 ,x2 , . . .,xnE B,



existe una sucesión creciente de enteros (mj ) tal que
n

	

n
E IIZ Ejxj Ilp

	

=

	

Ell ~_

	

Em xj Il p ,
j=1

	

j=1 j

obtiene

( 14 )

	

EII j ejxiJIP= Ellj1(J

	

J
1, (Em .

con D=AC .

n

	

n kj+1-1

permite escribir :

	

n

( 15 )

	

(EII S e m xj Ilp)1/p
<

	

M(I
II

xill p)
1/p

j=1 j

	

j=1
donde M=1+D~/P . Por tanto el espacio de .Banach B es un espacio
de tipo p .

Proposición 5 .- Sea (1 n ) una sucesión condicionalmente inde-
pendiente de variables aleatorias centradas que es base del
subespacio HcLp (IR),1<p<2 .Supongamos que existe A>0 tal que

k j+l-1
supL I

	

1 k~m . )¡p< A .
j k=k .

	

J
Un espacio de BanaLh B es de tipo p si y sólo si existe una

constante C>0 tal que

	

n

(16)

	

EIIT~ixilf ~C LJ Ilxill p
i=1 i=1

para todo n y cualesquiera que sean x1 ,x2 1 . . .,xne B .

La demostración se basa en la proposición 4 para concluir
que B es de tipo p . La validez del reciproco se sigue de[-11 .1:1

La siguiente caracterización es un corolario de la proposi-
ci6n 4 cuando se considera el caso p=2 .

Proposición 6 .- Sea (1n) un sistema ortonormal completo de
L 2 (IR) y B un espacio de Banach . Una condición necesaria y su-

ficiente para que B sea de tipo 2 es que exista una constante
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por (7), también existe una sucesión de enteros(kj ) tal que
k j+1-1

(11) Ile j Ilp =(

	

I~k(EM .)Ip)l/p = 1
k=k . J

(12)

	

El
0 -EmIP<

	

2-J

	

(j=1,2, . . . ) ..
-1

	

_1

	

J
Si p +q =1, por aplicación de la desigualdad de Hó'lder se

n

	

n
(13)

	

EII

	

(0 -E m)xj llp <<_%.._ 1Ixjllp .
j=1 j j=1

Por otra parte, si se tiene en cuenta

Finalmente, la desigualdad triangular

n

j I IP-<D

	

/' l ixj I Ip
j=1

junto con (13) y



M>0 tal que

(17) EIIr 1 ixi ll2 _ M > Ilxi ll2
i=1

	

i=1
para todo n y cualesquiera x1 ,x 2 , . � ,xnEB .

La condición suficiente

	

es un resultado de KwapienC21 y la

condición necesaria puede obtenerse a partir de[_1] .
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