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ESPACIOS LP CON NORMA MIXTA
Miguel Angel Triana Santos
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Abstract.: In this paper we study the Lp’q-gpaces introduced by
Benedek and Panzone in {1). We prove that L"‘7 is a r-normed,
cgmglete space of type r, where r=min{l,p,g). We interpret the
LT’ —%paces like the completicn cof the tensor product space

Fe with a determinated metric and we cbtain the duwal space
of LF'9 {Oep,glew).

1.-Los Espacios P17 'Pr de Benedek-Panzone.-

Sean (X_,5.,M
L R 1
g-finita y completa y P=(pl,..,pn) una n-tupla, con 1£piﬁﬂﬂ Una

) con 1€i%€n, n espacics de medida positiva

funcidn n
£:77 x. ——=¢
i=1 i
(xl,..,xn)-—-f(xl,..,xn} o n
medible en el espacio producto (X,S¢4)=(£Eixi,£1igi} se dice gue

pertenece a LP(X) si el nfimeroc obtenido después de tomar sucesi-

vamente la norma Py en x la norms P, @0 X5, ..y la norma p, en

lf
X, ¥ en aste orden, es finito. A dicho nlmero se le denota por

Hell, 6 ilf'.iplw'pn.

Consideremos ahora el caso 0£4P£v? (esto es 04p. % donde 1<

i€n), v sea r=min _(p,) con r<l; se defineli°” de la misma for
181¢h * F -
ma gue para exponentes mayores gue 1. También podemos definir

de forma an&loga el espacio LP, que en este caso seri r-normado,
con ([l “H)*,

A partir de agui nos centraremos en el estudioc del caso de
dos exponentes p,q, y supondremos gque (I, M}, (¥,8,) son dos
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espacios de medida positiva ¢-finita y completa, y considerare-
mos Lp’q{xXY}.

Para el siguiente Teorema supondremos que 1os espacios
(x,8,4), (¥,8,¥) son no triviales, esto es, que existen suce-
siones (An}m[\%ﬁ Sy (Bn}néﬁ—"@' de conjuntos medibles disjuntos
tales gque ;4(Aj)#0 y Q(Bj)#o para todo JjeéN.

Teorema 1.- LY’ con 0<p, g y r=min{p.,g}<l, es un espacioc

r-normado, completo de tipo r.

2.- Lp,q come Producto Tensorial. -

Consideremos el espacio Lp{x}aLC{EY) {0cp,g% ) producto
tensorial de los espacios Lp(x) ¥y LqEY). Queremos hacer una
identificacién entre Lp(X)QLq(Y) y un subespacio de Lp’q{XxY);

para ello definimos la aplicacidn qs: Lp(x)qu(Y)_o-Lp'q(XXY)
n n
{ 1 ; =5
de la siguiente forma éxizi fizgi) ; f..gi donde

i=1 7i
g Byr=fix)g, (y).
Se puede comprobar gue 4) es una aplicacidn lineal. Para
demostrar gue es inyectiva necesitaremos algunos resultados,
si wenPigrd(y) se cumple gue: ’
a) Afwy=| t#ﬂw)up{q {12p,qgste) donde A es la norma teanso-

rial ((3), p.221): A(w)=sup {lcum) f: wePy, vewd ', i, !fvne'l}
b) Q5 € & ) (0¢p, g, r=min(l,p.q)}, donde o es

P

la r-norma en L @Lq ({(4), p.18%9):

°&(w)=1nf {i=l ffi'gi”p,q i uj;fél fiagi}
= Hehnlld Lo Lol OO _
el ag@=lPulld - (04qf1, qfpeoo)

Teorema 2.— El espacio LP(X)@Lq(Y} con 04p,g<oo, es denso
en Lp'q(}(xY) mediante la identificacifn q‘_) .
bDefinimos Lp(x}ﬁqu(Y) como la compleccidn del espacio

P x1@en9(y) con 1a r-norma O(r.

Corolario 1.- Si 04q2l y gp<®, entonces Lp(X)équ(Y)=

P’ 9xxy), tomando la g-norma tensorial dq.
Como aplicacidn de las propiedades anteriores se obtiene
una generalizacidn de la desigualdad de Minkowski:
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Peorema 3.- Sean g<p<oe, 0«g£l, f una funcibn medible en
(%xY, $ad ,{u'sll? } entonces:

(j( 5 (£ gp ) P/a ap )q”PeJ(Iiﬂp dﬁ}q;’p av .

3.- Dualidad entre Espacios LPra,

E1 dual de P9 cuando los dos exponentes p,g Son mayores
o iguales que 1 es conocido {(1)'p.304). Por lo tante estudiare-

mos el caso en que uno o fos dos exponentes sea menor gque 1.
Para ello recordaremos que: "S5i f es una funcifn medible y A
un dtomo entonces f es constante a.e. en A" ({2} p.819}. Por
notacidén llamaremos £(A) al valor de dicha constante.

Supongamos que {X,fl,p}, (Y,® ,7 ) son dos espacios de me-
dida, {Ai)iefifl, [Bj)jeJﬁﬂg colecciones de representantes de
las clases de &dtomos de MY Y respectivamente, con /&(A.)=1,

i

P(B.)=1, A=1~)Ai ¥ B=J B., entonces:

J ieT jeg

Teorema 4.- 81 0<p,q¢l, el dual topolbgico de Lp'q(XxY)
es isomdtricamente isomorfo a 17{IxJ) mediante la identifica-

cidn dada por

U 1%°(Ixd) (P 9 (xxv) )
ol={ A} Uu
(1,9 6180
donde Uy (f)= z f(AixB,) o(’i. para cada feLF 9 (xxy).
(i,3)€Ixd J J

En particular, si In & ¥V son no atémicas (Lp'q(xxy)) =0.

Teorema 5.- Si 0£qeléplo® y p'=p/(p-1), el dual topol&gi-
. ',
co de Lp’q(XxY) es isomé&tricamente isomorfo a LF 7 (XxJ) me-
diante la identificacién dada por

u: P Prxxa) (P 9 xyyy)
U
g={(g;) - g
A ]‘-’J
donde U_(f)= 3 ijgj dp  para cada £eLP’%(xxy), siendo £
jeJ

la funcifin de LP[X) inducida por la restriccitn de f a XxBj.
En particular si ¥ no atémica (LP'9) -o.

S2 obtiene un resultado anflogo para el casoc O<pclZ£gLos,
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NOTA: EBstos resultados son un resumen de mi Tesina de Licencia-
tura (5) dirigida por el Profesor J.L. Rubio de Francia al cual

quiero expresar mi agradecimiento por su valiosa avyuda.
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