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Abstract.- 3iendo A un algebra conmutativa compleja, localmente
convexa Hausdorff de inversidn continua (no necesariamente semi-
completa), se demuestra que todo hiperplane de A que solo conten
ga clemento singulares, es un ideal maximal de A.

§1.- Todas las algebras codnsideradas en esta nota se supondrin
definidas sobre el cuerpo €, ceoenmutativas, con elemento unidad e,
y provistas de una topologia Hausdorff compatible con la estruc-
tura de espacio vectorial, mediante la cual la aplicacidén (bili-
neal) producto es continua.

Fué establecido independientemente por GLEASON[3} ¥y por KAHA-
NE-ZELASKO [5], que si A es un dlgebra de Banach y M un hiperpla-
nc que no posee elementes regulares, entonces M es un ideal maxi-
mal de A. Afios mis tarde, este mismo aserto es extendido a Q-al-
gebras localmente multiplicativamente convexas, toneladas y com-
pletas [1].

En esta comunicacidn se hace ver que el teorema de Gleason-Ka-
hane-%alasko es vdlido si A es un ilgebra localmente convexa de
inversién continua {en el sentido de [8] ), y, consecuentemente,
para cualguier tipo de Q-algebra localmente multiplicativamente

convexa, no necesariamente completa ni tonelada.
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§2.- Un dlgebra localmente convexa se dice que es de inversidn
continua, si existe un entorno U del origen tal que e+l cCG(A) ¥y
la aplicacidén x —== x_l es conbinua en e+U.

Algunas propiedades de este tipo de dlgebras son, entre otras,
las siguientes { 1], [7] vy [8]) :
a) El1 grupo G{A) de los elementos inversibles de A es abierto, es-
to es, A ¢s 0Q-dlgebra y la aplicacidén x —= % = ¢s§ c¢ontinua en
Gla).
b) Todo ideal maximal de A es cerrado.
c) El especire sp(a) de cualcuier a de A es compacto no vacio.
d) Tedo funcional lineal multiplicativo {(cardcter) sobre A es con-
tinug ¥ existe una correspondencia uno a uno cnfre el espacio de
los ideales maximales de A y el de los Funcionales lineales multi-
plicativos. Ambos espacios, identificados, se denotaran porjin).
e) Para todo a de A, es sp(a):{h(x]: hE}{(A]}.
f) La aplicacidn p que asigna a cada elemento su radic espectral

. es una. seminorma continua sobre A. . . -

Proposicién 1.- En un dlgebra A localmente convexa de inversidn

continua, el espacie M(A)} es o{A',A)-compacto.
Demostracion: Por f), b?(l) :{x €4 P(x)é 1} es entorno del ori-
gen de A, vy, por e}, es N(AJC': bP{I). En virtud del teorema de
Alaoglu-Bourbaki ([4}, p. 201), resulta que Iﬁ[ﬂ]oo es g{A',A)-
compacto. Por otra parte, fFijados al arbifrio x e y en A, la apli
cacidn f ——> F[F({xy)-f{x)f{y) es obviamente continua sobre A'
con la topoliogia dégil, ¥y por ello el espacio

ML) = x?yeA{heA': hxy)-h(x)h(y)=0}
es gl(A',A)-cerrado, infiriéndose asi ya la compacidad débil de

Mia).

§ 3.- Representemos cada a de A por la funcidn continua 3 de MA)
en C, donde &(h)=h{a), y consideremos, por otro lado, el 4lgebra

de Banach B(JM{A)) de las funciones complejas cantinuas sobre
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{M(A),e(At ,A)}), con las operaciones aritméticas usuales definidas
puntualmente y con la norma del supremo. De este mode, la trans-
Formacidén G de Gelfand, G(x)}=%, x €A, es un homomorfismo {de dl-
gebras), siendo G(ﬂ):ﬁ un dlgebra normada con.elemento unidad
Gle}=é.

La demostracidn del teorema gue sigue, inspirada en [l], requie
re de un conocido hecho de caracter algebraico que nos limitamos

a enunciar:

Lema 2.- La condicidn necesaria y suficiente para que un elemento
de A sea inversible (resp., sea singular) es que no pertenezca
{resp., pertenezca) al nicleo de ningin (resp., algin) funcional

lineal multiplicativo sabre A.

Teorema 3.- Sea A un dlgebra localmente convexa de¢ inversidn con-
tinua. Todo hiperplano M de A disjunto con G(A), es un ideal ma-.

ximal de A.

Demostracidn: Pongamos G(M]:ﬁ ¥y probemos ante todo que ﬁ es un hi

perplanc cerrado de A. Como cod M=%, es A = L}()e+M] ¥, en conse-
el

cuencia,

- U (ag+m) (1)

FY1
Si & €M, seria &=% para algin x de M, lo que supone h(x-e}=0, es-

T

to es, h{x)=1, para todo h de M{A). Ahora bien, por el Lema 2,
tendria gue ocurrir que x€G{A), lo que c¢s impesible. Seri, pues,
cod M=1. 5i M fuera denso en A, podremos elegir {xplen M tal que
%h —> &. Para 0<E<1, se tendria:llin—é1|= 512 |h(xn)—1| LE,
para n suficientemente grande, y ello entraﬁahﬁ(x£%%0, para todo
h de M(A), llegindose, con un nuevo uso del Lema 2, a una contra-
diceidn. Luego, M es hiperplano cerrado de A.
Procediendo de forma andloga, puede constatarse que
iRG) =4 (2)
siendo, naturalmente, A algebra de Banach. Ademéds, cod M=1 en i.
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En efecto, sea g« ﬁ, in —e g con iniﬁ ¥, por (1), in=1né+9n) don-
de ¥, € M. Veamos que{ﬁn} es de Cauchy. 3i asi no fuera, para un
cierto A20 y para todo n, »0, seria!kp— 7(\11‘;0(, para ciertos p y

q > ng- Por otro lado, dado £70 arbitraric, es

‘ I En-%pt = O -A08 + (9 -7 I Lot

con n,m2N 0. Combinando, para p y g como antes, se llegaria a
- -1 N -1, N

1}e+(1 -ﬁq) [yp~ yq]ILQE , lo que supone (lp— }q] [yp— Yq) €

p
- e o N - N

€MNG(A), en contraposicién con (2). Al ser, por tanto, {ln} de

Cauchy en C, también lo seré{&n}en M. Poniendo ahora )h — X e

$. —» F, f Eﬁ, serd g= &+f. Luego, cod M=1 en K, ¥ en virtud de

n
§i, M es ideal maximal de A. Por otra parte, como M &s subesgpa-

cio cerrado de ﬁ, se desprende que M es ideal de &, y por ello,
-1 - PR : .. . -1,

G (M) lo serad igualmente de A. Finalmente, siendo G  {(§)=M, co-

mo se comprueba sin dificultad, y cod M=1, se concluye que M es

ideal maximal de A.
c.q.d.

. Nota.- Puesto gque una Q-4dlgebra localmente multiplicativamente

convexa es, obviamente, un caso particular de un dlgebra como la
referida en ei teorema 3, es claro que el teorema de [1] subsiste
igualmente sin precisarse a fortiori que el élggbra sea tonelada

o completa.

Por dltimo, obtenemos caracterizaciones de funcionales y ope-
radores lineales multiplicatives entre algebras localmente con-
vexas de inversidn continua, las cuales extienden los teoremas 2,
4 ¥y 5 de [5]. Los asertus correspondientes -para los que vale la
. afirmacidén hecha en la nota precedente- los enunciamos a continua-
cidén, omitiéndose sus demostraciones ya que, a partir del teore-

ma 3, son semejantes a las de los resultados de [5]citados,

- 4 . o .
Proposicidn 4.- 3i A es como en el teorema 3 y f €A , Son equiva-

lentes:
a} £ e M(a).

b} £(x) € sp(x}, para todo x de A.
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LY A2 como en ¢l teorema 3, con elementos

unidad €LY e, ¥ A2 semisimple. S8i T es una aplicacién lineal de

Proposicidn §.- Sean A

Al en A2 ¥
sp, (T{x)) < sp, (x) (3)
2 1

para todo x de A_, entonces T es multiplicative, es decir, T{xy)=

1
T(x)T(y), para todo x,¥ de Al. Reciprocamente, si T es multipli-

cativo ¥y T[el):ez, entonces se cumple (3} aunque A2 no sea semi-

simple
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