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Fernando Pérez González

Dpto . d e Ecuaciones Funcionales
Universidad de La Laguna

Abstract - Siendo A un álgebra conmutativa compleja, localmente
convexa Hausdorff de inversión continua (no necesariamente semi.-
completa), se demuestra que todo hiperplano de A que solo conte_n
ga elemento singulares, es un ideal maximal de A .

§1 .- Todas las álgebras consideradas en esta nota se supondrán

el cuerpo C, conmutativas, con elemento unidad e,

topología Hausdorff compatible con la estruc-

la cual la aplicación (bili-

definidas sobre

y provistas de una

tura de espacio vectorial, mediante

neal) producto es continua .

Fué establecido independientemente por GLEASON[31 y por KAHA-

NE-ZELASK0[$], que si A es un álgebra de Banach y M un hiperpla-

no que no posee elementos regulares, entonces M es un ideal maxi

mal de A . Años más tarde, este mismo aserto es extendido a Q-ál-

gebras localmente multiplicativamente convexas, toneladas y com-

pletas

En esta comunicación se hace ver

hane-2alasko es válido si

inversión continua (en el

que el teorema de Gleason-Ka-

A es un álgebra localmente convexa de

sentido de (8l), y, consecuentemente,

para cualquier tipo de Q-álgebra localmente multiplicativamente

convexa, no necesariamente completa ni tonelada .



§2 .- Un álgebra localmente convexa se dice que es de inversión

continua,

	

si existe un entorno U del origen tal que e+U C G(A)

	

y

la aplicación x

	

x-1
es continua en e+U .

Algunas propiedades de este tipo de álgebras son, entre otras,

las siguientes ( [1], [7] y [8])

a) El grupo G(A) de los elementos inversibles de A es abierto, es-

to es, A es Q-álgebra y la aplicación x -~
x-1

es continua en

G(A) .

b) Todo ideal. maximal de A es cerrado .

c) El espectro sp(a) de cualquier a de A es compacto no vacío .

d) Todo funcional lineal multiplicativo (carácter) sobre A es con-

tinuo y existe una correspondencia uno a uno entre el espacio de

los ideales maximales de A y el de los funcionales lineales multi-

plicativos . Ambos espacios, identificados, se denotarán porK(A) .

e) Para todo a de A, es sp(a)={h(x) : hEI%(A)} .

f) La aplicación P que asigna a cada elemento su radio espectral

es una seminorma continua sobre- A :-

	

-

	

-

Proposición 1 .- En un álgebra A localmente convexa de inversión

continua, el. espacio X(A) es 6(A',A)-compacto .

Demostración : Por f), b ? (1) ={x E A : P(X) < 1} es entorno del ori-

gen

	

de r1 ,

	

y,

	

por e),

	

es

	

,(S,(A) 0 =

	

b P(1) .

	

En virtud del

	

teorema

	

de

Alaoglu-Bourbaki ( [4], p . 201), resulta que ,'L(A) no es Q(A',A)-

compacto . Por otra parte, fijados al arbitrio x e y en A, la apli

catión f -!i> f(xy)-f(x)f(y) es obviamente continua sobre A'

con la topología débil, y por ello el espacio

.M,(A)=

	

n

	

~h EA' : h(xy)-h(x)h(y)=0}
x,y£A

es a- (A',A)-cerrado, infiriéndose así ya la compacidad débil de

.iti(A) .

§3 " - Representemos cada a de A por la función continua á de,r(,(A)

en C, donde á(h)=h(a), y consideremos, por otro lado, el álgebra

de Banach

	

J( ^(A» de las funciones complejas continuas sobre
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A),Q(A',A)), con las operaciones aritméticas usuales definidas

puntualmente y con la norma del supremo . De este modo, la trans-

formación G de Gelfand, G(x)=z, x EA, es un homomorfismo (de ál

gebras), siendo G(A)=A un álgebra normada con elemento unidad

G(e)=é .

La demostración del teorema que sigue, inspirada en [1], requie

re de un conocido hecho de carácter algebraico que nos limitamos

a enunciar :

Lema 2 .- La condición necesaria y suficiente para que un elemento

de A sea inversible (resp ., sea singular) es que no pertenezca

(resp ., pertenezca) al núcleo de ningún (resp ., algún) funcional

lineal multiplicativo sobre A .

Teorema 3 .- Sea A un álgebra localmente convexa de inversión con-

tinua . Todo hiperplano M de A disjunto con G(A), es un ideal ma-

ximal de A .

Demostración : Pongamos G(M)=M y probemos ante todo que M es un hi-

perplano cerrado de A . Como cod M=1, es A = U (Xe+M) y, en conse-
aEC

cuencia,

A

	

=

	

U C(Té+M)

	

(1)

Si é EA, sería é=i para algún x de M, lo que supone h(x-e)=0, es-

to es, h(x)=1, para todo h de X(A) . Ahora bien, por el Lema 2,

tendría que ocurrir que xEG(A), lo que es imposible . Será, pues,

cod M=1 . Si M fuera denso en Á, podremos elegir (xn}en M tal que

in -i

	

é .

	

Para 0 < E<1,

	

se tendría :

	

sup 1 h(xn )-11 < 6 ,

ara n suficientemente

	

ello entrafia hh(x ( )P

	

grande, Y

	

nS7O, para todo

h de K(A),

	

llegándose,

	

con un nuevo uso del Lema 2,

	

a una contra-

dicción . Luego, M es hiperplano cerrado de A .

Procediendo de forma análoga, puede constatarse que

M () G(Á) _ 0

	

(2)
W

	

_Z _Z
siendo, naturalmente, A álgebra de Banach . Además, cod M=1 en A .



En efecto, sea g EA, in --, g con z,EÁ y, por (1), i n =

	

é+yn , don-

de y,E M . Veamos que{"ln } es de Cauchy . Si así no fuera, para un
cierto

	

a> 0 y para todo no >O,

	

sería ¡ ñp- X I >C(,

	

para ciertos p y

q > no .
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Por otro lado, dado E>0 arbitrario, es

I) in-in, II

	

=

	

11

	

(),n
- m ) é

	

+

	

(Yn-

	

ym) ~~

	

< a E

con n,m >,N 0 . Combinando,

	

para p y q como antes,

	

se llegaría a

11 é+(1p-111q)-1 (yp_ 9q)11 -<E

	

,

	

lo que

	

supone

	

(inp- _ñq ) -1 (Yp -

	

Yq) E

EA n G(A),

	

en contraposición con

	

(2) .

	

Al ser,

	

por tanto, { . } den
Cauchy en C,

	

también lo serály
n1 en M .

	

Poniendo ahora ~k

	

--~

	

en
yn -s f, f E M, será g= é+f . Luego, cod M=1 en Á, y en virtud de
§1, M es ideal. maximal de Á . Por otra parte, como M es subespa-

cio cerrado de A, se desprende que M es ideal de A, y por ello,

G (M) lo será igualmente de A . Finalmente, siendo G (M)=M, co-

mo se comprueba sin dificultad, y cod M=1, se concluye que M es

ideal maximal de A .
c . q . d .

Nota ..- Puesto que .uná Q-álgebra localmente multiplicativamente

convexa es, obviamente, un caso particular de un álgebra como la

referida en el teorema 3, es claro que el. teorema de [7]subsiste

igualmente sin precisarse a fortiori que el álgebra sea tonelada
o completa .

Por último, obtenemos caracterizaciones de funcionales y ope-

radores lineales multiplicativos entre álgebras localmente con-
vexas de inversión continua, las cuales extienden los teoremas 2,

4 y 5 de [5] . Los asertos correspondientes -para los que vale la

afirmación hecha en la nota precedente- los enunciamos a continua-

ción, omitiéndose sus demostraciones ya que, a partir del teore-

ma 3, son semejantes a las de los resultados de [S]citados .

Proposición 4 .- Si A es como en el teorema 3 y f. EA , son equiva-
lentes :

a) f E K(A) .

b) f(x) Esp(x), para todo x de A .



Proposición 5 .- . Sean A 1 y A2 como en el teorema 3, con elementos

unidad e lc y e 2 y A2 semisimple . Si T es una aplicación lineal de

A l en A 2 y

spA (T(x)) C spA (x)

	

(3)
2

	

1
para todo x de A l , entonces T es multiplicativo, es decir, T(xy)=

T(x)T(y), para todo x,y de A l . Reciprocamente, si T es multipli-

cativo y T(e 1 )=e 2 , entonces se cumple (3) aunque A2 no sea semi-

simple
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