
Pub . Mat . UAB
N° 21 Oct . 1980
Actes VII JMHL

Ma Pilar Alfaro García

Dpto . de Teoría de Funciones

Universidad de Zaragoza

Caso C : lim e > 0 .
n n

Caso D : lím en = 0
n

SOBRE COMPORTAMINETO ASINTOTICO DE CEROS DE POLINOMIOS ORTOGO-

NALES

Abstract : In this paper, we obtain a result about the asymto-

tic behavior of the orthogonal polynomials on the unit circle
in thé so-called case C .

En la teoría de polinomios ortogonales sobre la circunfe-

rencia unidad, se presentan dos situaciones distintas,habitua_1

mente llamadas casos C y D [1] . Para ambas se obtuvieron en

[3] caracterizaciones de muy diversa índole, de las que sólo

utilizaremos aquí la relativa a la convergencia de la sucesión

de excesos {e }

	

([2]) :
n n=b

En el primer caso se sabe además que la sucesión de n-nfi

cleos {Kn(z,0)}n=o , [2] , converge uniformemente en cualquier
disco cerrado Dr = {z :Iz14 r} contenido en el circulo unidad

abierto U (El]) .
Estudiamos ahora, en el caso C, algen aspecto del compor-

tamiento asintbtico de las raíces de la sucesión ortonormal

{Pn(z)}n=o ([2]) .
n

En

	

[4]

	

se demostró que las raíces a in de Pn (z)

	

(n e N)

verifican la condición :

(Xinpn-1 (a in)

in-1 (a in ,0) en-1



donde wn
= _en-1

~e7 pn (0)

	

(n , 1) y 0 4 Iwnl/en-1 < 1
(v .

	

[2] ) .

Siendo lainl < 1 y pn-1(z)0)

	

< 1 si Iz1 < 1, ello

supone 1 > lain l > I w.J /en-1 , es decir, todas las raíces de
cada 1n (z) están situadas en la corona de centro en el ori-
gen y radios'Iwn ¡/en-1 y l .

	

En el caso C,

	

limjwnl/en-1=0,

lo que hace posible la existencia de raíces "muy próximas" al or_i
gen . En el caso D, _lim I wnl /en-1 = X , (0 t¿~ X 4 1), por lo que,

excluido quizás el n caso a = 0 que corresponde a
lim en/en-1 = 1 , la situación es en cierto modo opuesta a la
n

anterior : Para cada e, (0 < e < a), existirá una corona circu-

lar de radios A-e y 1 , en la que estarán las raíces de Pn (z)
desde un cierto n en adelante . En particular, en el caso ex-

tremo a = 1 , habrá raíces arbitrariamente próximas a la fron-

tera .
Probamos a continuación cómo es, en

bucibn de las raíces en torno al origen .
TEOREMA 1 . Sea p e N . En el caso C, cualquier entorno del

origen contiene, al menos, p raíces -de cada polinomio P,(z),

desde un cierto n en adelante .

Demostración .- En [3] se obtenía la relación recurrente

orden p, válida para 0 < p 4 n ,de

Ve

	

p-1

np
z pPn-p(z)- ~ Pn (z) _

	

Tn-jz~Kn-j-1(z~0)
j=o

donde Tn = wn/en-1 , n *~l! 1 (v .[2]) .

Por tanto,

(~,Fen

	

zpPn-p(z)- Oen Pn(z)I

n

el caso C, la distri-

1
Z ITn -jI . iz J Kn - J -1(z

,0 )I
J=o

JA Sea p fijo . Cuando n

	

Tn-j --->0 (v .
[2])

	

y

{z Kn-j-1 (z,0)} n converge uniformemente a z K(z,0)

(j=0,1, . . . . p-1),

	

(v . '[3])

	

,

	

en cualquier disco Dr contenido en

U . Por consiguiente, cada uno de los p sumandos del segundo,

miembro de (2) converge uniformemente a cero en Dr , con lo

cual también
{
~en-p

zpPn-p (z) - F Pn(z) }n -~ " 0

	

[unif .] en cada Dr



Aplicando un conocido teorema de weierstrass se puede

asegurar que,

	

fijado

	

E > 0

	

para cada h = 0,l, . . . . p-1 existe

nh e N tal que si n *~l! nh y z e D r

ID (h E~ p zp
%-p(z)

-
en Pn(z) I < E

lo que para z = 0 se reduce a :
Prih (0)I < E

Sea N = max°

	

(no,ni, . . . . nh) .

	

Si n :i! N el polinomio m6nico

Pn (z) verifica :

ID(h~r
Pn(z)3z_ol < E h = 0,l, . . .,p-1

lo que, según un teorema del Algebra clásica (v . [6]), asegura
la existencia de p raíces {ain}P=1 de Pn (z) verificando

l a in 1

	

<

	

E

	

(.i=1,2, . . . . p)

Puesto que las raíces de los polinomios Pn (z) y Kn (z,0)
son inversas respecto de la circunferencia unidad, podemos enun
ciar :

TEOREMA _2 . En el caso C, para cada p e N y A e R+	existe
N = N(p,A) tal que si n ~l N el polinomio Kn (z,0) tiene al menos
p raíces

	

{Sin )P=1 que verifican

	

lsinl

	

> A

	

(i=1,2, . . ..,p) .

	

#

Queda abierto el problema de decidir si la propiedad que

establece el teorema 1 es o no característica del caso C, lo
que, en caso afirmativo, supondría disponer de una nueva carac
terizaci6n de los casos C y D totalmente distinta de las ahora
conocidas . Para ello, y de acuerdo con las consideraciones
hechas anteriormente, bastará estudiar el comportamiento asin-
t6tico de las raíces de los Pn(z) cuando en/en-1 -'- 1 y en -> 0 .
Pese a su simplicidad de planteamiento, el problema no parece
elemental debido a las especiales dificultades que entraña el
estudio del caso D .
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