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Abstract: In this paper, we pbtain a result about the asymto-
tic behavior of the orthogonal polynomials on the unit circie

in +hé so-called case C.

En la teoria de polinomios ortogonales sobre la circunfe-
rencia unidad, se presentan dos situaciones distintas,habitual
nente llamadas casos C y D [1]. Para ambas se obtuvieron en
[3] caracterizaciones de muy diversa Indole, de las que sblo

utilizaremos agui la relativa a la convergencia de la sucesifn

de excesos {e } _ ([2]):
Caso C: 1im e, > ¢ .
n
Caso D: 1lim e, = 0
n

En el primer casc se sabe ademis que la sucesifn de n-nf
clecs {%n(z,O)}:=0 . [2] , converge uniformemente en cualquier
disco cerrado D. = {z:|z|¢ r} contenido en el circulo unidad
abierto U ([1]).

Estudiamos ahora, en el caso C, algQn aspecto del compor-
tamientc asintbtico de las ralices de la sucesidn ortonormal
(8 (z2)3°_ ([2].

En [4] se demostrd que las raices a, de ?n(z) (n e N)
verifican la condicidn: ’
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donde w = -e . VYe P (0) (m21) y 0% |wl/e ;<1
(v. [2]).

Siendo |«

Ead
B {z)
n-1i .
in| <1y 50 <1 si|z| < 1, ello
n-1
supone 1 >|a, | > lwn|/enu1 , es decir, todas las ralces de

~ ] .
cada Pn[zj estin situadas en la corona de centro en el ori-

gen y radios'[wn|/en_l v 1. En el caso C, limiwn|/en_l=0,

lo que hace posible la existencia de raices "muy préximas" al ori
gen. En el caso D, lim lwn|/en_l =1, (0<£x € 1), por lo gue,
excluido guizds el T caso A = 0 que corresponde a

1im en/en—l = 1 , la situaeifn es en cierto modo opuesta a la
n

antericr: Para cada £, {0 < & < }), existiri una corona circu-
lar de radios A-g£ y 1 , en la que estardn las raices de ﬁn(z)
desde un cierto n en adelante. En particular, en el caso ex-
tremo A = 1 , habri raices arbitrariamente prdximas a la fron-
tera.

Probamos a continuacifin ctmo es, en el caseo C, la distri-
bucién de las ralces en torno al origen.

TEOREMA 1. Sea p e N. En el caso €, cualguier entorno del
origen contiene, al mencs, p ralfces de cada polinomio ﬁn(z),
desde un cierto n en adelante. -

Demostracién.- En [3] se obtenia la relacidn recurrente
de orden p, v&lida para 0 < p <£n,

p-
P3 - B = J
Ven_p z Pn_p(z) Ven Pn(z) ;LO Thnj Kn—j—l(z'o) (1)
- =
dende 1, = wn/en_l ;N 1 (v.[2]).

Por tanteo,

1A

p-1
¥l ) :l
l\en__p szn_p(z)— Ve, B (2)] ¢ ]:,‘::0 Il 127k @] @)

Sea p fijo. Cuando n + =, T _J -0 (v. [2]) ¥

{zjﬁnnj_l(z,ﬂ)}n converge uniformemente a 29K (z,0)
(j=0,1,...,p-1), (v. [3]) , en cualquier disco D_ contenido en
U. Por consiguiente, cada unc de los p sumandos del segundo.
miembro de {2) converge uniformemente a cero en Dr , con lo

cual también
pA _ - P N
{ Ven-p 2 Pn“p(Z] VE; iz} — 0 [unif.] en cada D_ .
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Aplicando un conocido tecorema de Weierstrass se puede
asegurar que, fijado ¢ > 0 para cada h = 0,1,...,p-1 existe

W

n, e N tal que sin

h nh y 2 & Dr

{h P A - A
iD [u‘en_p 2" B _,(2) ye, P (2)| < ¢
lo que para z = 0 se reduce a:
A{h
iye, Py (O] < ¢
Sea N = max® (n_,ny,...,n ). Sin 2 N el polinomioc ménico

we B {z) verifica:
n n -

h ~
Ip Ve, B (2], 1 <« h=0,1,...,p-1
lo gue, segfin un teorema del Algebra cl&sica (v. [6]), asegura
la existencia de p raices {ain}?=1 de §n(z) verificando

]ain! <& {(3=1,2,....,p) #

Puesto que las rafces de los polinomios ﬁn(z) ¥ ﬁn(z,o)
son inversas respecto de la circunferencia unidad, pedemos enun
ciar:

TEOREMA 2. En el caso C, para cada p e M y A ¢ R+ existe
N = Ni{p,A) tal que si n 2 N el polinomio ﬁn[z,O) tiene al menos

P . _
p raices {Bin}i=l que verifican l61n1 > A (i=1,2,...,p). #

Queda abiertoel problema de decidir si la propiedad que
establece el teorema 1 es o no caracteristica del caso C, lo
que, en caso afirmativo, supondria disponer de una nueva carac-
terizacién de los casos ¢ y D totalmente distinta de las ahora
conocidas. Para elle, y de acuerdo con las consideraciones
hechas anteriormente, bastard estudiar el comportamiento asin-

tético de las raices de los ﬁn(z) cuando en/en *1lye =+ 0.

-1
Pese a su simplicidad de planteamiento, el problema no parece
elemental debido a las especiales dificultades gue entraha el

estudic del caso D.
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